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O simplexech.
Dr. Jan Schuster.

I. Poznémky o objeniu.

. "V této prvni ¢asti poddm nékolik formuli, jimi% doplnim
avahy, uvefejnéné r. 1923 v praci ,,Contribution & la théorie du
volume*, v Comptes rendus du Congrés de 1’Association Frangaise

. pour I’Avancement des sciences tenu & Bordeaux. Tam byl vy-

jadfen objem 7n-rozmérného simplexu objemy jistych (» — 1)-roz-
mérnych hranoll, jeZ pro tfi rozméry maji svoji obdobu v rov-
nobéZnicich, a jsou rovny objemu opsanému simplexem o dva
rohy niZz8{m, poSinutym o Gsedku spojujicf tyto vynechané rohy.

Je tedy H,, hranol, odpovidajic{ vynechanym rohum 1a2,

objemu (n— 2V Hy, =

1 2® z,® ., x,® 1 2,0 z2,® ... z,®

1 z® LXO I XOR 1 20 ™ ., z,M

1 T ® Ty, @@ 1 @y ® @ ® ., ™
0 2,0 — g, 2@ 2@ .. g™ — gm '
1z 2, R XO)

— . . . .' B (la)

1- xn+1(1) xn+1(2) oo xn+1(")

Obvykly zpusob nasobeni pak di: — ((n—F 2)! Hyp)? = ;— A
o 0 . '
0 Z("&m — z0p X(“&(k) — x,®) 7, ® ;(%m—xz“)) xn+1

g(xlm__ z®) xa""zxs"‘” 2:03‘ Y Xy ®

k

X(x1<k>_z<k)) x‘(b)gzsm z,® $x,(k> Zny1®

1 ';(xl(’&—x,m)x,. “m}:x,(t) Ty ® Xx,, +xkk)=
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Znésobme kaZdy soufet dvéma a odeétdme prvnf fidek a sloupec
znasobené &isly

Z(xl"‘” — z,P), 2%""2, Ex‘(m, . Zx” “(k)s
% i % %
od ostatnich. Obdrzime ve druhém Fadku a sloupci &leny tvaru
2 z (xl(k) — xz(k)) xa(k) — Z (xl(k) — xz(k)) (xl(k) —_ xz(k)) =
= Z (2,0 — 2,®) (2,8 — 2, ® + 7, — 7,0) =
=X (0 — ) — (O — )+

+ (2, — 2, ® + a®— 2, ®)2 (2,0 — 2, ®)2 | () — g, B)2
— (2, — 2, — 2B L 2, 0)2] = @y — a,42, atd.

Ostatn{ &leny jsou dobfe znamy, takZe celkem plati
(— 1)+ 281 (0 — 2)! Hy)® =

0 0 1 . 1

0 —2a12% a3 —ag? ... A —
1 ay® —ayg? 0 co Agn 41’

1 a142 -_ az‘a a343 “ e e 04,,;+1’

1 al,n+12—‘a2,n+12 aa,n+12 o 0

Abychom obdrzZeli jednoduééi tvar, vsufime mezi prvnf a druhy -
sloupec novy: 0, 1, ay4% @32, ... a;,4,% aodedtéme jej od (— 1)
nésobného druhého : Vykonejme obdobny tkon na fadcfch. Bude
pak _
' (= 2 [(n— 2) Hy)P =

a  ay’  ay’  at 0.

100 o o0 1 1 1
00 1 1 o0 o0 0
01 0 . ad a; ol oy
_|o1 _du' C0 gt ayd ey ) ‘
Tl 0 a? a0 Use® Oyt :
1 0 a2 ay® ag? 0 a, -
1 0
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Jde-li o étyfstén, vystupuje v prvnim a v druhém ¥4dku a sloupcl
po dvou jednikach, takie H,, = Hy, atd., kterd? okolnost &inf
toto téleso Gtvarem vyjimeénym, kde hranoly (rovnob&iniky) Hy,
nestadi k jeho urdeni.

K odvozenf{ jistych obdob, platnych obecn& pro soumérne
determinanty s prazdnou hlavni Ghlopiitkou, vratime se k jistym
@vahdm, rozvinutym v citované prici. Znimo, Ze poloZfme-li

potétek soustavy do (n + 1) -ho rohu, plati pro objem simplexu

W ® L zm
xz(l) ® .. xm

me=| - - ; @
D 2, .. x,®

a pro jeho (n — 1) mocninu ptidruZeny determinant

o X® . X
X0 X@® .., X(n)

(t8r—rt=1 -] (3)
X0 Xo ... Xm

kde X;® znadf minor, pislusny k prvku x;¢).
Vyrazy (2) a (3) upravime nyni na #¥ad (» 4 1)-ni tim, "Ze
ve (2) provedeme posun pot¢itku soustavy do libovolného bodu,
pi"edsuneme sloupec z nul a pfipojime fadek z prvkii 1, zp V. 2p 1@
' . Zp 1™, a tento pfitteme ke vSem predchozim coz da

1 e zn® ... ™
g1 x® 2® L.z
me=|- . . . (2a)
1 z,m 2@ ... x,®
1 2@ 2, L gy @™

" Potom v8ak jsou piedchozf X, zase minory tohoto determinantu
pro prvky stejnoznafné, ale jsou viaziny, spojeny jsouce 8 prvky
prvntho sloupce, vatahy '
‘ Xl"" + Xz(”) + Xg® . + Xn+1(") =0 (k=12..,n) (4
Kdyi tedy ve (3) viuneme novy prvni sloupec o
L L. ., Layl
a na zbﬁva]icich véech mistech poslednfho t4dku nahradime nuly
levymi stranami rovnic (4) s odpovidajfefmi hornfmi indexy,.
_miZeme od tohoto fédku odeéist» souéet véeoh ostatnich $my
o . : _ _ '



e

| . €10 xX@® ... XM
1 X X ... Xm

(4@ 8r—t=|" S G
1 Xn;l() Xﬁ.pi(z) . X»H(")

Dal¥ disledky ze (4) zde pomijim, a vytknu jen, fo X6
znadi praméty (» — 1) rozmérnych stén simplexu do soufadnych
nadrovin, takZe je-li a;, Ghel dvou takovych stéh'S; a Sj, plati

X0 X0 4+ X X,w + e X XM = — (n— 1)28; s, cos i
. (4a)
" Oznadime- h X,,U‘) prumétum hranolu H,, odpovida]fcf hodnoty,
takze :
X0 =X® 4+ Xb  (k=1,2,.,. (n +1), "
plyne sedtenim &tveret, "téchto rovnic
. = S:2 2 -
7 (n—— 1)2 H2= 832 4 8; 2 8; S; cos a;j (5)“ |
Kdyz nynf (2a) znamjrm zpﬁsobem prevedeme na &tverec, bude -
o 1 1 1 ... T
A : 120 a® ap® .. @pped -
: 11 2 0 2 ... 2| - .
(—remer=|. 2 T BRI NUR
1 aln+1 as,n+1 L0 .
. Kdy % srovnime vyraz (1), ]ejé mo#né rozvmout podle prvkﬁ»
;druhého fidku a sloupce se (6), v1dime, 7o .
‘ (— 21 [(n—2)! Hn]z =4y A+ Asa + 2 Am : (7);__‘_ :
kde A., znaéf minor, pfidruZeny prvku a2 v D (6), ph éemi_f
W= (2 L — 118 du = —(— 2y (n— 198 Syooms;
| | | -
V cltované précx lsem pi‘evedl (32) na podobny étverec 8 plnou S
thlopHtkou. Aviak nyni chei odvodm vyruz obdobny k (6) 8 prézd- L
~mot GhlopHekow: o - T T e e L

- Zvolme ga urébvaci pzvky ob]emy smplexﬁ (n — 1) rozmér-
nych které obsahuji Ja.ko rohy t82iste o soui"a,dmcich RS

'-‘-“‘(f’-?‘ni (‘”1""+w . +x,.*1m>, (Ia——l 2  _
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simplexii Yy;, kde se vztahu]e na soufadnou nadrovmu 1.j na
vynechané rohy, bude na pf.

1 @ 3 R A

1 z3® 2 e xa(ﬂ)
(n — 1)! Yi,0M = : * '

1 xn+1(2) xn_'”(f‘) cen Xpp®

Kdy? dosadime vySe udané prvky z, miiZeme znésobiti
prvni Fadek éfslem (n + 1), odeéist od ného soudet ostatnich takZe
v ném zbudou prvky

2, 5@ + 2,® . 1® + 2,®, .. 2,® 4 g™

a muZeme pravou stranu $tépit na dvé 6ast1 jez po srovnani se .
(2a) ukazuji, Ze

(n 4 1). (r— 1) ¥y = X0 — Xp0), -

Utvotime-li tyto rovnice pro viech » hornich indexi, a sedteme-li
jejich &tverce, ‘obdriime

[0+ 1) (n — D! Tyg)? = [(n— DI [8,2 + 832 + 2 8,5, cos aio]
a podle (8) plati obecné .
(n+ 12Ty = Ay + 4, —2 Atf (9)

KdyZ nyni utvoifme &tverec vyrazu (3a), vystoupf v ném jako
prvky soudty (4a), které podie (9) jsou rovny

P 3 [ + 4ji— (n + 1) 1.
Znésobime-li -jedté pravou i levou stranu &fslem 2%, bude

lo 1 1
1 0 —(n—1)2T2. ..
0

— 2 (n 4 1) (7;: S)rn—1 = | 1T — (n+ 1)2 7,2

a po odstranéni &initele — (= 4 1)* vznikne

, 0o 1 1 1 ...
R . ' 0 T2 T .
e Qe 11 P2 0 (I
A R | AR T O e ()

" Tim: jsme zfskali vyraz zcela obdobnd stavény jako (6).
- Kdy% bereme vyraz (10) jako determinant phdruieny D'
‘k deternmuntu Dv (6) obdriime - vztah .
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»a

pii demz je D’ determinant majicf s D stejné prvky v prvnim
tadku i sloupeci, ale ostatni prvky nejsou piimo minory determi-
nantu D, nybrz linedrnf jejich kombinace.

D = (__ 2)—(n—l)2 (n + 1)—2(n—~1) Dr—1

1 ]
m[(z‘lﬁ + 4;— 244.:;] | .

Jako jsem v citované prici udal pro ob]em dudlni vyraz
s plnou thloptigkou, odvodim nyni je$té podobny vyraz pro -
hranové vyjadieni jako protéjéek k formuli (6)

Spojme rohy simplexu hranami tak, aby vznikl jednoduchy
polygon s vrcholy &fslovanymi od 1 do (n +- 1). Simplex, ktery.
vznikne poSinutim téchto hran do libovolného bodu, mé stejny
objem s pivodnim. Tedy

2 M — 2D @ @ g g
2 — 2,V 2,3 — @ L. ZM — 2,
WS = - o .(12)
oM — 2,1, D 2, —xy DLz, — L™

Avgak tada identit
(@0 — 2,®) + (20 — 2®) + ...+ (2® — 2,11®) 4 (13)

(Th1® — xl(k)) =0 (k=1,2,...2)
nas vede k opakovani ikonu provedeného na (3): kdyz predsuneme
sloupec 1, 1,..., 1.n + 1, a na ostatnich nulovych mistech

posledniho tfadku zavedeme levé strany rovnic (13), miZeme
odedist viecky ¥ dky od posledniho ¢imz Vzmkne

1 W —z®M L gy gm
' 1 xz(l) — x3(1) CRT xz("’ — ™
=D+ Dal8=. o i . (4
1 2D — 2O 2™ — g,

, 1 x” +1‘” — 2 L @™ — )
Uréeme zase étverec této rovnice, pfi demZ vystoupf éleny

n+1 . »
Z (@n® — 2 (k)) = am,n ) R
n+1 o i o ) Lo
Z (2, %) — 2,®) (2, ® — 2,®) = “‘."'(anf2 + @y — aisz)
Ck=1 ' ’

v_ Z(xl"‘"—xz"") (x‘m_-_.x m) - Zz‘(k)"’x k)) (x."”-—wx"“'l-w;""* -’65"“)
; l: A -

Casopis pro péatovént matematiky a fysiky Roénik LVIII - ~> L 18"‘1 S
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= alzz { (3’4'—' L)% (2 — L) (T — 2;)® + (2, — )2+ (‘;cl—"xﬁ)a'—'

— (2g — xs)a} = “J(aza + a5 — P — aza )}
Nasobime—h determinant &islem 27, a pnéteme—h prvni fadek
a sloupec, nédsobené resp. ¢isly a2, @452, d3,2, . . ., Gnon12, By KN4~

sledujicim, budou Sleny dhloptitky 4ak,k+1 . kdezto ostatni budou
tvaru

‘ a“z + 35® + ay0® + ags® — a;F — ay® = (14, 25),
pfi YemZ opakovéni indexu vede ke zjednoduSeni, na pt.
(14, 24) = a,5® + a45° + 3)® + 0® — 0, — Gy = ay,? = (12)
Moiné tedy psati vysledek symbolicky takto:

— 4+ 12! 8. 20 = - (15)
0, 1 1 1 R LR | ,
1, 4(12)  (13) (13, 24) (14, 25) ...(L,n+1, 21)
1, (13) 4(23) (24) (24, 35) ...(2;n+1, .31)
11, (3,299 (29 4(34) (35) . (3m+1, 41)
— 11, |

14, 25) (24, 35) (35) 4(45) ° ...(4,m+1,51)

1(2,n+1) (2,n+1;31) (3,n+1;41) (4,24 1;51) ... 4(n+1, 1)
Omezime-li se na t¥i rozméry, obdrzime formuli, jiZ jsem udal

v préci o étyi‘sténu z 1. 1923 v ]ubﬂe]nim svazku P- prof Dra
V. Lésky, nebot

- (13,24) = ¢® 4+ a'? + a® + c'z__ b2 —b'2 = b,
(14,21) = ¢* + 0 4 b + @ —a't —c* = b7,

akZe

01 1 1 1

: 1 +<4c¢® b? b"? b2
116.48%. 72 = |1 b2 4a® b2 b | =

, i 1 b bt 42 b2
1 b2 b bt 4a'?. ‘

- Formulf tvaru (15) moné oviem utvotit’ pro tyz sxmplex :

tolik, kohka polygony lze spopt (» + 1) roh, totli ——!—

0 simplemeh tefnovyeh.

L Timto jménem oznadujme sipplexy, jejich% hrany se dotyka;i
= téiehhypersi ry. Teény z téhoz rohu k vedené ma]i tutéz délku tey
.. & ¢ehoZ . o

a¢t=ti+tk e (16)
v:ﬁ,“' "»'»*" - o
SO L T au + g = e + Qa = an + az(c AT
o ;,*'Véeeky &steéné étyf'stény (hzkl) ]suu tedy roVnéi teénové
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Abychom obdrZeli polomér teéné hypersfery, vzpomeiime, Ze
vymiz{ determinant s prvky rovnymi étvercim vzdalenost{ mezi

" (n + 2) body v prostoru n-rozmérném. Zvolime-li tedy za (n + 2)-
-hy bod stted te¢né hypersfery, jenz mé od roht s1mplexu vzdéle-
nosti R2 4 2, obdrzime :

1 1 11 1 1
1 0 o+ 8)? (6., (h+ ) 624+ R2
1 (&4 4)? 0 (LaF-5)2. .. (b + taypg)? 82+ W2
O — . . 0 . . . -
1 (t.n+,irtl=) (nr -t - o t,.m + e
m2+t 2 m2+t2 - m + n+1 .

Odectéme prvni fadek a sloupec znésobené resp. éisly t,2,
t2 . - - tayq® R?, od ostatnich. Pak bude posledni fidek a sloupec
mit nuly mimo kra,]ni &leny 1, — 2 N2, 1 resp., take, rozvineme-li
determinant podle prvkd posledniho radku, vidime, %e minor
patiici & — 2 R2 neni nez (n! 8)?, totiz

0 1 o1 1.
1 — 282 24, ... 2bta,,

) 248, —242 ... 2t
(m18)2 = (— 1)n—12—n th 2 s

i‘ 2iﬁ+1t1 o —2in+1 1
n—1 Yo
tn1)?
' ztk Ztk

Dmhy élen je prvnf hlavni minor posledniho determinantu
- & proto A
— 2R (— 1P 2(lS) = (n — 1) (— 1) el CUBNL T
nebo ,___(n—-—l)2 :
_ R2 = W (tl.tz )t )

St¥ed . hypersféry prave: uva.iova.né uréuje 8 hypet'sfétou
(n — 1)-rozmérnou, vepsanou do stény, nadkuZel, jehoZ povriky
sklonény k zédkladnd pod tymZ -thlem 6. Dvé sousedni stény- .
. '[(n-——— l)~rozmérné] svirajf pak Ghel: = . - . '

Cea =8+ G e (18).;;'

Kdyﬁ tedy dosadfme vyrazy _ _' B :

. " o8 @ = 8in & sin & [cotg 8; cotg S —1],
o do vysledku ehmnace stén mmplexy z. rovmc vy;adrulioich ]ednn”f;‘_,f

=— 2n—1 (tute - - (16)
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sténu priméty vsech ostatnich, vznikne rovnice tvaru:
|| — cosec? 4, cotg 8, cotg d, — 1, cotg &, cotg &, — 1, . . .,
cotg d, cotg 6,,, — 1| =0,
coz je prvni fadek determinantu F¥adu (n + 1)-ho
VloZme novy sloupec ze samych jednidek a pfiétéme jej ke
viem ostatnim sloupcim. Znésobme pak determinant soudinem
(tg 0y . . . tg 6ayy)? &imZ vznikne

1 tg 61 tg 62 “e tg 6"+l
tgd —1 | B 1
tgd, 1 —1 ... 1 |—g,
co% lze prepsat na | X
n—1 tg O
Xt = 0. - (19)
Ztg O 2 -*-Ztg2 & _

Oznaéime-li g sféricky polomér nadkuZele tedného, opsaného
z rohu k hypersféfe dotykajici se hran, bude '

R
tg@kzt:

n—1 Ztggk \
Yo Sua

R Rem(p—1y2
e ente er - Bonr) =g =" (imy

Ijhly or & O vazany relaci, jiz poskytuje vztah objemu §
a objemu ¢&dsti, uréenych sténami a stiedem hypersféry
n+1
nS =2 Si R tg Ok,
k=1

je-li N, polomér (n — 1)-rozm&rné hypersféry, vepsané do stény
8 a dotykajicf se jejich hran. Ale podle (20) platf

V=2 =2 tty...tn,, Jn—23) (=123
ReSi=" —r o n—1)!

WSl 1 Y Ta—z Ry J/m—2 .
fo—Di—nz &~ "fzm—0 & "/ 2m—Dn" B*

- . Dosadime-li tuto hodnotu do predposlednilio vyrazu, je

' ’ (20)
a podle (16) a (17) -

=2m—1)  (21)

nebo
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tgoitgo +tgditg e+ ... + 180118 onp =V7(,—_—) (22)

Vyjadiime-li ze (16) a (17) reciproky polomér tedné koule recipro-
kymi tGseky teden, bude

’2_(%{_;1_) ( —I)sz '(Etk) (23)
a ,podobné pro polomér R;: I
— 2= =g B -+ X)
takze seétenim podle indexu & plyne o
—2(r—2) Y= (=2 Ngp —r— )(Zt,) Et,
nebo )
_2(n—2)zmikz=(nz_2‘n_1) %——(n—-l)(ztl—t)ﬂ (g:i)_’

Utvofme nyni ‘mocnost p bodu, jehoZ soufadnice homogemli
podle daného simplexu jako Gtvaru souiadného jsou

11
| PRSRREE e
totiz : ___m+1l)(m—1)

™

- D4 tedy vylouéem velidiny Z— Z rovnice (23)
= ot + Y )

-a vyloudfme-li .jéété E—- z (24), obdrZime

2 L ,
n+1 "'n’-¥—2n'+.i'.l, o
”—2)Zmz W (27)
Vyéetrme jests poloméry hypersfér vné . vepsanych z_ mchi -
* kaZdé se dotyki jedné hrany v bodd leticim ‘mezi rohy ‘ostatnich -

hran, prochézejicich témito rohy, na jejich’ prodlouieni J sou-li u;
- délky teten z rohu k vedenych plati na pi‘ e :

=t w r—n+% VMfwggwwV
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L k=3,4,...,n+ 1),

z &ehoz v
Uy=1ly, U=1, w=1+1+ L.

Piedchezf odvozeni ge pak doslovné opakuje pro prvky wu,
a plyne

n—1).2 ’ n—1yon ™1
Rye = u—v—[‘g)"’ UpUp -« Unyy = la,,b_!‘s;)—txtzg(tk"rtx + &)
' _ (28)
pro hypersféru lezfcf v klinu hrany 12. -
Jeli Aum plocha trojihelnika s vrcholy k1, m, jest
n+1
0 ) ITA;.2 8 ¢
Mt =G+t +t)uhh Il G+6+6 =050

a "Ii‘ll
n 114%: 29
RR,, _(n—1)2n (29)

(n!8)* (& t)"?
Kdybychom uzili formule (28) na &tyistén teénovy T, bude

_ 4 4248
mlg—4Ttlta(ts+t1+t2)(t4+tl+t2) @tltztst..'

- ‘Odtud plyne slofend rovnice

_ _ : . 4 A1A2A3A4) (4 Aldﬂd A )

Roa Ry = Ty Py = P Ry = oT* ( hidst, | \9 T2R /(30)

V dalifm se omezime.na vydetieni (n + 1)-Ghelniku n-roz-
mérného, jenZ urden (n + 1)-rohy uvaZzovaného simplexu, a viimne-
me si, Jak ‘polozeny dotykové body. Jde-li o 4-stén, d4 soudin
délicich poméri podle rohtt soudin + 1, tedy leif ty body v roviné,
a urbujf proto t&tivovy étyihelnfk. Jde tedy o rozhodnuti, kdy
dotykové body tvofi (n -+ 1)-tihelnik tétivovy, poloZeny v pro-
storu (n — 1)- rozmérném a o urdenf poloméru p¥islusné (n — 1)-
rozmérné hypersféry.

Predeviim patrno, Ze soudin délicich pomért uvaZovanych
dotykovych bodd jest (— 1)**2.

Oznatime-li strany uvatovaného polygonu bu, spojujf-li do-
t»ykovj bod hra.ny @ikyq 8 dotykovym bodem' a”H, bude ‘

kk+l =
al,k+1 au-u - Grgr Grarien - (31)

8 podminka pro poloZeni téchto (n + l) bodd na (n — l)-rozmérné
hypersfé¥e znf, Jak zndmo-.
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0 ) by,? bis? ool bpngs?
by,® 0 by ... T bgnyy
by,? bss? 0 ..o bgnys

=0 (32

o b.n+1,12 buyi,o® bnirg? ... O »
Kdy? sem dosadime hodnoty (31), moZné hned odstranit jmeno-
vatele, potom délit po Fédcfch a sloupeich stejnymi &initeli, nebot
‘ predpokladame hrany simplexu i délky teden hypersféry vesmés
od 0 ruzné.
Tim pfejde (32) v cykhcky determinant

01 2 2 ... 21
1101 2 ... 2 2
2 10 1 2 2|
2222 ...01 .
1 2 2 2 ... 10 -
ktery znésoben podle Hankela od 0 riznym determinantem

ry 2212 e (El”+1 T
X, T ...zt
=V, .
Tnpl Tag1® oo Tnpat?
~ kde zy,.."., xp41 jsou kofeny binomické -rovnice a"*! —1 =0,

vyZaduje ]ako podminku vymizeni, aby

Te+ TP+ 2mt ..+ 2t = 0,
nebo vzpomeneme-li, Ze platf identita - ‘
, 2 (2 + 2 + 2+ +-’L'L+\l)“‘0

'jiz moZné od predchozi rovnice odeéist a.by
- . T + 202 + o
coi jest, aeqmvalentm 8-
(2 + 1)’ =0 nebo g = Q—— 1.

" Z toho plyne, #e mus{ binomick4 rovmce (33) mftx koi‘en —_ 1
tedy (n + 1) musi byt sudé

Odtud theorem: V tetnovém sxxnplexu led dotykové bo&y;-"}
stran polygonu- -spojujfctho. jednoduse-viecky rohy. jen tehidy na.
sgefe (n — 1)-rozmérné, jeli* simplex " lichorozmérny,

. Tento podstatny rozdil prostori “licho- a sudorozm®
- ’]est ui vldxtelmj na 2 a 3 rozméreoh V rovmé (sudorozm%mé)
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- nelez{ dotykové body trojahelnika s vepsanou kruZnici na mnoziné
rozméru o 1 niZ&iho, totiz pifmce, ale v prostoru (lichorozmérny) -
jsou dotykové body tednového é&tyiahelnika v roving (rozméru
o 1 niZzsfho) na‘kruZnici.

Nyni ndm jde o uréeni poloméru R této hypersfery. K tomu
cfli znasobme ob& strany rovnice (la) na 1. str. &islem R., pred-
pokladajice stied soustavy poloZeny ve stifedu této hypersfery,
takze

Zwﬁ“"—R* (k=1,2,...,n+ 1)
i=

Potom plati pi = + 1 = 2m
(1" 2[(n — 2)! Hy,)* B2 =

g
- _22612?'2 bzs —b132 oo bz,n+12—bl,n+12
b232~b13 0 \ - b3 ni12
= b24 '_buz baa B 4,n41

nebo .
: 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 1 0 byt by by
0 1 by 0 by® by
— 2R? 1 0 b132 b232 0 a1 —_
1 0 b142 b242 b362 0
0 1 1 0 0
1 . 0 6122 bl32 b142
1 blzz 0 b23’ b242
= 0 blsz b232 0 b:uz
Y buz b242 b342 0
S (33)
Dosad’me sem hodnoty (31) a znasobme postupne na obou
stranéch i’adky a sloupce, kde by, vystupujf, &fsly t;z Z;s
: 1 Ugfs
an+1 1
tn+1 t1

" Potoh miZeme na h-vo od ttetilio fadku podinajic vytknout
27 kazdého &lenu 4, t. j. celkem 43*2 hledic k prvnim dvéma
sloupcﬁm Ste]né vpravo se vytkne 4"’”’1 coz d4 po ﬁpravé
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’ Agy A2m,1
0 0 0 o -» 2l
tsty t2m,t1
2 Gz % o ‘
TR ° 0 bty it am 3 .0
Gy o 1 o ) ity taty
O W | o
b, it 01 2 ...1
a. 12 :
0o -21 0 1 ... 2 =
tols :i;il 0 12...2
% 6 2 1 0 ... 2 A
U3ty B .
G2n1g 1 2 2 ... 0 .
t2n,t1 ’

V této rovnici pfiétéme na levo k prvnimu fadku a sloupeci

druhy. Potom poénouce { 2:?;2,;; rs::;ﬁym , znasobme fadky resp.

sloupce stiidavé éislem 4+ 1 a — 1 a seétéme je. Tim zbude ve

i S e ' . 1
{ fll;-(:f}il?m tadku, resp. sloupci jen jediny &len od 0 razny, tI:_t_
moZné obé& strany sniZiti a timto faktorem zkratit, takZe znadf-li

(kL) = ““ , bude

0 (23) (34) ... (2m,1) 012 ... 2]|-
@) o0 1 ... 1 101 ... 2
R (34) 1 0 2 21 0 2
@m1) 2 2 ... 0 22 2 ... 0

Pravé strana je hlavni minor levé. KdyZ tedy znésobfme od dru- .
hého Fadku poéina]ic viecky fadky determinantu levé strany tako-
vymi &sly u, ug, . . ., Ugm, aby po pfitteni v prvém fadku zmizely
vSecky &leny mimo prvni, stane se hlavni minor faktorem levé
strany a dd se proti pravé strand zkrititi.

Prave vyliéeny pochod pak vede na rovmée tva,ru -
OUy + Uy + 20y + ... - ugm = —(23)
Zavedme zkratku ; : :

¢imz vzniknou rovnice -



Quy + Uy = (23) + 2U,
Uy + 2y + % = (34) + 20,
up H2u +ug = (45) + 20,

(34)

Ugm_1 + 2Ugm_1 '+ Ugm = (2m'—- 1, 2m) 42U,
Ugm_1 + 2ugm = (2m, 1) + 2U.

Sedtenfm v8ech rovnic vznikne

AU — g — Ugm = Z(k,k-{— H+2@m—1)T
k

nebo u2+u2m=—2(k,k+l)———2(2m——3)U.
k

Znéasobme rovnice (34) stiidave ¢fsly + 1 a — 1 a zase’ séétéme;
bude

' u2+u2m- t;+t1 +2U
~ Srovnanfm obou poslednich vysledkii vychazi

<m—qv-—z@k+o =

8

a jeito -
1 1 11
R R AE e
. . ’"1
k el
) de zavedeno lzk
Nynf zndsobme rovnice (34) postupné &isly + 1, —2, + 3,
—4,...,—(2m—2), + (2m — 1) a settéme, coZ da
S 2mu2;.=2(+l)k(k+.l)(k,k+l)+2mU,
kde? : S
2 2 3 3 4 4
GG k)=t 2 2 242 242
T Y(+—N +1) +& st Rt
-1 1 1 1 1 ' 2m
TRt TR s b 6T H
‘Zna¥fmei o, 1 1 1 1 1 1
Nty e T T Th

-
.

m?é.qie A_ : 2mugm = N + 2%‘ +2mU
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nebo N 1

. N
=g, + e+ U tedy ug=——~+ -+ v (35)
Otekdvany vysledek bude tvaru

| — = Zwk+n%

kde hodnotu souétu obdrifme z rovnic (34), kdy* pravou stranu

jejich postupn& znésobime &isly us, ug, . . ., Upm, cOZ dé

Wk b 1) o = g2+ (g )+ (g ) e (o
+ ugm)? + Uom? — 2U2, : '

Pro ]ednothvé ¢lehy pravé strany obdriime postupnym do-
sazovanim hodnot (35) do (34)

. N
Uy + Uy = (23)——u2+2U—— +g+% tg —U+20=
| o 2m+ta+U
1 1 N 1 . .
b= 20 b g U= gl U,

11 N 1 . N 1 .
u4f{‘us=a+£f2U'+%*i;~U——-+*2—;zf!-i;+U,
atd. Celkem je tedy : o ’

- 1 N\ : 1 Ny
. E(k,k.+l)uk=(U+z;-——§ﬁ)+(U+*+-2—-)

: , ty m.,
o)l

Al B et -

4 m.
N N2
——2mU’+2UM+Z” ——-N+4m m-—-—2U’v

. _-fUM~~+Zh
' Odtud tedy vysledek

B e L= S SRR

" (36)
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Kdy% zase uZijeme rovnic (25) a (26), obdrzime
2 2 1 /1 2
Bt t2+t;_m) ., (37)
Vidime, Ze v8ech riznych poloméra teénych hyperstér (n—1)-
rozmérnych jest tolik, co je hodnot druhého vyrazu pravé strany,

totiz (2mm— 1). _Kd.ybychom cht&li uréiti soucet reciprokych

. 1
&tverci téchto poloméri, nutno uvazit, Zze étverce 7z ve (37)
&

budou vesmés kladné, a Ze se budou dvojnasobné soudiny z &asti
. rusiti, pfi ¢emZ bude kladnych tolik, co je kombinaci sudych

a lichych indexu zvlasté, totiz 2 (1;) =m (m — 1), kdeito za-
pdmych bude m2, viech (2;11 ) = m(2m — 1), takZe celkem se

m (m — 1)

&len 221317 vyskytne kladnych (2mm— l) m@em—1)’ zépor-
h —1 -

, 2m—1 m?
ny"h( m ,)(2m——-l)m

Z vztahuje na podstatné rizné predstavy prvki il— ,
k
1 1 : 2m——l) l__(2m—l) 1 2
Z(t1 t,+ ) ‘—( m Zt* m 2m—lztkt;*
2m — 1 1 2m — 1 1 1)\2 1
=( m ) t_é_( -m )2m——l[(27) _—Eﬁ]z

2m — 1\ 2m 1 2m — 1) "1 1\2 .
= 2m )2m-——'l t_z—( m )2m-——1(27) ]
Mime tedy pro soudet viech riznych rovnic (37)
1 2m —1\ 1 2m — 1 1 1
Zk‘sz( m )zft‘*‘}'( m )2_(2m|—-1)22-’;-
2m —1 1 1\2
_ ( m )4m(2m——l_)(z_t')
om — 1 1 1 1 m 1 m—11
( ){9{2 2m —1'%-+-2m—1;7+2m—-15}
_(2m—1) 1 __2(m-—1)__1_}
—'( m )2m—1 { N3 P . (38)
Tyto vysledky lze ovéfiti na teSnovém d&tyfsténu, kde jsou
t.hrﬂz.né poleméry R,, B,l, R, atedy pii m = 2

2 1
R.,' * R,,' * Rle =q Ty

a Ghrnny soudet vsech, kdyZ se prvni

(39)
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III. O simplexech kolmohrannych.

Kolmohranny simplex je takovy, v ném# kazda hrana je kolma
k dopliikovému simplexu, t. j. onomu, jenz uréen ostatnimi rohy.
Obé vyiky, spusténé s koncu téZe hrany, jsou komplandrni, takze
se vSechny vySky protinaji v témZz bodé, orthickém stiedu.

Pravé stanovené vlastnosti vedou na dvé fady vlastnosti,
jez se tykaji hran a stén.

Barycentrické soufadnice pat vysek k, a h, atd., diny resp.
amérami

EM  E@ ,51(3) el 5 (n+1) —
=0:8,c08a,:8;c08a5:...:8,,1C08 a1
£V E@ L E® D EtD = -
=8,c08a;,:0:8;C08 a3 :...:8,,1C08 agn1

a vSecky se daji splnit, polozime-li
COS @ix = Wi Uk, (40)

kde vehclny e vézany identitou, platnou pro cosiny sténovych
ahla, jez se redukuje na

( El+m) ( +1)*0'

Jeito faktory uvnitt J] nemohou vymizet identicky, musi byti

B 41
14 (1)

Z rovnice (40) pak plynou &etné 1dent1ty tvaru:

Mk Mi Px fa = COS Ghe COS @y = COS @hy COS @ = COS &y COS ik (42)
ukazujici, Ze také
H, Hy? '
(3480 — ) (s 80— . 25) =

H;
(n - 1)3) =

— (42 —~”—1),)(S*+sk (ﬁ—l)—) )

= (Sh’-f- Sk2 (—‘H—l—)—,) (S + 82—

(

Nésledkem vytéené kolmosti hran mo#né ]epch étverce psat
ve tvaru

ai® = 0 4 02, . - (44)
z &ehoz
an? + a® = ant + aa® = an® +au® . (45)
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Pak se d4 objem simplexu psit jednoduse
n+1 n+1

1 1 '
2 — —_— 1. 2
o =5 (¥, o) I 9
Pouzijeme-li tého? vyjadfenf pro stény, jeZ jsou simplexy
(n — 1)-rozmé&rné, a znadi-li Z',H' akony, v nichZz vynechény
prvky s indexy uréujfeimi sténu, bude

1 , 1 , 2_"
= P o T =
1 1 1 1 \

Méme tudiz

(47')

11 .
= Do L1

0 8 = n? §?— (47)

Soudet téchto vyrazti pro l=1, 2,-..,n + 1 pak d4
1 1
2 9.2 — 292 - 2
Yorse=@m+ 18 - o5 Iloe =
= (n + 1) n? 82 — 0282 = n3 §2.
Ale jeito lze stény poditat z objemu, zname-li vySky v,

takie S = ——S ) plyne z posledni rovnice jednoduché totoinost

—+ + ST S (48)
”n+1
Kdy% dosadime hodnoty (44) do rovnice (1b) na str. 2, budou
mit od tfetfho podéinajic ¢leny druhého radku touz hodnotu
0, — 0,2, daji se tedy pomoci prvniho odstranit, determinant sniZit,

pii demi vystoupi élmtel — 2a;.2 = — 2 (0,2 + 0,?), a celkem
plyne

' 12 ntl g\ atl

[(’n-—— 2) ' Hy| = (01” + o,’) (kZ; O_k’) kII—s 0¢?, (49)

| nebo znadf-li E"a 1T vynechaxiy index 2, bude

[ [ + 3 ]H+

k=2 k=2

1 ’H—l' 1 n+1

k k=1
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coZ se podle (47) pf‘epiée na

n+1

[(n—2) Hp)* =—2 H ok’ + [0 — D)8 + [(n — NS,
tudiz

‘ n+1
o4 g — L . 2

mﬂu == 281 Sz COB @) = m gok’ ’(50)

z Cehoz
1

ool [t ) (o + Zo)

Zskon tvofeni této rovnice hned ukazuje, Ze

COS &yp = = phg. (51)

2 - . ’ l
# o2 Z —l-'é—l (l =12,..,n+ l)s . (52)
o ‘

&fm? rovnice (41) splnéna totoind, nebot

- 11
SRR S S T S

‘ o AT : | dnd 0}

Jeito se vySky protinajf, dovolujf Giseky od orthického stiedu

k vrcholu p;, p & dopliiky tychZ vysek mezi tymZz bodem a pod-
stavou, 9 O vyjadiiti Ghel stén Si, S; ve tvaru

9k 91 ‘
cos ay e ' B ( )
.Qdtud plyne o : ‘
D= pk @ = 22, : (54)

kde vehéma x3, soudin Gsekd na téze vysce je pro véechny vyéky -
" taz. Dé,ny-h useky P, vidime, Ze

w2
D D1

,a dosazeni do identity, platné pro cosmy skldnu stén, dé, pro 2
rovmcl stupné (n + 1); ) o ;

cosakl-— - (55)"

—p? o2 .. a2t
X —p? L. @R
[ S R - A

=0, . e
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nebo ) . n+1 xa .
—— =1, (57)
k=1 Dx + x

jiz lze obdrZeti vyjddienfm objemu simplexu 8 jako soudtu &asti

tvofenych sténami a orthickym stfedem, nebot ony &asti jsou

S —pf}-—kq - Tytéz &astetné simplexy nas viak vedou jesté k jinému
r + Qe

. vyjadfeni objemu 8. Nebot jejich hrany p; sviraji ahly rovné

sténovym Ghlim e;, a tedy roZny sinus pro orthicky stied je ay.

Plati tedy

n+1 n+1 o
nS =T] »e Z — (58)
re1 (=P

Sférické siny dany rovnicemi tvaru

. . — Pt x? x?
1 xﬂ — p32 x2
2 2 2
(—1)”012=p2p2 P 2 v T T h ’
2" FP3" -+« Pny1 . .
takze ,
—p?% 2 2? ... 2? x? R
22 -p x? ... a? x? cooox2| 1
. 2 .
_1{ n+1 . . . . . .
2 . N . . . .
(—1)"nS =kzl 22 x? a? ... —pp_y® ? . 2| (59)
- x2 oz a0 2t - .. 2R

Ale tyto determinanty lze redukovat vloZenim prvnfho sloup-
ce, slozeného z jednilek, odstranénim z2? ze ¢lend stojicich vné
hlavn{ dhlopiiéky a potom postupnym rozvinovanim podle prvka
jednoho ¥adku nebo sloupce, takZe znadi-li D; determinant v (59)
obsaZeny bude

n+} 22 n ntl
.D =1 — - — 1) - 4 2 2| —
= (M) () I e )
n+l 2 2 2 n+l . )
x x . 1
. —_— . —_ 2 21 .
(l ,,Zl »* + =R i+ x”)( 1) n* + x* ,El[(pl T )
Podle (52) zbude v prvni zivorce napravo jen druhy é&len,

s ) n z2 2 1.”‘“ . .
pk.z(‘-l) (pka_{'__xz)';zg(pl + x) .




289

KdyZ dosadime do (59), zkrati se &initel (— 1)2 a zbude

1 n+1 n+l
o 2 2
vnS“‘x{ll(pl'i"x)} Zp2+x2

Soudet napravo je podle (57) roven 1, a vzmka, tim koneény
vysledek

n+1

n2S? = 211 (p; ). - (s0)

Tim vyjidfen ob]em z danych useku na vyskich, kdy? oviem
napfed 22 uréeno feSenim rovnice- (56).
Rovnici (53) moZné pfepsat na

x? R / 0
. Uy = » 2z 6ehoz up=— = |/ =
He 1 PPy e Pr Vpk

Tedy vidime, Ze rovnice (41) a (57) jsou aequivalentni.
Potom uéi rovnice (52), Ze

el LT B @

t. j. bod v normélnich soufadnicich, danych poméry : '
1 1 1
;1—2'5;5:..‘. :0n+12’

jest orthicky stied.’ ‘
Vyjadfeme nyni 22 velidinami o2 Vyjdeme od rovnic (61)

1 1 1\ - ‘
ol tEos) we 1 Do
a T S w1 mise
- D

Vehcmy 0% a 2% souviseji ]ednoduée 8 polomérem R2 hyper-
sfery opsane simplexeu S. Nebot- .

Py = 2 = (62)

) Ozdloz a,s . a[ n+l B
@ 0 ay? .Gy a® | (— 1)t
—_— (n!S_Ro)z ':_." A . . . h ° T‘ ‘) .- —2;;—1—.-*-

-|'-' SR | :
’\Tapravo dosa,dmw hodnoty (44), predsuneme dva fadky -
‘a sloupce z.jednitek a nul a vhodnym odeétenim vzmkne A

V ':S:})n-}—l, 22 | n_fl '
or+1 - + 1
) 1: » n 2 Z

Casopis pro pestovéni matematiky a fysiky. Rotnfk LVIII- Do lQ POy

(_ l)”‘"’l 2”_‘4:[]:0"s - -
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= Ii‘[zg,‘f? ' Zok” —(n -—U’]H 02 =
- i_ [(ntS)z Yo —(n— 1)tat (n!S)z]-
Méme tedy : o .
, 4 Ry? :Zoﬁ———(n— 1)2 22, (63)
Pro trojtbelnik n = 2, '
AR =1 (a2+b2+c2)—x2
pro kolmohranny Styfstén n = 3.

Roz = Z k, — 422,

Jako posledni .pfedmét vySettime (n 4 1)-helnik, vzmkly
na uvazovaném s1mplexu spojenim roht 1, 2,...(n + 1) jedno-
duchou lomenou &darou a uréime, kde lezf paty kolmlc, spusté-
nych s orthického stfedu na strany polygonu Strany déleny v po-

2
~ méru vehém o0 takze tseky na strane ak; jsou: au 20 + o
O[ ‘
5 8 daji se odle (44) psat’
Mol + o + nEep ( )P afklv o

Délici body urduji (n + 1)-Ghelnik, jeho strana bu spojuje
paty vySek na stranich a; xiy, a a4, leZici.

Délku strany b x4+, se vypodte podle véty cosinové, kd y#
za cosinus thlu stran ag, g4y, @4y, 1+, dosadime _
‘ N T TR T — %, ke’

20, k41 A+1, k+2

tedy plati _ ,
Ot oyt 2 Optat L 2004

U k+1® Wity k+a® o, k+1ak+1.k+a 2“k,k+1_ak+1k+z

L . 0k+14ak by (64)

C Okt Okt ket

Hodnotu bk; obdrzime jako délku piky ve étyrrohu 8 vrcholy :

ok, k+ 1,1, 1+ 1, spojujici stopy vySek na a iy, @114, Véta
wSi;ewa,rt;ova‘, apphkové,na -na . tro]ﬁhelnik (b, &+ 1, l) da pro
‘transversa.lu t, rovnici - '

o? 0k+1 ak,l 0k+1 ak+1z Ok

bl:, l:jH-

t:’ak k1t + .
. ak,k+1 Ok Gkt "
: _“Z nii tz’arc k+}’ = (Ob’ 4+ 01) 05432 + (0p41® + 0) 0F — 032 0k+1 ,
a tedy - b0y, k+1 = 04201 +1® 4 0201+,% + 0%, ‘

. apodobné tzﬂ’ak p+1? = 0420p4s? + 01310841® £ om’bk - B
- -pro tro;ﬁhelnik (k, k + I T4 1). 0pétné uilti ‘téte. véty na tro;-f £
'.ﬁhelnik o stmnéch t,, t,+1, ai,;“ pak dé. - :




butayy, +

il

0°0;4,*

2
— 42 O1+1
1+1 Qi+

2 o?

Q14
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Kdyz vSe zjednodulime, mozZna b,;* 8tépit na dva dily

bu? =

0x*0¢+1® | OF

O+ .

A, k+1°

a, 1442

(65)

Aby viechny paty byly na hypersféfe (» — 1)-rozmérné, musi.byt,

0

2
g ay4®
122057
0,202 0,20,
a2 g
Ay Q34" -

a odedtéme prvni ¥ide

0,%05? 03204
a232- Qsq a5

prvky hlavni thloptitky a obou s ni sousedicich. PFi

——3 e e

Predsutime schema

0'a" 070" 0570 00,7 0,70
@157 95° Qe® @3 a? Gyt
0 05ty 0,20, 0.%05?
Ao5%,® Ag3®  y5?
_.lzg‘e’ii 0 *01413.51
A2®A3q® Ay4d ags?
01 1 11
100 0 0
1 0
1 0
1 0
k a

(66_)

2,2
, (1. 0,20
sloupec, zndsobené resp. &isly —=—2-

atd. Z pivodnich &leni zmizi véecky mimo

i tom je na pi'

0,* (0, 4 05?)  0,%05? 02203 '
015° Q5% TS Qg
02‘ (01 + 05%) — 0,%0,% (0 + 05) — 0,%0," (0,* + oza) 201’0:’0::’
Q157055 @yq'Rgs®
a plyne
o 1 1 1 1
Lo ol _oter _odos
- ) a5’ Agg® ag,’
1 — 0,%0,2 _20)%0, 2 0,%0,20,% 0 . .
0yt Qg A1g'gg® -
R 0505 ' 20%y%,° _ 204%* 202’03"_'048 . = 0.
Qg a5t a5t COgg® N ‘
1 _ 035 0‘2 . 0 _ 2 0220820" _ 203! 0‘3 .
U ag? Aoa®Agy® Qe
S - oo en

- 19‘ . .



292

Nyni znédsobme od trettho Fadku a sloupce podinajic kazdy
fadek a sloupec reciprokou hodnotou &fsla, stojictho ve druhém
fadku resp. sloupci. I bude :

0 1. Gig® Gy A’ @' Ant1,1?
- ,0‘1’ 022 . 022 032 032 042 042 052 0”+ 1201z
1 0 —1 —1 —1 —1 ..... -1
. " A Y S —2l
0,20, 0,20, 0, 0
2 1 2 1
a:, ; —1 —2— ___2_9%’_5 -2— 0 ..... 0
_%a® -1 0 _"_21_&:4 ol = 0.
0,20,2 0,2 03%0.2 0%
Upnty® 2 1
o 2 2
. . On“Op 41 Op+1
: 2
an+;,l -1 _2-1_ 0 v v v e v v . -2 1 3 —2 an+12,1 2
Ont10, 0,? On+1 On+1°01" | (68)
: S .2
Ze tento determinant mize vymizet, vidnoz toho, g HE+L. _

01205 +4°

Oz‘ + 5 & tedy, ze stadi od tretlho fadku pocmagic zna,soblt

viecky strida.vé ¢islem 4 1 a — 1 a seéist. Potom je-li podet téchto

fadka sudy, zmiz{ soudet prvniho i ‘druhého sloupce. V ostatnich

~ vstupujf do souttu vidy t¥i ¢leny, z nichz jeden je souStem obou’
ostatnich a leZf mezi nimi, tak¥e soudet i t&chto prvkd zmizi.

" Tim- dokézéno, Ze lze. jeden Fddek determinantu udinit vesmés.

. nulami a %e tedy vskutku determmant zm1zi

Odtud véta:

o Paty vysek v kolmohranném simplexu 7n- rozmérnem, sestro-
]ené na strany (n + 1)- -tihelnika, vrcholy simplexu urteného, lexd

* jen tehdy na hypersfete (n—— l)-rozmérné ]e-h n + 1 sude éislo
(=2m).

- Tedy maji tuto vlastnost kolmohmnne s1mplexy hchorozmérne
o Pﬁ]do ném tedy v dalifm o urden{ poloméru hypersfery pat vyiek.
Vyjdeme od rovnice (33), dosadfme za by hodnoty (64) a (65) na-

... pravo- -pfedsuneme schema (66), odetteme na obou stranich jako

¥ (67) a.znésobime jako v (88). recxprokjfmx prvky druheho ré,dku
\‘:n_,“a slotlpce.; Potom vzmkne rovnice . . -




0 0 a5® Qy3® ag,?
0,20, 0.20.2 020,20 ' °
23 2" O3 3" 0y
0 0 a,’ @gq® 0
0,%0,% 0,20,2 e
1”0 P
19° a* Oy ___2_1_ 0
0,20,  0,20,2 0,20,2 0,2
+ 2R )09 170 1702 ) —
Bl A’ o1 g8t o1
022 032 022 032 022 022 032 03’
2
.1 0 0 ot .
2, 2 , z
03704 03° -
0 1 0 Gy Gy® Gas®
20,2  0,20.2 0.20,2 N
0 _ 2" O3 03704
1 o0 o0 . -1 -1 -1, ..
. a122 a232 -
10y 2" O3
a5’ 1 Ge? 5 W? 1 0 ...
= | o0 - 0,705 oo 0 _ : (69)
Aoy’ Agy® 1 . @ps® 1
2, 2 -1 2, 2 —2'—_2 TR, 8 _2“'5' st
0,°04 0;°03 23 . 05704 03
aud o 1 2
w1 0 0 - -2, —231
03704’ ' ) 03 03704

Znasobme na obou stra,néch prvni Fadek 6ty!‘m1 a pnétéme
k nému soudet viech daléich poéma]ice nalevo tetim,’ napravo
dtrtym. i3
- ‘Pak zbudou v prvnim radku nalevo jen: prvni dva éleny
. 101 2 1
Y S St Sty

o o o ‘_’@3',” e

'_ napravo pak tn éleny

L 2 6;;: 4-—— 2 3 ’+0 :-{-
e ostatni rovny nule. B ' SR o
. . Pak znésobme" napravo étvrtjrm i"édkem poﬁinajice i‘:idky
resp. ‘sly u;, ug, Us, ... Upn 8 pii&tEme ke dmhému tak, aby :
-'éleny obsa,hu]ici —1 zmlzely Bude pak ;




: 1y, 1 - g 1)
ux 01,+52—,)+u252‘2 | ?fzmoz -—3
1 B 1 1 1 1
nos + ‘“=_(o—s+a‘z\)+"ao—a "7
2 ) . 2 3 . 3 : (70)
R , 1 1 1\ 1
TS - 1o 2 +u2m(02m2+6;§) T2

Soudet v prvnim sloupci determmantu nenf nez pdloviéni

' soﬁéet viech levych stran téchto rovnie, tedy rove —% Soudet:

druhého sloupce je roven’ —Zuk

Prepiéeme-h soustavu (70) na tvar

012 ; 022 - ) 2
u1+u2+u2+u3 S __1

0 05 ‘ 2
u2+u3+u3+u;' ‘ ‘ =__l‘

T052 . 042 ' 2
V uZIn‘."l +u2m+u2m+u1 __:;___’1_,

)  Oam® 0% 2

wdime, ie ]ednak o
R R L u2m~a+unm——l

2 y GAPEURTIE A
- 021”_—1 - B

']ednak e B o
SRS ‘ul—}‘u, E us+u‘ = .;;:_uz-m___l tUgm s U
Z téchto dvou soustav ma.me '




Jsou tedy napravo ve druhém fédku\él'eny

g' 2 3‘7 2

’ Og%” + ~Ogk—1

.m 15 1

1=+ g —— M,
. 20152 ’

ostatni jsou nulové; a Slen Mj je sice od O rizny, ale na jeho hod—
noté nezalezi.

Kdyz koneén& nalevo od ttetiho, napravo od &tvrtého radku.
poéinajic, znisobfme postupné véecky Gsly +1, —1 a seteme,
obdriime ve tfetim resp. &tvrtém Fadku' vSude nuly, vyjmouc

‘druby resp. tieti prvek, kde vystoupi ——1——-—i: jejz lze jako
0,2 :

faktor vytknout a pifslusny Fadek i sloupec vynechat Kdyz totéz

opakujeme ve sloupcich, sniZime f¥4d determinantii na obou stra-
nach o dvé jednotky, a zrovei vidime, Ze nalevo je prvni Fidek
i sloupec vyplnén nulami mimo prvnf prvek, napravo to platf pro
prvnf dva Fadky a sloupce mimo prvky tvoifci prvni &tverec.
Zbyvé tedy soudin téchto prvki s hlavnim minorem, jenZ je na
obou stranach tyz a proto se zkrati. Plati tudiz koneény vy'sledek‘

) 2 C4—om . -
2R, 22— So :

p_m. 1 Zoy'. Zog .
. . 2 . 2 20};3
nebo e Y
202;;2. 2'02;.,_.1’ (2——7’)’&)2 o ‘ ) i
) o 1 P . ‘
SR 4R = --;(_7,1),
S : ) Z‘ok o = 'f =
. : e Tog i

Pro étyfstén méme zase t¥i kruhy pat vﬁek a 1e h dH prﬁof
© mér jednoho z nich, platf = _ PRI
: ~_1;.___1_* L ._1» R 11' .1.,*“'1 _1_
T d,z"a2 ‘134 : d:n2 aaa dla axs ‘, @é@z,
’ (d”’ + dna + dys?) (012 ’+ 022 + 032 + o, 2) =
2 (0,%0,* + 0,%0;% -+ 01204z + 022032 + 022"4’ + Oagotz)
Véech hypersfer moznych Jest (2

- ruzné ony, je% vzniknou permutace;m prvkt'l mézl souétem éﬁdjcht
e hchych Téchto Jest 5 (2m).. Proto je ste;njrch
‘ (2m-—-— 1)! m!ml m!m' m' (m——-—l)'
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Bl :
U étyrsténu je stejnych po 1 (- —2-;-), viec h = 3, razné

-;—(;) = 3, éimi zarovel tyto formule ovéfeny.

Urdeme jesté mocnost orthického stfedu kolmohranného sim-

plexu ke (2m— 2) - rozmérnym hypersferam posléze uvaZova-
nym.

K tomu fitelu stanovme nejprve rovnici takové hypersfery.

. Znagice S souéty podle soufadnic, Z soudty podle mdexu

vrchold, mame
Sa? — 2Sxxo + Sxo2 = R?,

- zy.. zy.. : :
kde se index o vztahu]e na stred hypersfery.

K jejimu urdeni stadi 2m — 1 ze 2m pat vy3ek na hranich
mnohothelnfka a daldi libovolny bod (zy, . . .).

Kdyz tedy obvyklym zpisobem dosadime tyto soufadnice
~do napsané rovnice, mizeme soufadnice stfedu a polomér vylou-
.éltl, &mz vznikne determmantni rovnice:

AT L @
N LT vy —+—
: T3 |, X4 3 T, X
S:_ (3§+Oi) 0: _67;_2, ‘ iz’—'—_‘ly?j,-A...l B .
| wu (02,+Os,) o%fb? oaton = 0’.}

C \0Pm—1 0% ‘;"“923”-‘__.1 023,,,’ 0’m—y _'02’,,,;, N |

A ol R R S LD S S U ST

o (2 e 2NV o e A L
1 *?»oem) o o==m+1+ o |

o ‘ S . - j"xg”v"' oo . . x‘, :ﬂ B y‘, o . -' 1

S ey

. _.Bem dnsadfme za obecne soufadnice prvniho i’a,dku souradmce
orthxckého sti"edu a:.,y,, ., pfi demZ

(os+ + +__;)-'=“’1+ +" :im"’ atd

i '(xm—-z ; ‘_@g) * ',wzm«l Zom . ?/lzm;—1- i/gg
S

ﬁm

i Zné.sobime-h pak prvni i‘édek éislém tz" - a pak druhy, étvrty g
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atd., vidy ob jeden aZ do predposledniho &isly o_i—ﬂ + 5!3 ,
1 1 1 1 T 2
o + — P - + ot TP & odetteme-li soutet téchto od

prvn{ho, zrusi se v ném véecky ¢leny aZ na prvni, jenZ nenf ne%

2 oa nasobnd mocnost p orthického stfedu; takie méme
T Ok '

' 2 . 2 m(@:'l-i'fg)zzm» .

1 Y x. 0525 031 1

2l=g (_1 _?ﬂ)_ \Ogk— 04
p[;‘ok”] zy..’.{ 012_*'_' ’ +02’m l;: 1 1 =10L'I

. 0% 0%
Seskupime-li v prvn{m ¢lenu uvnitt dvojité zavorky .vidy dva
dleny za sebou jdouci a prepiéeme -li druhy élen na tvar

1 ,
Z(xa;k——x +f§£)2[1 012+ : +5;L—1—2+022k1+1+ +0_2;J

02%k—1 0%k

0%i—1 | Og%
zrudf se &tverce vzniklé z prvniho &lenu se &leny odpovxda]icimx' :
]edmékam ve druhém, zbude v prvnim é&lenu- (%) dvojnasobnych

soudint a z m(m — 1) tverch druhého ¢élenu lze ke kazdému

z prvm skupiny
Tok—1 , Lok mzl—l L)
2( 2 + 2 )( 2 +o 2
92°k—1  O2°k] \O2'1—1 21

pridruZiti dva &leny ze. druhé:

(%k.~1 ﬂz_b_) S (wy~1+ﬁ). A
. \0%—y 0% ( 1.1 ) 01— ‘-ozl ( L _..!'__)
1 1 0221——1 0221 ~ 1 9:\2&7—1' bv.oznb SnET L

‘Ozk —1 02’1: R h f 0:!—-1 \021

yt me ze véech lenu t‘hmtele (o ’k——x -+ 0,”1- odia ol
a vzmkne - : : , S e
' o : fzk»—l xgk wst-lt" o T

2.2
;7.

[t v‘ ;:1. 1  1 \ 04—y Oal 02! —1 .- 0371 .
(Oazb;‘v_l +>022k') (03g1—1+5;z;) ’._. - l N 1 S 1 ‘}; R

: ‘ o e 021:——1 o Cotiy o)
Provedeme-h soudet ta.kovychto vjrrazﬁ pro véeehny soufa.dmee,‘

- vystoupf za viecky vyrazy v hranaté zdvorce Stverec vzdélenosti

pa,t dvou vySek byt a dosazenim vyrazu z (65) vzmkne‘
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az k—15 2k az —1 9! [02 k-1 02 k 0221—1 Ozzt] .
02 i—1 0%k 02 11207 | Qoi—1, 2 %y, o

, coz po znasobeni a z_]ednodusem prejde v

o 1., 1 1 1
—“‘[02210—1 v 0% +' 02214 + OzzlJ'

Takovy’ch soudtu jest (2), tedy celkem 4(%z) = 2m(m—1) ¢&lent.
Jednoduchy souéet Z~ obsahu]e 2m ¢éleny, proto je cely vyraz

roven (m — 1) Z — takie

2m
421 olz‘k]* —m— %Z

Odtud plyne

: Sur les simplices. -
(thralt de 'article précédent.).

.. La premlere partie contient "quelques eomplements aux ré-
: ,sulta,ts du mémoire. du méme auteur ,,Contribution & la théorie
" du volume* inséré dans les Comptes rendus du Congrés de I’Asso-

. ciation Francaise pour l’Avancement des sclences tenu a Bordeaux
"~ en- 1923, :

. (st en premier lieu une nouvelle formule [e)) pour le volume
-des prismes  Hy qui a trouvé dans la suite une application & la

- détermination des conditions qui doivent &tre remphes par-de pris- -
- mes’ slfécxaux mscnptlbles aux hypersphéres, et qui a suggéré une

_nouvelle formule (11) qui adjoint & un déterminant de la forme (6)
= 'nn ‘déterminant réciproque de la méme forme. . . o
' < Puis une formule pour. le volume (15) en’ fonctxon des aretes,' "
?;préseéltanﬁ Ies éléments de Ia, dlagonale prlnmpale dlfferents'

" de zéro: * :
soi o+ La deuxleme partle contxent quelques propnetés métrlques des
3 fsxmphces tangentlels ‘leur -étude, portant -tantdt sur-les arétes, )

'_tantot sur-Jes ‘angles; fournit la source de divers résultats. . o
R )Y résultat aaraeténsthue g'est présents,- faisant ressortu' le .
rﬁle gue jote le nombre de dimensions,. disant ‘que les points de

< contact diun polygone simple contenant. tous lessommets du simplex -
. ‘ne peuvent 8tre situds sur une méme hypersphére dont le nombre de -
- dimensions est” réduit, d’une. wnité, que si-le’ simplex - donné est
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, Les rayons des hypersphéres circonserits, inscrits et exinscrits
aux arétes, sont dohnés avec leur relations aux autres quantités
caractéristiques.

Dans la troisiéme partie une parellle méthode de -procédé
montre plusieurs analogies des simplices orthogonaux aux précé- .
dents. C’est surtout la circonstance que les pieds des hauteurs
menées du centre orthique aux arétes formant un polygone simple,
contenant tous les sommets du simplex, se trouvent sur une méme
hypersphére, si le nombre de dimensions du mmplex est impaire,

La détérmination du rayon et de la puissance du centre

rthlque par rapport a ces hyperspheres forme la conclusion du
mémoire. v
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