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O simplexech. 
Dr. Jan Schuster. 

I. Poznámky o objemu. 

V této první části podám několik formulí, jimiž doplním 
úvahy, uveřejněné r. 1923 v práci ,,Contribution á la théorie du 
volume", v Comptes rendus du Congrěs de 1'Association Fran9aise 
pour 1'Avancement des sciences tenu a Bordeaux. Tam byl vy­
jádřen objem w-rozměrného simplexu objemy jistých (n — ^-roz­
měrných hranolů, jež pro tři rozměry mají svoji obdobu v rov­
noběžnících, a jsou rovny objemu opsanému simplexem o dva 
rohy nižším, pošinutým o úsečku spojující tyto vynechané rohy. 

Je tedy H12 hranol, odpovídající vynechaným rohům 1 a 2, 
objemu (n — 2)\H12 = 

1 * xJV * !<*>... æ,<»> 
1 Жз") « 3< г>... æ3<»> 1 

X,<» 

* з ( 1 ) 
я 8 < 2 > 

*з<*> 

xг™ 
x3w. 

1 xn+1w ж»+ 1<
г ) W ° | | 1 xa+1Wxn+l(*>... xn+íw 

0 xtW — x2w .*,<*> — .r2(2) . . . xtw — .*.<»> 
1. xsw x3W . . . ;t3<»> 

f (») • *»+i 

(la) 

1 * » + l U ) xn+lw 
Obvyklý způsob násobení pak dá: — ((n— 2)! Hlt)

2 — 
0 0 1 1 
0 5](*i<*> — **<»>)» V(*i<*> — *2<*>) .r3<*> V(*i<*>-^8<*>) z„+1<*> 

1 £(*,<*> — *-,<*>) *,<*> V . V * ) * • •. ]£җ,<*> *»+l(*> 

1 » . < * > - . ^ * ) ) *«<*> Vҗ,<*> .*, (*) 

]£(*.<*)-;-,<*)) Í K . + ^ V ^ * ) a:»+1<*> 
% 

.*»<»> ж»+l<*> 

<*)* 
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Znásobme každý součet dvěma a odečtěme první řádek a sloupec 
znásobené čísly 

. " ^ í - ) - - ^ - ) - ) , ~^<->-. ]>].r«(*)2. • • • 5Jxw+1<-)-
Jb A; A: k 

od ostatních. Obdržíme ve druhém řádku a sloupci členy tvaru 

2 JJ (a^*) _ a2(*>) ^(*> _ 2 (^(fc) _„,<*>) („x<*> — „,<*>) = 
& „ 

= _ ] (*i ( t ) — a«(*)) (*3(*> — «i (* ) + * 3 ( ř ) — *a(*>) -= 
k 

= i £ [— Wk) — -V*1)* — (-V*'—xi(k))2 + 
k 

+ (a_*> — .ra<*> + x3<*> — a;,**))2 + («!<*> — xa<*>)2 + (*,<*>— a:s<*>)2 

— (a^W — xa<*> — x3<*> + za<*>)2] = a23
2 — a13*, atd. 

Ostatní členy jsou dobře známy, takže celkem platí 

( _ i)n+i 2»-i [(n — 2)! „ l a ] a _ 

0 0 1 . . . 1 
0 — 2 ai22 a 1 3

2 — a 2 3
2 . . . a i ( B + i 2 — a 1 ) f t + 1

2 

•*• ^13 tt23 

1 Øц2 — a242 

0 

*34 

»з,n+iz 

«4,П + 1 2 

1 б_,n+i2—a2,n+i2 #з,n+i2 0 

Abychom obdrželi jednodušší tvar, vsuňme mezi první a druhý 
sloupec nový: 0, 1, a l a

2 , a1 3
2, . . . a 1 > n+_ 2, a odečtěme jej od (— 1) 

násobného druhého: Vykonejme obdobný úkon na řádcích. Bude 
pak 

(— 1)«+3 . 2 * - 1 [(n — 2)! __ 1 2)] 2 = 

0 0 0 0 1 1 1 
0 0 1 1 0 0 0 
0 1 0 a 1 2

s a 1 8
8 a u

8 a l в

8 

0 1 a i a

2 0 a 2 8

2 a%£ aa5
2 

1 0 a ia
2 __.- 0 a я l* aя_

2 

*ia 
1 0 a1 A

2 a__2 a я l

2 

1 0 a 1 5

2 
24 

*«» 
*34 

г 35 

0 a4 $-

*45 

(1) 
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Jde-li o čtyřstěn, vystupuje v prvním a v druhém řádku a sloupci 
po dvou jedničkách, takže H12 — HM atd., kteráž okolnost činí 
toto těleso útvarem výjimečným, kde hranoly (rovnoběžníky) Hik 

nestačí k jeho určení. 
K odvození jistých obdob, platných obecně pro souměrné 

determinanty s prázdnou hlavní úhlopříčkou, vrátíme se k jistým 
úvahám, rozvinutým v citované práci. Známo, že položíme-li 
počátek soustavy do (n + 1) -ho rohu, platí pro objem simplexu 

s = 

ĄW X^ 
xf) .r2<

2> 
Xl(n) 

ÍC8<П> 

(2) 

xnM *„<-> . . . «„<»> 

a pro jeho (n — 1) mocninu přidružený determinant 

(n! s)«-

jř1<i> -XjíS) 
Xгw Z2<

2> 

XJD Xй<
2> 

Xtw 
Xг(»> 

X w 

(3) 

kde X*M značí minor, příslušný k prvku x^K 
Výrazy (2) a (3) upravíme nyní na řád (n + l)-ní tím, že 

ve (2) provedeme posun počátku soustavy do libovolného bodu, 
předsuneme sloupec z nul a připojíme řádek z prvků 1, #»+i(1). #«+i(2) 

. . . . #«+i(n), a tento přičteme ke všem předchozím, což dá 

n\a = 

Xlw 
xé1* ж 2 < 2 > 

Xlw 
æa<»> 

X +Ć1* *-+l< n > 

(2 a) 

* « ( 2 ) . 
*«+i<*> . 

Potom však jsou předchozí XkW zase minory tohoto determinantu 
pro prvky stejnoznačné, ale jsou vázány, spojeny jsouce s prvky 
prvního sloupce, vztahy 
Jfi<*> + -&»> + X& + . . - . + - W * } = 0 (k == 1, 2, . .., n) (4) 

Když tedy ve (3) vsuneme nový první sloupec 
1, 1,..., l , n + . l 

a na zbývajících všech místech posledního řádku nahradíme nuly 
levými stranami rovnic (4) s odpovídajícími horními indexy, 
můžeme od tohoto řádku odečíst součet všech ostatních, Čímž 
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(n + 1) (я! _0*—- — 

1 

• X i r ø X!<-> 
z2<-> 

,<1> ,<-) 

_V»> 
Z2<»> 

,<») 

(Зa) 

Další důsledky ze (4) zde polnijíín, a vytknu jen, žé _?*<*> 
značí průměty (n— 1) rozměrných stěn simplexu do souřadných 
nadrovin, takže je-li <zi7 úhel dvou takových stěn Si a _?;, platí 

X i ^ X?d> + __72> Jf«> + . . . + ___<*> X/»> == — (n— l)*SiS,OM «# 
(4a) 

Označíme-li Xi/*> průmětům hranolu //*; odpovídající hodnoty, 
takže 

Xip> == __*<*> + Z,(*> (& = 1 , 2 , . , . (n, + 1 ) , * 
plyne sečtením čtverců, těchto rovnic 

— ± ~ H f = * B ř + S9*--2BiSív**ii' ( g ) 

Když nyní (2a) známým způsobem převedeme na čtverec, bude 
0 1 1 1 . . . 1 

(— lf 2 (n\ /S)2-= 
1 0 a1 8

2 a12- . . . ai,„+1-
1 _iг2 0 a23

2 
üг,n+ŕ 

- = : - > • ( « ) . . 

-t ai,»-n2 a2,n+i2 •."". .- 0 -
Když srovnáme výraz (1), jejž možná rozvinout podle prvků 

druhého řádku a slouppe se {€*), vidíme, že 

( _ 2y>-i [(n ___ 2 ) ! irl2]2 __ •_!«/*: i « + 2 ̂  (7), 

kde Aif značí minor, přidružený prvku a#2 v D (6), při čemž 
Au ~= (— 2)*-*[(* — 1!• ty]1, __*•«- — ( — 2 ) ^ ! (n — l ^ ^ ^ c o s a ^ 

" ..•'•- * •'• - ; ;' /-.•'•"'•-• ••' - -• ••••-•"- \v ;;^j^8l/S; 
V citované práci jsem převedl (3a) na podobný čtvereo s plnou 

úhlopříčkou. A v t ó n y # ( chci odvodit ýýraz obdobný k (6) $ prázd^ / 
noů úhlopříčkou; ;':v\-. .•.,;/•//./";:•//" •:/••"•.i/ /•••VV;;:V :Í -/ť 

Zvolme za určovacígrvky objemy símplexů (# ~ 4 ) rozměr­
ných, které obsahují jako rol^ těžiště o souřadnicích : / i 

^ ' . ^ r r ? &-#-+ ^ + _ - J + ^ ^ 2^r^,:^;'<;v\v:;.;
ř 

/-,. : 7&-f- i v,.-.- --.-V"';''^ .-•' '-,*. . /• " • .• ,:;-.\:':: .•-.'. •.•-. v -"- " '""'•--;V ..ř..;V V > ; V V 

. ' ' - •'. i \ i>. ~*^ . J .'.».'* ,'•/,•.'""'"-. •'.'•- • ' ; . , _ - • r '-.i „' '*.,. ,,'-.;_ .'•"i. A*"' '•4' „ti f-v .*";*•* '. • ' *'•''- .•."•'.'•';'Ý', 

a dalších (n --1) rohů, takževje těchto á t r i t ů | •/.•'] !y;tedy ^ 
./v;;-V-V//-;":^ 
p ^ e t dostatečný k určení sfmpléiu. Ó z n a ž í ^ 
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simplexů Yu, kde se vztahuje na souřadnou ňadro vinu, i . / na 
vynechané rohy, bude na př. 

(n—l)\Yi,^ = 

x t (*> 
* 8 < 2 > 

Xt™ 
Җ,<3> 

æt<") 
*ҙ(n) 

1 * » + l < 2 ) ^n+l< 3 ) . . . *«+!<«> 

Když dosadíme výše udané prvky xt&\ můžeme znásobiti 
první řádek číslem (n + 1), odečíst od něho součet ostatních, takže 
v něm zbudou prvky 

2, ^<2> + *2(2) • *1(3) + *2(8)> • • • *1(W) + *2(n) 

a můžeme pravou stranu štěpit na dvě části, jež po srovnání se 
(2a) ukazují, že 

(n + 1) . (n — 1)! F^1) = Xx^ — X^1*. 
Utvoříme-li tyto rovnice pro všech n horních indexů, a sečteme-li 
jejich čtverce, obdržíme 

[(n+ 1) . (n — 1)! Tu* = [(» - 1)!]» [<V + W + 2 flf-S, cos a12] 
a podle (8) platí obecně 

(n + l)2 IV, - -4ti + An — 2 4 ť f . (9) 
Když nyní utvoříme čtverec § výrazu (3a), vystoupí v něm jako 
prvky součty (4a), které podle (9) jsou rovny 

i[A« + AH — {n+l)*Tifl. 
Znásobíme-li ještě pravou i levou stranu číslem 2*, bude 

— 2» (» + l)1 (n! flr)^*-1) = 

0 1 
1 0 
1 _ ( „ + i ) * y i 2 г 

.(n-l)«2\ t» 
o 

a po odstranění činitele — (n + 1)* vznikne 

(_ l )«- i2» + n[SJ 
n+lì 

|2(n+l) 

0 
1 

i 1 
1 

1 1 

0 5 Г И -

£»? *? 

1 
m 2 
^ 1 8 
rp 2 
-* 28 
0 

• • • 
• • • • 

(10) 

Tímujsme získali výraz zcela obdobně stavěný jako (6). 
Když bereme Výraz (10) ja^O determinant přidružený D' 

k deterninantu D v (6), obdržíme vztah: 



273 

D' = (— 2)-<я-^'{n + 1 )--(»-i) D " - 1 

(11) 
při čemž je D ' determinant mající s D stejné prvky v prvním 
řádku i sloupci, ale ostatní prvky nejsou přímo minory determi­
nantu D, nýbrž lineární jejich kombinace 

(n + l ) 2 [(Aц + Aji — ZA,,] 

Jako jsem v citované práci udal pro objem duální výraz 
s plnou úhlopříčkou, odvodím nyní ještě podobný výraz pro 
hranové vyjádření jako protějšek k formuli (6) 

Spojme rohy simplexu hranami tak, aby vznikl jednoduchý 
polygon s vrcholy číslovanými od 1 do (n + 1). Simplex, který 
vznikne pošinutím těchto hran do libovolného bodu, má stejný 
objem s původním. Tedy 

n\8 = 

zju 
xpi — x3

( 1 ) 
«!<-> — ж2<-2> 
z 2 < 2 > • 

x»Ы-

* 3 < 2 > 
xjn) 

xjn) • 
# 2

( w < 
xjn) 

X: n+i 
(2) xnw • ьn + i 

(n) 

(.12) 

Xn

{l) — Xn + !{1) 

Avšak řada identit 

(xpr— x2W) + (*2<*> — xBM) + . . . + (*„<*> — #n+1<*>) + (13) 
(xn+^k) — *i<*>) = 0 (& = 1, 2, . ;.-n) 

nás vede k opakování úkonu provedeného na (3): když předsuneme 
sloupec 1, 1 , . . . , l . w + 1 , a na ostatních nulových místech 
posledního řádku zavedeme levé strany rovnic (13), můžeme 
odečíst všecky řádky od posledního, čímž vznikne 

( — ! ) ( « + l ) и ! s = 

. < ! > -
xp) — яş.<-> 

xi ,<i) Xjn) • 
xjn) • a;3<») 

<І4) 

1 «,<!> — X»+ll
l> . . . XnW — *„+!<" 

1 Xn + 1W — *!<-> . . . *„+,.<»> —*.<»> 

Určeme zase čtverec této rovnice, při čemž vystoupí členy 
« + i • ' 

, . £(*«*<*> — xn^)^amj r - , 

£ (*i<*> - *2<*>) (**<*> - *3<*>) = - Wv? + «M
a - «18*) \ 

Y(xx<*^%W)ixtf)—*W'^ 
_k ••:.-•'• -_" '•:• • '-..'.••.•.';.r:-.:,,.'Vx -••.—.:.-. ';• \.- '':;,..-;' '•.••f;;;'̂ -'.' 

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. Eodník I/VIII. . . 1S 
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= j S Í ( ^ _ : r a ) 2 " <^ — ^ ) f ^ ( ^ — ^ 4 - í * ! — « l ) , + (^ —«5)f—• 

- ( ^ - ^ ) 2 } = i { ( « 2 4 2 + «152— «H2 — «252)}. 
Násobíme-li determinant číslem 2W, a přičteme-li první řádek 

a sloupec, násobené resp. čísly a12
2,a2S

2,au
2, . . .,a„,w+ 1

2
5sw + 1_ 2,k ná­

sledujícím, budou členy úhlopříčky 4a^,fc+1
2, kdežto ostatní budou 

tvaru 
*ï* + «152 + «1 + «*52—«142 2 (14, 25), 

při íemž opakování indexu vede ke zjednodušení, na př. 
(14, 24) = a „ - + • _ « + _ - + «, 44 _4 

.a2å
2=_a12

2=_(12) 
Možná tedy psáti výsledek symbolicky takto: 

— (n + l)2 (n! s)a. 2« = 
0, 1 1 1 1 
1, 4(12) (13) (13, 24) (14, 25) 
1, (13) 4(23) (24) (24, 35) 
1, (13, 24) (24) 4(34) (35) 
1, (14,25) (24, 35) (35) 4(45) 

(15) 
1 

. . . ( l . n + l, 21) 
. . . (2;n + l, .31) 
. . . ( 3 , n + l , 41) 
. . . ( 4 , n + l , 51) 

l (2 ,n+l) (2,rc+l;31) (39n+l;41)(4,n+l;51) . . . 4(n+l9 1) 
Omezíme-li se na tři rozměry, obdržíme formuli, již jsem uda 

v práci o čtyřstěnu z r. 1923 v jubilejním svazku p. prof. Dra 
V. Lásky, neboť 

(13, 24) __ c2 + a'2 + a2 + c'2 — b2 — 6'2 = V2, 
(14, 21) =_= c2 + O + V2 + a'2 — a'2 — c2 =_ 6'2, 

akže 
0 1 1 1 1 
1 4c a bг b"г Ъ'г 

16.48a.!ľ i ì = 1 6- áaг b'г b"г 

;i 6*2 b'г 4c ' a bг 

l 6'* b"г 6* Лa'г 

Formulí tvaru (15) možná ovšem utvořit pro týž simplex 
n\ tolik, kolika polygony lze spojit (n + 1) roh, totiž -—.. 

Ú simplexech ternových. 
Tímto jménem označujme sigiplexy, jejichž hrany se dotýkají 

téže hypersléry. Tečny z téhož ro^iu k vedené mají tutéž délku £*, 
_ čehož 

: Y mk^h^h ••: (16) 
a Vy. ../"V- : .-v. / •; \ / * -..' *.. •',; ' " ? . . • • ... '••-.;/ 

V;-;- ;; .-V:. .,-;.;.r ^ YťřH + «*r ^ «A*\+ *$# **? #w + <**ř\-x .- • V 
Vlečky^ 
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Abychom obdrželi poloměr tečné hypersfery, vzpomeňme, že 
vymizí determinant s prvky rovnými čtvercům vzdáleností mezi 
(n + 2) body v prostoru w-rozměrném. Žvolíme-li tedy za (n + 2)-
-hý bod střed tečné hypersfery, jenž má od rohů simplexu vzdále­
nosti 8ta + f2, obdržíme: 

1 1 i i 
i o (h + k)2 (k+h)2 

- tøs + *i)a o (tvн,)2 

ì ì 
(k + tn+1)

2; ts + m* 
(h + tn+1)

2, tf+W 

tfl+1 + l(*» + l + *l2) ( W l T « 2 ^ . . . 0 
1 W+h* fft2+t2

2 ' . . . 3t2 + ** + !* 0 
Odečtěme první řádek a sloupec, znásobené resp. čísly t^, 
. . tn+1

2
9 9t2, od ostatních. Pak bude poslední řádek a sloupec 

mít nuly mimo krajní členy 1, — 2 9l2,1 resp., takže, rozvineme-li 
determinant podle prvků posledního řádku, vidíme, že minor 
patřící Je — 2 #t2 není než (n\ $)2, totiž 

/ 2 
*2 î 

( и ! s ) 2 = ( — l)»-i2-« 

0 1 1 
1 — 2 tj2 . 2 Џ^ .. 
1 2 % —2.*2* . . 

2 řń+A 

n 

1 , 
2 řj^^i 
2 tg&n+i 

-2í»+1
2 

= — 2"-- <<A . . . tn+1)
2 (16) 

Druhý člen je první hlavní minor posledního determinantu 
a proto 

— 2 9Í2 (— l ) " - 1 2"(n\Sf = (n — 1) (— 1)» 2*»+* (Í& -. • 4+i)V 

nebo 
?«* = / . ь\. (hh • • • ř»+i) • (n\SY wi-"•»-«'• (H) 

Střed, hypersfery právě uvažované určuje s hype^férott 
(n— l)-rozměrnou, vepsanou do stěny, nadkužel, jehož površký, 
skloněny k základně pod týmž úhlem ů%. I)vě sousední stěny 
[(n—l)-rozměrné] svírají pak úhel '..v.. 

"««.•«;*•+'*. _ W 
Když tedy dosadíme výrazy V̂V 

.'•'"•" cos au === sin 5i sin á* [cotg d* eotgá*-^!}, i 
do výsledku eliminace stěn' simplexy » rovnic vyjadřujících jeclnu\\ 
.. • 'v"< "• •" , ' • v'".-" ." .?'•'•" '.. .••••.'•'••' -;'-v> .'̂ '••:;; .;18*V:-
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stěnu průměty všech ostatních, vznikne rovnice tvaru: 
|| — cosec2 du cotg d1 cotg d2 — 1, cotg o\ cotg á3 — 1, . . ., 

cotg ái cotg <5n+1 — 1 || = 0, 
což je první řádek determinantu řádu (n + l)-ho 

Vložme nový sloupec ze samých jedniček a přičtěme jej ke 
všem ostatním sloupcům. Znásobme pak determinant součinem 
(ťg A . . . tg dn+1)

2, čímž vznikne 
1 tg ó\ tg d2 . . . tg dn+1 

tg ó1 — 1 1 . . . 1 
tg<52 1 — 1' . . . 1 | = 0 -

což lze přepsat na 

n - 2 tg дk = 0. (19) 

Označíme-li gk sférický poloměr nadkužele tečného, opsaného 
z rohu k hypersféře dotýkající se hran, bude 

t g Qk 

a podle (16) a (17) 

9ţ 
h 

nebo 

n 

(tg Qг tg й • • • tg Qn+1)
г 

1 J ] t g 6k 

2*8 6* S t g 2 e * 
m* 

(20) 

= 2 ( и — 1 ) (21) 

Ћ2n(n — 1)2" 

(h... tn+1r (n\sr 
Úhly (ty a Sk vázány relací, již poskytuje vztah objemu 8 

a objemů částí, určených stěnami a středem hypersféry 

nS =J5t8Utgí*, 
* = 1 

je4i 81* poloměr (rt— l)~rozměrné hypersféry, vepsané do stěny 
8k a dotýkající se jejích hran. Ale podle (20) platí 

y ( n - 2) ( — í y g ^ <A . • . fa+i V ( n - 2 ) ( — l ) - 2 » - i 
W * o * = 7Z ÍTt T = '~_nf (те-1)! (»--)'• 

MS-n! 1 • " 1/ » — 2 9ÍS 1/ n — 2 - . 
|/ ( n _V) ( -l)2«'r^ w |27^=n]> 

Dosadíme-li tuto hodnotu do předposledního výrazu, je 
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r 2 (n i \ 
n — 2 ( 2 2 ) 

Vyjádříme-li ze (16) a (17) reciproký poloměr tečné koule recipro­
kými úseky tečen, bude 

_•£->)-(._1)^_(Sy m 

a podobně pro poloměr fft̂ : ^ 

- i V í ! - ( — ) ( - ^ S S Í - ( - Í + S Í ) , ; 

takže sečtením podle indexu h plyne te 

-^--•JSRP-í-^Sř-l-OÍSíř-Sp.. 
nebo 

- * ( — ) S I G . - ( - - * - ' ) S P - ( — ) : ( S Í ) > ) 
Utvořme nyní mocnost p bodu, jehož souřadnice homogenní 
podle daného simplexu jako útvaru souřadného jsou 

1 I J_ 
ti t2 % + l 

totiž (n-+ l ) ( n — 1 ) 
p = — (sy • (25) 

Dá tedy vyloučení veličiny V-r z rovnice (23) 

a vyloučíme-li ještě V - . z (24), obdržíme 

(n— 2\Y * l ^ + l l ^ g — 2 n + 1 f 2 7 V 

Vyšetřme ještě poloměry hypersfér vně vepsaných, z nichž 
každá se dotýká jedné hrany v bodě ležícím mezi rohy ostatních 
hran, procházejících těmito rohy, na jejich prodloužení.JsotírH &* 
délky tečen z rohu k vedených, platí na př. í-; ; ^ r 

ut + v,%~tv+t2, ... •••••' ui^-tti^h + ^ : ; ' : :' • ' % S ' W ^ : ^ f e ; : 
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(k = 3, 4 , . . ., n + 1), 
z čehož 

^i = tt, u2 = ^, % = řj + <2 + <*. 

Předchozí odvození se pak doslovně opakuje pro prvky uk, 
a plyne 

V(n i \ 2» 1/7™ i\ o« n + 1 

^ = ni/š «-«•••• « » + i = F
 n l < 8

; M* n«*+*i+*«) 
_ * = 3 (28) 

pro hypersféru ležící v klínu hrany 12. 

Je-li Aum plocha trojúhelníka s vrcholy k, l, m, jest 

AUm* = & + «.•+*,) <»;«. í2, J I (<* + ť. + <2) = ( f ^ p o l ; 
o n+1 

Ш2 

ш 
(л —1)2» V *" í2*) 

112 (n! s)a (<x «2)"-2 

Kdybychom užili formule (28) na čtyřstěn tečnový T, bude 

9t«=^,*X<. (k + h + k) (<4 + 'l + k)= " ^ ^ £ -

ÓTTtud plyne složená rovnice 

í» 5» s» s» <» s» 4 / f M A ^ 2 /* AyA%A3Aiy 

V dalším se omezíme na vyšetření (n + l)-úhelníku n-roz-
měrného, jenž určen (n + 1) rdhy uvažovaného simplexu, a všimne­
me si, jak položený dotykové body. Jde-li o 4-stěn, dá součin 
dělicích poměrů podle rohů součin + 1, tedy leží ty body v rovině, 
a určují proto tětivový čtyřůhelník. Jde tedy o rozhodnutí, kdy 
dotykové body tvoří (n + l)-úhelník tětivový, položený v pro­
storu (n— 1)- rozměrném a o určení poloměru příslušné (n — 1)-
rozměrné hypersféry. 

Především patrno, že součin dělicích poměrů uvažovaných 
dotykových bodů jest (— l ) n + 1 . 

OznaČíme-li strany uvažovaného polygonu bu, spojují-li do­
tykový bod hrany a*tj,+1 s dotykovým bodem #/,/+i, bude 

b % _ 6htk+iUU+i b t _ &h **+i***+t 

<*kjk+\qttet ' . M + 1 >*,*+i «*+i,*+i ( 3 1 ) 

a podmínka pro položení těchto (n +1) bodů na \n — l)-rozměrné 
hypersféře zní, jak známo 
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0 Һ 2 
°ia V . Һ 2 * • ü l , * + l 

bгł 0 hł . •• Л . n + l * 
b31

г V 0 Һ * v З,П+i 

" я + ы "»+i,a џn+i,з 0 

(32) 

Když sem dosadíme hodnoty (31), možná hned odstranit jmeno­
vatele, potom dělit po řádcích a sloupcích stejnými činiteli, neboť 
předpokládáme hrany simplexu i délky tečen hypersféry vesměs 
od 0 různé. 

Tím přejde (32) v cyklický determinant 

o, 

který znásoben podle Hankela od 0 různým determinantem 

0 1 2 2 . , . 2 1 
1 0 1 2 . . . 2 2 
2 1 0 1 . . . 2 2 

2 2 2 2 . . . Ò І 
1 2 2 2 , . . 1 0 

Яi 

-EQ' 

#n-fl #n + l 

n+1 
. n+1 

П̂ + l n+1 

ғ, 

kde xl9 . .'., #n+i jsou kořeny binomické rovnice z"*1 — 1 -==0, 
vyžaduje jako podmínku vymizení, aby 

* * • + %kz + 2Xk* + . . . + «afc»+1 =- 0, 

nebo vzpomeneme-li, že platí identita 
*- 2 ( ^ + ^ + ^ 8 + ..:. + s**fy«o,. .: 

již možná od předchozí rovnice odečíst, aby 
xk + 2xk* + xk* = 0, 

což jest aequivalentni s 
(#* + l) 2 -=-= 0 nebo #*•'=-—1. 

Z toho plyne, Že musí binomická rovníce (33) nifti kbřeii — 1, 
tedy (n +1) musí být sudé 

Odtud t h e o r e m t V tečnovém simplexu leží dotykové body/ 
stran polygonu spojujícího jedíioduiSe vSecky rohy jen tehd^ na 
hypersíeře (n — l)-roz.měrné, je:li* típnplfe3t Ucftó^ 
/ Tento; ^ á sitídbíb^^ 
jest tiž viditelný na 2 a 3 róžíňětech^ 1£'t$v!ta8^ 
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neleží dotykové body trojúhelníka s vepsanou kružnicí na množině 
rozměru o 1 nižšího, totiž přímce, ale v prostoru (lichorozměrný) 
jsou dotykové body tečnového ětyřúhelníka v rovině (rozměru 
p 1 nižšího) na kružnici. 

Nyní nám jde o určení poloměru R této hypersfery. K tomu 
cíli znásobme obě strany rovnice (la)xna 1. str. číslem R., před­
pokládajíce střed soustavy položený ve středu této hypersfery, 
takže 

n 

£ XkHr -_. R2 {k =- l, 2, . . ., n + 1). 

Potom platí při n -f- 1 = 2m 
(_l)n+i 2n[(n — 2)! H12]

2 R2 = 

nebo 

2iř-

= 
Ь2з

2" 

hł-

2612
2 

~ Ь 1 3

2 

-bгł 

h 2 — Һ 2 

ü 23 u 13 

0 
Һł 

• • • &2,n + l 2 

Ъг. 
h, 

—Ьl,n+\г 

n+ŕ 
, 2 n + 1 

0 0 1 1 0 0 
0 0 0 0 1 1 . . . 
0 
0 
1 
1 

1 
1 
0 
0 

0 
Һ 2 

0 1 2 

h 2 

°гг 
Һ 2 

°14 

Һ 2 

°12 
0 
hł 
hł 

&iз 2 

Ь2з2 

0 
Һ 2 

hł 
hł 
hł 
0 

== 

0 1 1 0 0 
• .• • 

1 
1 
0 
0 

0 

\ł 
bгł 
bгł 

bгł 
0 
hł 
hł 

Һ 2 
°13 Һ 2 

°23 

0 
hł 

bгł 

ь2ł 
hł 
0 

(33) 

Dosaďme sem hodnoty (31) a znásobme postupně na obou 

stranách řádky a sloupce, kde 6#, vystupují, čísly -~ ~9 . . . 
řjřg ^ s 

a n+l, l 
4 + 1 L̂ 

Potom, můžeme na fero od třetího řádku počínajíc vytknout 
z každého Členu 4, t. j . celkem 4 a w + 2 , hledíc k prvním dvěma 
sloupcům. Stejně vpravo se vytkne 4*m+1

? což dá po úpravě 
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_2_ 
iř2 

0 

0 

0 

0 

Í3Í4 

0 0 0 

A *ҺŁ
 a-» 

*1*2 *2*3 

^ - 1 0 
^ З 

0 2 1 

0 

2 

1 

0 

Һn,Һ 
0 1 2 

#2m,l 

Һm,Һ 

0 

1 

2 = 

2 

0 

0 2 a S-e. 0 
^1*2 *2*3 

2 a 0 

-Уз 

2 

l 2 

V této rovnici přičtěme na levo k prvnímu řádku a sloupci 

druhý. Potom počnouce | napmvo druhým , znásobme řádky resp. 

sloupce střídavě číslem + 1 a — 1 a sečtěme je. Tím zbude ve 

< IG *> řádku, resp. sloupci jen jediný člen od 0 různý, — 

možná obě strany snížiti a tímto faktorem ukrátit, takže značí-li 

hh' bude 

2 

0 (23) 
(23) 0 
(34) 1 

(2m, 1) 2 

(34) 
1 
0 

(2m, 1) 
1 
2 

0 

0 1 2 . . 2 
1 0 1 . . 2 
2 1 0 . . 2 

2 2 2 0 

Pravá strana je hlavní minor levé. Když tedy znásobíme od dru­
hého řádku počínajíc, všecky řádky determinantu levé strany tako­
vými čísly u2, % , . . . , u2m, aby po přičtení v prvém řádku zmizely 
všecky členy mimo první, stane se hlavní minor faktorem levé 
strany a dá se proti pravé straně zkrátiti. 

Právě vylíčený pochod pak vede na rovnice tvaru 
. . OMa + w, +'2ie4 + 

Zaveďme zkratku: 
-Ь 2uzm = — (23) 

S«*=v,.-. 
2w 

čímž vzniknou rovnice 
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2щ + щ - (23) + 2Í7, 
щ + 2щ + щ = (34) + 2o, 

щ+2щ + щ =(4б) + 2ř7, 
(34) 

V>2m-1 + 2U2m-l + U2m = (2w — 1, 2w) + 2*7, 
utm^ + 2u2m = (2m, 1) + 2U. 

Sečtením všech rovnic vznikne 
4U — u2 — u2m = J(jfc,jfe+ 1) + 2(2m—l)U 

k 

nebo n2 + u2m==—S\(k,k+ 1) — 2 (2ra — 3) U. 
k 

Znásobme rovnice (34) střídavě čísly + 1 a — 1 a zase sečtěme; 
bude 

1 1 
4 2̂ + u2m = - + - + 2Č7 

h h 
Srovnáním obou posledních výsledků vychází 

.(._l)lT__2(».*+l)-(l + i) 
a ježto 

S(M + i)-.(i+...+ iHi+ i)---^+ i). 
2ro 

kde zavedeno Jf == V — , 

bude U = ——^—nM. 
2 (m—1) 

Nyní znásobme rovnice (34) postupně čísly + 1, — 2, + 3, 
— 4,. . ., — (2m — 2), + (2m — 1) a sečtěme, což dá 

2mu2m = J ] ( — 1)* (k + 1) (k, k+l) + 2mU, 
kdež 

S l l _ _ 3 ' 3 4 . 4 
(_i).(* + i )(t ,_ + i)_i+i_£_i+-i+£_i+i + . . . 

tg tg *3 *_ ''á ^5 "S VB 

__i_l , I_I , 1 1 1 . 2m 
t* h h h hm-1 fam h tx 

Značíme-U XT 1 , 1 1 1 1 , 1 JV = — r + + - _ . . . _ + _ , 
h ía h h hm-l *2m 

2m 
máme 2mtt2m == _V + -— + 2mř7 

n ' - • . ' ' 
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nebo «*•-_.+..;+* -* - = -ěí+l, + u w 
Očekávaný výsledek bude tvaru 

2 2m 

jp^^(k,k+l)щ, 
* = 2 

kde hodnotu součtu obdržíme z rovnic (34), když pravou stranu 
jejich postupně znásobíme čísly u2, uz,.. ., um, což dá 
]jT] (k, k + 1) uk = w2

2 -f (t_2 -fc- t^)2 + (% + uA)*-i + tem-i + 
+ u2m)* + u2m*— 2U\ 

Pro jednotlivé čleíiy pravé strany obdržíme postupným do­
sazováním hodnot (33) do (34) 

u2 + uz=(2S) — u2+2U^y+^ + ~ — ~ — U+2U^ 

' =i+i+u-
<» + '»=Í + T,-iU + Í.-{-u=-í + T, + u' 
*> + *> = T, + {-iU + lL-T,-u=+í+Í + U-

atd. Celkem je tedy 

+ ̂  + T,-M+i?+{+^ 

••• +(°+i-£'H°+É'-::. 
-,2mi7.+!p_+5;^-í:_ +^,_ . - .ó» '_ . 

. .=^-£+sé-;::.:-;;•:
::

:. 
Odtud tedy výsledek , ' ' . ' . ' . " ' . • .;;V:;'\','ílV::Ái, V...;! 
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Když zase užijeme rovnic (25) a (26), obdržíme 

~2 — $2 "i" 2 m \řx ^2 ^ ^3 

Vidíme, že všech různých poloměrů tečných hypersfér (n — 1)-
rozměrných jest tolik, co je hodnot druhého výrazu pravé strany, 

totiž I I . Kdybychom chtěli určiti součet reciprokých 

čtverců těchto poloměrů, nutno uvážit, že čtverce -— ve (37) 
tk 

budou vesměs kladné, a že se budou dvojnásobné součiny z části 
rušiti, při čemž bude kladných tolik, co je kombinací sudých 

a lichých indexů zvláště, totiž 2 {2) = m (m— 1), kdežto zá­

porných bude m2, všech í 2 ) = m (2m — 1), takže celkem se 
č l e n ů 2 S í 4 v y s M n e k l a < M c h f V 1 ) r/aL-1)'- zápor_ 

ňých í m 1 — —— a úhrnný součet všech, když se první 

V vztahuje na podstatně různé představy prvků — , 
ámi tk 

V Í 1 — 14- \2__/2m — l \ y l / 2 m — 1 \ 1 V 2 _ 
2j\tl ^ / \ m )2jt* \ m ) 2m—l2jtkti~ 

___ I2m—l\yí (2m—l\ 1 f/y 1\2 y 1 ] , 
"~\ m )2jp \ m /2m — l\\2j t) htA~ 
__ I2m—1\ 2m y i 1 /2m— 1\ ' 1 / y 1 \ 2 

\ 2m J2m — l2jt* \ m ) 2m — l\2jl) ' 
Máme tedy pro součet všech různých rovnic (37) 

S \_ /2m—1\ 1 /2m—1\ 1 y i 1 

JB1 \ m / 3 t * + \ m / 2 ( 2 m — l ) 2 - i ř 2 

/2m — 1 \ 1 (ylY 
\ m / 4 m ( 2 m — 1 ) \ 2 J t) 

_ I2m — 1\ í J 1 _ _1_ , m 1̂  m — 1 1.1 
\ m /I9t* 2m— l 9 t * + 2 m — l p + 2m — Ip) 

-r^sh-w1-;} 
Tyto výsledky ke ověřiti na tečnovém čtyřstěnu, kde jsou 

tři různé poloměry R&, Rsv Rlt a tedy při m = 2 
1 1 1 2 1 

Š^ + Š^ + Ř^-W-p- (W) 
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I I I . O simplexech kolmohranných. 

Kolmohranný simplex je takový, v němž každá hrana je kolmá 
k doplňkovému simplexu, t . j . onomu, jenž určen ostatními rohy. 
Obě výšky, spuštěné s konců téže hrany, jsou komplanární, takže 
se všechny výšky protínají v témž bodě, orthickém středu. 

Právě stanovené vlastnosti vedou na dvě řady vlastností, 
jež se týkají hran a stěn. 

Barycentrické souřadnice pat výšek hY a h2 atd., dány resp. 
úměrami 

f 1 < 1 >:f 1 W:"ř 1 < 8 >:.. . : f 1 <» + 1 > = 
= 0 : S2 cos a12 : S3 cos a13 : . . . : Sn+i cos a1>n+\ 

l 2
( 1 ) : £2

( 2 ) : l 2
( 3 ) : . • • : f2

(*+1) = 
= S1 cos a12 : 0 : S3 cos a^ : . . . : Sn+\ cos a2,»+i 

a všecky se dají splnit, položíme-li 

cos aik = fii juk, (40) 

kde veličiny /nk vázány identitou, platnou pro cosiny stěnových 
úhlů, jež se redukuje na 

('-Sif^nOH-
Ježto faktory uvnitř £ J nemohou vymizet identicky, musí býti 

' - - . . £ ? - * • • <«) 
Z rovnice (40) pak plynou četné identity tvaru: 

f*h lii pk t*i = cos ahe cos aki = cos akk cos au = cos ani cos aik (42) 

ukazující, že také 

(*,+*'-í^)(*'+*-^)= 

= ( * ! + * ! - C T ) ( S . ! + * ! - < ^ ) = 

= (* ! +* !-r„^í?) (s>'+s*'-<ě^ <43) 

Následkem vytčené kolmosti hran možná jejich čtverce psát 
ve tvaru 

aik
2^o* + ok

2, (44) 

z čehož 

a* 2 + akl
2 = aA*2 + aa

2 = aM
2 + a*2 . (45) 
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Pak se dá objem simplexu psát jednoduše 

i /5L-;1 i \ n + 1 

X ' V * - = l ' * = 1 

Použijeme-li téhož vyjádření pro stěny, jež jsou simplexy 

(n— l)-rozměrné, a značí-li V , J J úkony, v nichž vynechány 

prvky s indexy určujícími stěnu, bude 

= [(n-i)\)*l~-+ľitfywгУ-0h2 

(47') 

Máme tudíž 

Součet těchto výrazů pro 1=1, 2, •• • ,n + 1 pak dá 

= (» + 1) /i2 S 2 — n2S2 = rc3 S 2 . 

.Ale ježto lze stěny počítat z objemu, známe-li výšky vk, 
nS 

takže Si = — , plyne z poslední rovnice jednoduché totožnost 

iTí + Ti H + Í T T Š - *• ' v48> 
" 1 v 2 ^n + 1 

Když dosadíme hodnoty (44) do rovnice (lh) na str. 2, budou 
mít od třetího počínajíc členy druhého řádku touž hodnotu 
o* — 0%^ dají se tedy pomocí prvního odstranit, determinant snížit, 
při čemž vystoupí činitel — 2 a1 2

2 = — 2 (ox
2 + o2

2), a celkem 
plyne 

• [(— ,)'*-]'.-(*" + V)®5?) " H ^ m 

nebo značí-li V a J J ' vynechaný, index 2, bude 

J-W-[-£+Sá]£!*+ 
[

, H+lf 1 -i n + 1 

-*+Mn' 
1 1 П + 1 

1 " ' oŕ 



287 

což se podle (47') přepíše na 

[(n - 2)' # 1 2]* = - 2 n <>*-'+ [(n - 1)! SJ\* + [(n - 1 ) ! s8)]', 
* - 3 

tudíž 

Sl* + s2* - {n _* l)tHls = 28,8,cosa12_ [ { n ^ 1 } ^ fr°**><50> 

z čehož 

cos an 

°x°-]/(-^ + ľ^i) ( - ^ + So^) 
=thł*г- (51) 

Zákon tvoření této rovnice hned ukazuje, že 
J 

(l =_ 1, 2, . . ., /i + 1), w 2 = (52) ••Ei-1 

£ímž rovnice (41) splněna totožně, neboť 

Ježto se výšky protínají, dovolují úseky od orthického středu 
k vrcholu pu, pí a doplňky týchž výšek mezi týmž bodem a pod­
stavou, qk, qi, vyjádřiti úhel stěn &*, Si ve tvaru 

008 04, = J - J . (53) 
PÍ Pk 

Odtud plyne 
Pí q* = Pk qk — #V (54) 

kde veličina x%, součin úseků na téže výšce je pro všechny výšky 
táž. Dány-lí úseky pt, vidíme, že v 

<*2 

cos akt 
pкPi 

(55) 

a dosazení do identity, platné pro cosiny sklonů stěnv dá prp x% 

rovžjíci stupně {n + 1); 
a ' i '.-•'. ;•'.-'•'•;, "• - - v -/ři f %2 

x% — pa2 

cr* 

/—pbir 

- o , :. V(W)' 
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nebo n + 1 

ti PЃ + x 2 i (57) 

již lze obdržeti vyjádřením objemu simplexu S jako součtu částí 
tvořených stěnami a orthickým středem, neboť ony části jsou 

$ Tytéž částečné simplexy nás však vedou ještě k jinému 
Pk + qk 

vyjádření objemu S. Neboť jejich hrany pk svírají úhly rovné 
stěnovým úhlům aik, a tedy rožný sinus pro orthický střed je cr&. 
Platí tedy 

n+l n+1 

fc-=l ř = l ^ 

Sférické siny dány rovnicemi tvaru 
2 ~2 

(58) 

( - 1)" oł 
1 

takže 

Pi2íh2 

2V 

• Pn+1* 

Pł 
X2 

X2 

X' 

X2 

Pł 

П + l 

(-1)''*8=-S 
* = 1 

xù -г 

-Pk-i2 x2 

x2 - Vk+i2 

1 

2' 

(59) 

Ale tyto determinanty lze redukovat vložením prvního sloup­
ce, složeného z jedniček, odstraněním x2 ze členů stojících vně 
hlavní úhlopříčky a potom postupným rozvinováním podle prvků 
jednoho řádku nebo sloupce, takže značí-li Dk determinant v (59) 
obsažený bude 

M-t'^)И"п>H 
t л + 1 

•(-2. 5 + PЃ + x% Pł + * • ) H " s ^ §(*•+>) 
Podle (52) zbude v první závorce napravo jen druhý člen, 

takže " ~ 

»>-H"(^'h"ň(«'+Í 
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Když dosadíme do (59), zkrátí se činitel (— 1)^ a zbude 

nS -Иs^Hľf. Pk* + & 

1 

Součet napravo je podle (57) roven 1, a vzniká t ím konečný 
výsledek 

n+l 
(60) 

1=1 

Tím vyjádřen objem z daných úseků na výškách, když ovšem 
napřed x2 určeno řešením rovnice (56). 

Rovnici (53) možná přepsat na 

n*S2 = ^ Î П tø2 + **>• 

Vu Mi = » z čehož 
PkPi 

ž^: = | = ] / ; Pk 
Tedy vidíme, že rovnice (41) a (57) jsou aequivalentní. 

Potom učí rovnice (52), že 

t . j . bod v normálních souřadnicích, daných poměry 

jest orthický střed. 

(бi) 

-i2" v o й + Г 

Vyjádřeme nyní x2 veličinami ok
2. .Vyjdeme od rovnic (61) 

Pkík = z* = 
oĄ ož-

+2jo,2j J _ _ I Ł L 2 . (62) 

Lok* 
Veličiny ok

2 a x2 souvisejí jednoduše s polomérem RQ
2 hyper-

sféry opsané simplexeu S. Neboť 

«i22 ° «2^2 • * • «ž.a+i2 I í— lV»+i' 
(nlSBвy =-

( - 1 ) ' 
2"+' 

Napravo dosadíme hodnoty (44), předsuneme dva řádky 
a sloupce z. jedniček á nul a vhodným odečtením vznikne 

Ҷ-l) w+1 

2 И +* 

l t i 1 • _• n -f I iV— 

1 и + 1 1 S°< 
(_І)*+iS^+i-JJbi» =-

2 2, 
Časopis pro pastováni matematiky a fysiky. Eořnik LVIII.- 19 
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^ — iUn\8)2^ok
2 — (n—l)2x2(nlS)2l 

Máme tedy 
4-ff0

2-^2°*2 — (n—lfx\ (63) 
Pro trojúhelník n — 2, 

4 J?02 ==- i. (a2 + ft2 + C2) _ x2m 

pro kolmohranný čtyřstěn n = 3. 
4 i ř 0

2 - = - ^ 2 - 4 ^ 
Jako poslední předmět vyšetříme (n + l)-úhelník, vzniklý 

na uvažovaném simplexu spojením rohů 1, 2, . . . (n + 1) jedno­
duchou lomenou čarou a určíme, kde leží paty kolmic, spuště­
ných s orthického středu na strany polygonu. Strany děleny v po-

Oi . 2 

měru veličin o * 2 ^ 2 , takže úseky na stráně au jsou: au—K—.—,» 
Ol2 Ok2 Oi2 °k + °l 

aki—«--, i & dají še podle (44) psát — > 
Okz + <H au au 

Dělicí body určují (n + l)-úhelník, jehož strana bu spojuje 
paty výšek na stranách akfk+x a ai,i+x ležící. 

Délku strany b^k+x se vypočte podle věty cosinové, když 
za cosinus úhlu stran ak,k+x, ak+x,*+% dosadíme 

^ > * + i 2 ~^ a * + i , * + 2 2 — a * , * + 2 2 , 

2aktk+xak+x,k+2 
tedy platí: 

A ~ A ^ A 0 ~ 
+ 1 **,*+* — 

Ofc+i4 - o * + 1
4
 0 Ok+x

A 2ok^
2 

ak,k+x* ^k+hk+%2 a*,*+la#+l»*+a ZUhk+xÚk+xk+2 
>..'.,.• "•;."••;• •.,..:•••; = w-̂ .-.-. ( 6 4 ) 

ak,k+x a * + i , * + 2 •;•' 
Hodnotu bu obdržíme jako délku příčky ve čtyřrohu s vrcholy 
k, k + 1, H, / + 1, spojující stopy výšek na ak]k+xy ai,i+i- Věta. 
Stewartoyaj applikována -na trojúhelník (fc, k + 1, Ž) dá pro 
transversalu f| rovnici. 

•'"•' 4Í„ < l". Q * 2 ' Q * F l 2 a * , . 2 Q * + i 2 , ajfc+1,^01;2 

- -;•;. *. ,•? fi a^ií+i.n^ -~; r ^ - "*""" w - • " « ~~̂  t"-"-' ' 
' " • " • i" % , * + ! / ' • - a M + l , a M + l 

2 níž ^i;i+|V^'.'io*V4-Pi2)Oifc+i2 + (o*^ 2 + Oi*)Ok% — ok
2Ok±x

2> 
a tedy \ ^ ^ ;} 

jipodobně* Af^a^k+x^ — ofOk+x2 + olfi*Ot+i* + oi+t*ok
2 

pro trojúhelník (fe, A + 1 , í + 1). Opětné užití téže věty na troj 
úhelník o stranách % A+i> ^ j + i pak dá- ^ 
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h *n 1. _ _ _ i _ 2 _ / 2 ^ + l 2 . / 2 °l2 

ok\i«w+i r — = h r *.+_ 
a lJ+i ai,i+i ahi+i 

K d y ž vše z jednodušíme, m o ž n á bkti
2 š těp i t n a d v a dí ly 

, 2 _ ofot+i* , __!__±i2 ,A*v 
okf = 2- + r • (65) 

ak,k+i ai,i+i 
Aby všechny paty byly na hypersféře (n — l)-rozměrné, musí být 

0 °240i32 _____!+ _^.?L °i 2 °2 2 , °2°2 

a12
2a23

2 a12
2 a 3 4

2 a12
2 a 4 5

2 

a 2
4 % 3 2

 0 _V?___ __L__32
 + ?____52 

a12
2a23

2 a23
2a34? a23

2 a 4 5
2 

V_£ + _\_V Vo^2
 Q _?___?s__ 

a12
2 a34

2 . a23
2a34

2 ó34
2á35

2 

Předsuňme schéma 
0 1 1 1 1 . . . 
1 0 0 0 0 . . . 
1 0 
1 0 
1 0 

(бв) 

O,»0o 
a o d e č t ě m e p r v n í ř á d e k a sloupec, znásobené resp. Čísly 
0 20 2 Q 2 0 2 #,_ 2 | > ——;~> • • • atd. Z původních členů zmizí všecky mimo 
a23 a 3 4 

prvky hlavní úhlopříčky a obou s ní sousedících. Při tom je na př. 
<_4 fa2 + o*2) QiW 02W __ 

a12 a23 a12 a23 

- °24 ( ^ + °3*) — Ol V fa* + <>»') — 02 V fa* + 02*) __ _ _ _ _ _ _ 
°12 a23 a l» a*S 

a plyne 
0 1 1 1 1 . . 

0 . _ _ _ _ _ _ _ _ _ ! _ ! 
a i г* «„* a34* 

1 _ _ _ § ! _ _ _ _ _ _______• 0 

a__a e_* aj.-a^4 

1 _ _ _ _ _ _ _ _ _ ! ______* _ _ _ _ _ _ 
«23* a 1 2 *a 1 3

8 a 8 s - 0*4*034* 

1 _ _ _ _ * 0 - ? - L _ _ _ _ _ _ _ _ 
••- a31- a^a** ~ «34* 

= 0. 

(67) 
t»* 
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Nyní znásobme od třetího řádku a sloupce počínajíc každý 
řádek a sloupec reciprokou hodnotou čísla, stojícího ve druhém 
řádku resp. sloupci. I bude 

0 

1 

1 

0 

П2 *23 a 34 a 45 

a — ř Ч - 1 -
OгW 

a 23 

di 2o 2

2 o 2

2 o 3

2 

— 1 — 1 

oł 
a2z 

ţñiJL. 
ofaf 

2 

a* ~ 

- 1 ~2—2 - 2 

*34 _ | 

oz*of 

Oя+Łl* _ j _ 2 J _ 
o»+ 1Ч2 

0 2 V 
1 

— 1 

0 

-2-L 

O з 2 

" 3 4 2 

0 4 2 0 5

2 

— 1 

0 

0 

0 —2 2—™ 2 — 

o „ Ч + 1

2 

««+i, i 2 

O.+lV 

4 

- 2 -
On+l' 

On+1 O n + l 2 O i 2 (68) 

Že tento determinant může vymizet, vidno z toho, že *' *"** * * = 
^ 0 * 2 0 * + 1 2 

s==s ~--. 4-*- a tedy, že stačí od třetího řádku počínajíc znásobit 
Ok* 0 * + l

2 • ^ 
všecky střídavě číslem -f 1 a — 1 a sečíst. Potom je-li počet těchto 
řádků sudý, zmizí, součet prvního i druhého sloupce. V ostatních 
vstupují do součtu vždy tři členy, z nichž jeden je součtem obou 
ostatních a leží mezi nimi, takže součet i těchto prvků zmizí. 
Tím dokázáno, že lze. jeden řádek determinantu učinit vesměs 
nulami a Že tedy vskutku determinant zmizí. 

Qdtud v ě t a : 
Paty výšek v kolmohranném simplexu ti-rozměrném, sestro­

jené na strany {n + l)-úhelníka, vrcholy simplexu určeného, leží 
jen tehdy na hypersfeře (n — l)-rozměrné, je-li n-f 1 sudé číslo 

"(«-*-2!»);••"•., , •• ''•••;•• ;,' ' 

Tedy .tíaají tuto vlastnost kolmohrannésimplexy lichorozměrné* 
Půjde ním tedy v dalším o,určení poloměru hypersferýpat výšek* 
Vyjdeme odrovnice (33), dosadíme za bkl hodnoty (64) a (65) na­
pravo předsuneme schéma (66), odečteme na obou stranách jako 
v (67) a znásobíme jako v (68), reciprokými prvky druhého řádku 
a sloupce.Potom vznikne rovnice y 
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-f 2iř2 

0 

0}W OгW 
*23 

P 2

2 0 3

2 

2 
*34 

osw 

0 

1 

0 

« 1 2 2 

<>lW 

*23 

o2

2oв^ 

*34 

a 
2 

23 
. 2 Л 2 

2 °3 O j ' O j 

0 

1 

0 

0 

—-1 

- 1 

- 1 

0 

0 

0 

1 2 

П 2 
O i 2 o 2

2 

0 w ł « т ; 
rt A O 

a.з 2 

Vos,2 

% 2 2 

<hW 

""12 Q ^ 1 2 

o 2

2 o s

2 

Д232 

0 / O j 2 

„ 1 

" 8 4 

ofo: ľ 3 

•«! O І " © , 

2-1 

o2 

0 

0 

0 

2 - 2 *23 

0~<0o J2 

- 2 

V 
1 

°iW 

П 2 

a. 
o2

2a 
- 1 

2 

. 2 л 2 

'2 °Z 

a 
2 

O l Ч 2 

- 2 
O^.O.;' 

-4 

23 

oгW 

- 2 ^ 

-2-Ҙ 
23 

o,-o3 

- 2 -

o 8

2 o. 2 

- 1 

0 

0 

4 
- 2 ^ 1 -

o.*o.ä 

(69) 

Znásobme na obou stranách první řádek čtyřmi a u č t ě m e 
k němu součet všech dalších, počínajíce nalevo třetím, napravo 
ítvrtým, / V 

Pak zbudou v prvním řádku nalevo jen první dva Žleny 

2vi-,'i+-Í4-^-/:- ":VVVV:£:';-
ZJOJ.2 o^o^of •;;•.-"'" '•;:f.;v;"v''ď 

napravo pak tři členy \" •'••.. ' t í,« 

^ ^ 4 ^ 2 ^ ^ + ^ + > ~ > V 7 - V ^ ->Vx;: 

ostatní rovny nule. ;• ,. \ ;;VV.V;:!V'VVV "V.v ú^y/;-V .:•''. 
Pak znásobme napravo čtvrtým řádkem^ páSínajíca řAdlgr 

resp. čísly %, %, w3, *,'. um a přiétěme ke drahému tak, aby 
dleny obsahující -*~ I zmizely. Bude pak •\-"/V:V;;vV,ÍV:V- '"iV^: 
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(1 . 1\ , 1 1 1 

1 , /- ', M , '- • ' ' -• 
^ o ? + ^ W + o7/ + M 3 o 7 a = " 2 (70) 

*v« + ^ - ^ ^ - f c v . r - 2 . 
Součet v prvním sloupci determinantu není než poloviční 

součet všech levých stran těchto rovnic, tedy roven ——-• Součet 
%m 

druhého sloupce je roven —TV** 
". " i 

Přepíšeme-li soustavu (70) na tvar 
t-W + %., щ + щ 1 

òt*
 l o^ 2 

щ+щ,щ+щ 
o22 l

 0г 

__ 1 

~~ 2 

щ+щ . 
; \ . : Ч

2 ' 
%+iг4* r 

o 4

2 2 

vidlme ' ž jednak ; 

2̂m—i + ^2w i Щm + Щ 1 

• л'^::i.ү:-Щ+Щú.' Щь + Щ 

;ViYV>T----;'^V.s-'-"V'У -
jednak 

-; rҗ-^u^vщ+щ- '. 

2*2m—г"T"%)«—i' . 

\-- • • ЏЩ-~1 ;-„. ;- * 

, "'^' ;' %m-~X + %»Г '' " ; : '1 Г ' : ""- ? :V •'• 

•,•=,;••.: V . , . "*-*.;••:'•• 
Z těchto dvou soustav máme 

: 5 ^ 
. fV.*-"'<7" V- V^Pí-^ :/> V,\v .-.-<. -x ^ / , /-J3i .' 
Šróvnáiií óhott pak4á ^ Í O 9? hodnotu -f ; V 
;•:""*• ;' , j'. r''.•*..; .. :.•< v/'"v: \A ..*. "'/ •••'.•"•; ' * *- " *" f» wi ^ • 

•'•5/K/VVTj^;::^:/:/;'i ^ a ; r ^ ' : 

• v. vv:/ V:Í.';.•'• -,•:.•••"• >.H- ;* ; ; ;• - V\ 7,\s ^°r*:<-•>,.*;. 
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Jsou tedy napravo ve druhém řádku členy 
• m m -

Zo^. Zo^^ 
1 m _i_ 1 1 M 

l—j> + 2 ~2S ~' ^ 

ostatní jsou nulové, a člen M je sice od 0 různý, ale na jeho hod­
notě nezáleží. 

Když konečně nalevo od třetího, napravo od čtvrtého řádku 
počínajíc, znásobíme postupně všecky čísly 4- 1, — 1 a sečteme, 
obdržíme ve třetím resp. čtvrtém řádku všude nuly, vyjmouc 

druhý resp. třetí prvek, kde vystoupí — -? jejž lze jako 

faktor vytknout a příslušný řádek i sloupec vynechat. Když totéž 
opakujeme ve sloupcích, snížíme řád determinantů na obou stra­
nách o dvě jednotky, a zároveň vidíme, že nalevo je první řádek 
i sloupec vyplněn nulami mimo první prvek, napravo to platí pro 
první dva řádky a sloupce mimo prvky tvořící první čtverec. 
Zbývá tedy součin těchto prvků s hlavním minorer% jenž;je na 
obou stranách týž a proto se zkrátí. Platí tudíž konečný výsledek 

2ІŽ2 •'Śž--
nebo 

Ł 2 

1 — 

4 — 2 m -
»*-
m Л ľoÿeг. Zoцc—iг 

"2 .' 2 ' Ľoh* 

Eo**. ĽOф-f (2 — mү 
4 Л2 = - • - * - . -

2?/t 

<-V 
2m 1 (71) 

Pro Čtyřstěn máme zase tři kruhy pat výšek, a je-li du prát -
měr jednoho z nich, platí . , 

d*ř a21* y*ť á 3i 2 $*£ <h&:ďi£ ^^azfH::rAl 
tedy" '- : 7 : '•'>. • { • - ' ' ' '• ••'"",<' '' ,;->.í'' • ' - ' . . ' -.«"• - ; ' ^ ' > v - .; 

v ^ :,;ÍV'/ .••.••::;-;;; 

Všech hýpersfer možných jest 
(2rø-r-l)ï 

mézT nimiž <5s?u 

různé ony, jež vzniknou pemutacejrii jprvků mezi součtem sudých , 
a Hchýeh. Těchto jest | (2^). Proto je stejných Oi r ^ 

;;\:;-^^..->;;7^-',- ^ * { W ) t ^ / ^ ^ 
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/ 2*14 3* 
U čtyřstěnu je stejných po 1 r==- —^-y všech— =-=; 3, různé 

-7 \ -= 3, čímž zároveň tyto formule ověřeny. 

Určeme ještě mocnost orthického středu kolmohranného sim-
plexu ke (2m—2) - rozměrným hypersferám posléze uvažova­
ným. 

K tomu účelu stanovme nejprve rovnici takové hypersfery. 
Značíce S součty podle souřadnic, 2 součty podle indexů 

xy... 

vrcholů, máme 
Sx* — 2Sxx0 + Sx0

2 = R\ 
xy... xy... xy... 

kde se index o vztahuje na střed hypersfery. 
K jejímu určení stačí 2m—> 1 ze 2m pat výšek na hranách 

mnohoúhelníka a další libovolný bod (xsya. . . ) . 
Když tedy obvyklým způsobem dosadíme tyto souřadnice 

do napsané rovnice, můžeme souřadnice středu a poloměr vylou­
čiti, čímž vznikne determinantní rovnice: 

$ xг, x, 
xy... 

S 
xy.. 

s 
xy..Ф 

( x l i fy\ x l I x i 

o.-"1" V/ o^oi 

- • У- j . ь 
r ^ õ 2 nЛ l nЛ 

W + <v) •І+-Ł J.+JL 
o^o^ 

WЧv 
"' > 

x2 . x$ У Ì , Уz 
n * ' n * 

W + Oзa) JL+J_ JL+2. 
- 2 ^ л _ 2 nЛ^nЛ O, '2 ^ З 

Ш—l , Угm 

Я ^*' -*rt. vffnj Ҷг w-»i **2 m °% m~t Oг m ^ # j 

=-0. 

( ^2»t—1 -> X%M\ xton*~ t x2fi 

tfm-l-Qfd Pjm~i<tf, 

S -'^:'ír,V'.::; • \av>';'"-- y„ . .-...'.1 
* ^ > ? ' \ ; • " • . . ••;;•/ • " — . " _ ' • '." - ;' " ; 

Sem dosadíme z& obecné souřadnice prvního řádku souřadnice 
orthického středu okýr.-:.,., při čemž 

• ";-:£^^^ + •••:•+'^'» atd.'.'; 
:,:...1, V'-, •* '"••'•' v - v '•:'".,.-' • '">', ;'•r'''-'""•.: "••.•';-• ••'-itn.--"|- . . , , . - - .• / : •--. 

.Zításobímé-li^p 2 ;T-~ ' - a pak druhý, čtvrtý 
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atd., vždy ob jeden až do předposledního čísly —-> - | — 5 > 
1 1 1 1 <_ V 

—2 + -,»• • -> -j 1—£- resp., a odečteme-li součet těchto od 
<>3 °4 °2 m—l 02 m 

prvního, zruší se v něm všecky členy až na první, jenž není než 

y] —- násobná mocnost p orthického středu* takže máme 

( #2fc—-l i **.*? | 

« , ^ - . = _ . . , -- • + _ _ , _ , ____I___.-y,JLl 
pl-t-oj\ _„~.VW • • + o2*J ÍSI i , i íš(o_-j 

+ 
Seskupíme-li v prvním členu uvnitř dvojité závorky .vždy dva 
členy za sebou jdoucí á přepíšeme-li druhý Člen na tvar 

1+ 4. _ _ _ + _ _ _ 4. 4-_L • 
y . / X^í X* V8 [ Q_« .^ • • • ^ Q , ^ T OgV+1 022m l 

^W*-i o_VV __J_,JL r 

zruší se čtverce vzniklé z prvního členu se členy odpovídajícími 
jedničkám ve druhém, zbude v prvním členu (™) dvojnásobných 
součinů a z m(m — 1) čtverců druhého členu lze ke každému 
z první skupiny 

- 2(*2fc-i i ft-tW^-i | 3_A . • 
N W*-_ oA/Wv-i o2V 

přidružiti dva členy ze druhé: 

/___4.£_Y ! /3 t r i4 ._ í \ 4 ' - ' ; • 
__ W--i o.w / i , • j _ \ ___ Wž-i oav (_ j__+ i \ 

1 1. W ř - l 0_V '- ' I" _ 1 Wt-i^OM-: 
o.2*-x oЛ ;.c_V-_-̂ -o_V 

Vytkněme ze všech Členů činitele (• v -:,-»- -f ^ ~ J ( ^ ^ + ~~rl 

a vznikne 

_ / _ i ^ + _L\(___+__\ 
a_t-i 'V •._«_ ;.. xn-i v '^_ 
oЛ-_ o.V o.V-1 o.g. 

J__4.__- " ^ 4 . І 
Lo_v~i - oЛ o_V-ŁT O,8,; 

Provedeme-li součet takovýchto výrazy 
vystoupí zá všecky výrazy vhranaté závorce Čtverec vzdálenosti^ 
pat dvou výšek ów* a dos^éiíím výrazu z (85)vžtukne:;:\£;\%Aíi 
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_ ath-^zh m a2V-i>2l \o*k-iQiřk . o*V-i°22i 
°2 2 *-l °%%k 02

2/_l 2^2Z L a 2 2 ír- l ? 21 ^l-V 21 . 
což po znásobení a zjednodušení přejde v 

,f_J_+J_+_i_+±l 
Takových součtů jest (™), tedy celkem 4(2) == 2m(m— 1) členů. 
Jednoduchý součet ^? -^ obsahuje 2m členů, proto je celý výraz 

-Ł-oЧ-

roven (m—1) l^-^-> takže 

" 2m , 12 

•Iv-
Odtud plyne 

2m i 

(m—l)]? — -
ÍTí o"*J 'ť=l o"* 

2 

Sur les simplices. ' 
( E x t r a i t de l ' a r t i c l e p r é c é d e n t . ) 

La première partie contient "quelques compléments aux ré­
sultats du mémoire du même auteur ^Contribution à la théorie 
du volume" inséré dans les Comptes rendus du Congrès de l'Asso­
ciation Française pour l'Avancement des sciences tenu à Bordeaux 
en 1923, 

C'est en premier Heu une nouvelle formule (1) pour le volume 
des prismes Ha qui a trouvé dans la suite une application à la 
détermination des conditions qui doivent être remplies par de pris­
mes spéciaux inscriptibles aux hypersphères, et qui a suggéré une 
nouvelle forriuile {11} qui adjoint à un déterminant de la forme (6) 
un déterminant réciproque dé la même forme. 
; ; ^ çn fonction des arêtes, 

>:p.ir̂ â tÉbiif_ ^I^^"élé.ï_iente^dé la diagonale principale différents 
de fcèro:v;vvv-;;

 ;v--;_--/../ .•"• ;;v -\". ; • ::;.- ••• ;•-„.;,•;. 
v La deuxième.paî$ie contient quelques propriétés métriques des 
simpliées iangentiels; leur étude; portant tantôt sur les arêtes, 
tantôt; sui* les angles;, \fournit la source de divers résultats.; 

Un réstûtàteara^térkti^uë s'est présenté, faisaht ressortir le 
;rôle ^ points de 
coî£$i^ tous les commets du simples 
•ne.'p^î^i.^M'^n^ s ^ tme mêmehyjïersjphère dont le nombre de 
4im§i^^ $i le simp est 
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Les rayons des hypersphères circonscrits, inscrits et exinscrit» 
aux arêtes, sont donnés avec leur relations aux autres quantités 
caractéristiques. 

Dans la troisième partie une pareille méthode de procédé 
montre plusieurs analogies des simplices orthogonaux aux précé­
dents. C'est surtout la circonstance que les pieds des hauteurs 
menées du centre orthiquë aux arêtes formant un polygone simple, 
contenant tous les sommets du simplex, se trouvent sur une même 
hypersphère, si le nombre de dimensions du simplex est impaire» 

La détermination du rayon et de la puissance du centre 
orthiquë par rapport à ces hypersphères forme la conclusion du 
mémoire. 
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