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Č Á S T F Y S I K Á L N Í . 

Elektromagnetické vlny ve vodivých trubicích. 
D. MaixneroTá, Praha. 
(Došlo 14. ledna 1939.) 

Zákony šíření elektromagnetických vln ve vodivých trubicích 
kruhového průřezu vyšetřili po prvé Carson, Mead a Schelkunoff.1) 
Před nimi se touto otázkou zabýval Barrow,2) ale jen pro speciální 
případ symetrické elektrické vlny. Carson, Mead a Schelkunoff 
řešili tento problém obecně, a to v podstatě stejnou metodou, 
kterou stanovil Sommerfeld3) a po něm Hondros4) rychlost a útlum 
elektromagnetických vln na vodivém drátě. 

Z teorie plyne, že se elektromagnetické vlny ve vodivých trubi
cích šíří podle docela jiných zákonů než na vodivých drátech. 
Fázová rychlost vln, které lze pozorovati na vodivém drátě, liší 
se u drátů obvyklé tloušťky nepatrně od rychlosti vln v okolním 
prostředí a je prakticky nezávislá na konstantách drátu (poloměr, 
vodivost), také útlum vln je malý. Teprve u velmi tenkých drátů 
(na př. pro vlny, jejichž délka ve vakuu činí několik dm, u drátů 
poloměru asi 10~ 3 mm) projevuje se vliv poloměru a vodivosti 
drátu; rychlost vln postupujících po takovém drátě je podstatně 
menší než rychlost vln v okolním prostředí a jejich útlum je 
značný. Pole je symetrické kolem osy drátu; elektrická síla leží 
v rovinách proložených osou drátu, síla magnetická v rovinách 
k ní kolmých a magnetické silokřivky jsou kruhy, jejichž středy 
leží v ose drátu. Podle Hondrose nazýváme tuto vlnu symetrickou 
vlnou elektrickou. 

Teorie připouští ještě jiné typy elektromagnetických vln na 
vodivém drátě. Je to nejdříve vlna magnetická, v níž magnetická 
síla leží v rovinách proložených osou drátu, síla elektrická v rovi
nách k ní kolmých a elektrické silokřivky mají tvar kruhů se středy 

2) J . R. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, The Bell System 
Technical Journal, 15 (1936), 310. 

2) W. L. Barrow, Proceedings of the Institute of Rádio Engineers, 24 
(1936), 1928. 

3) A. Sommerfeld, Wiedemamťs Annalen, 67 (1899), 233. 
4) D. Hondros, Annalen der Physik, 30 (1909), 905. 
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na ose drátu; pole této vlny je také symetrické kolem osy drátu. 
Dále jsou vlny nesymetrické, v nichž elektrická i magnetická vlna 
jsou spolu spřaženy. Rychlost všech těchto vln závisí značně na 
konstantách drátu i na frekvenci. Praktického významu nemají, 
neboť jejich útlum je tak veliký, že se vůbec nedají pozorovati. 

I vodivými trubicemi mohou se šířiti elektromagnetické vlny 
několika typů. Jsou to nejdříve symetrická vlna elektrická a sy
metrická vlna magnetická. Ale i nesymetrické vlny mohou tu býti 
dvojího druhu, elektrického a magnetického, nejsou tedy spolu 
spřaženy, jak je tomu v případě vodivého drátu. Kromě toho 
však se každá z těchto vln skládá z nekonečného počtu vln téhož 
typu, na př. z nekonečného počtu symetrických vln elektrických, 
které mají sice stejnou frekvenci, ale různé fázové rychlosti i útlum. 
O závislosti útlumu těchto vln na frekvenci lze zhruba říci toto. 
Je-li kmitová frekvence malá, je útlum všech vln, které by v tru
bici mohly vzniknouti, tak veliký, že se nedají pozorovati; trubice 
nepropouští elektromagnetické kmity nízkých frekvencí. Stoupá-li 
frekvence, počne při jisté její hodnotě útlum rychle klesati, až 
dosáhne hodnoty velmi malé; při které frekvenci to nastane, závisí 
jednak na poloměru trubice a na vodivosti jejích stěn, jednak i na 
tom, o jaký typ vlny jde; je tedy tato t . zv. první kritická frek
vence jiná pro symetrickou vlnu elektrickou než pro symetrickou 
vlnu magnetickou. Od této frekvence počínajíc šíří se trubicí 
jedna vlna zvoleného typu. Zvyšujeme-li frekvenci dále, přijdeme 
ke druhé kritické frekvenci, při níž se objeví druhá vlna téhož 
typu; její útlum byl při nižších frekvencích tak veliký, že se nedala 
pozorovati, když se však frekvence kmitů přiblíží k druhé kritické 
hodnotě, počne útlum zase rychle klesati. Při frekvencích něco 
vyšších, než je druhá kritická hodnota, šíří se pak trubicí dvě 
vlny stejného typu lišící se od sebe fázovými rychlostmi. Dalším 
zvyšováním frekvence dospějeme k třetí kritické hodnotě; trubicí 
se pak šíří tř i vlny stejného typu, stejných frekvencí a různých 
fázových rychlostí atd. To platí v podstatě stejně pro vlny všech 
typů bez rozdílu, takže při dosti vysokých frekvencích mohou 
vodivou trubicí procházeti i slabě tlumené symetrické vlny magne
tické nebo vlny nesymetrické, a to elektrické i magnetické. 

Také fázová rychlost vln v trubicích závisí podstatně na polo
měru trubice a na její vodivosti, mimo to ovšem i na frekvenci. 
Je vždy větší než rychlost elektromagnetických v prostředí, 
kterým je trubice vyplněna. 

V citované práci vypočetli Carson, Mead a Schelkunoff zá
vislost útlumu na frekvenci pro jednotlivé typy vln, ale jen v pří
padě, kdy je útlum malý, tedy pro dosti vysoké frekvence. Závislost 
fázové rychlosti na frekvenci stanovili jen pro trubice, jejichž 
stěny jsou z látky nekonečně dobře vodivé. V této práci jsou vy-
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počteny obě tyto veličiny metodou jinou, která umožňuje stanoviti 
je pro každou frekvenci a za předpokladu, že vodivost stěn trubice 
je sice veliká, ale konečná. 

1. R o v n i c e p r o f á z o v o u r y c h l o s t a ú t l u m . 

Nekonečně dlouhá trubice kruhového průřezu, jehož poloměr 
je Q, nechť je vyplněna homogenním isolujícím dielektrikem, di-
elektrickó konstanty e2 a permeability /z2- Stěny trubice nechť jsou 
z látky dobře vodivé (kov); její dielektrickou konstantu označíme el9 

permeabilitu pl9 konstantu vodivosti, měřenou v absolutní míře 
elektrostatické ox. V dalším budeme důsledně index 1 vztahovati 
na látku, z níž jsou stěny trubice, index 2 na dielektrikum v trubici. 

Budeme předpokládati, že touto trubicí procházejí vlny časově 
netlumené, takže závislost intensity elektrického a magnetického 
pole (£ a £ na čase je dána funkcí ei(tít, kdež co je reálné; je to 
kruhová frekvence. Do osy trubice položíme osu z\ závislost 
intensit S a S na ose z vyjadřuje pak funkce e ± ť V. Veličina Xn 

je obecně komplexní; píšeme-li ji v tvaru 

A = -£ + ix, (1) 
JJ 

značí L délku vlny procházející trubicí a x její útlum, způsobený 
vývojem Jouleova tepla. Je 

T - V 

značí-li v fázovou rychlost vlny a / její frekvenci. 
V rovině kolmé k ose trubice si zavedeme polární souřadnice r 

a <p. Závislost vektorů (£ a $y na cp se dá vyjádřiti Fourierovou 
řadou, takže obecný výraz pro jejich složky má tvar 

00 

eia>t ^ [P(r) cos ncp + Q(r) sin ny] e ť V ; (2) 
n=0 

funkce P(r) a Q(r) se stanoví integrací Maxwellových rovnic.5) 
Pro n = 0 jsou složky elektrické a magnetické síly nezávislé na q>: 
pole je symetrické kolem osy trubice. 

Z podmínek, které musí býti splněny v rozhraní, t . j . pro 
r = Q, plyne pak rovnice pro Xn. Ta zní6) 

n 
W lx2-y2Y= /V . i . . H'n (x) fe,- # 1_ > /'„ (y)\ # 

n \ x*y2 J \J"I x Hn(x) fx2 y in(y)J 

Iti H'±ix)_!ás 1>n (y)\ <<i\ 
\x'Hn(x) y'l«(y)J' K> 

5) Viz na př. D. Hondrons, loc. cit., rovn. (16) a (18). 
6) Viz D. Hondros, loc. cit., rovn. (22). 
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Při tom n má týž význam jako v rovnici (2), dále je 

x = 9]/k1
2— An\ y = oVk^Jn1, (4) 

kdež konstanta k je definována rovnicí 

7 SLIOJ2 + 4TIÍOUOJ ._ . 
JC=^ _ ; (O) 

e je.dielektrická konstanta prostředí, JLL permeabilita, c rychlost 
světla ve vakuu. 

Prostředí 1, stěny trubice, je vodivé. Budeme o něm před
pokládati, že sahá až do nekonečna; jsou-li na př. stěny trubice 
kovové, je tento předpoklad dovolen, není-li tloušťka stěn ne
smírně malá. Ve výraze pro kx je pak ox velké číslo (na př. pro měď 
je ox = 5,75 . 1 0 _ 4 . c2 absolutních jednotek elektrostatických), 
můžeme tedy v rovnici (5) první člen vynechati vedle členu dru
hého, nedosáhne-li OJ hodnot tak značných, s jakými se shledáváme 
u kmitů optických. Pak je 

7 2 4 7 l i 

k2 = —r.o1fi1oj. 

Sem dosadíme 
2TC . c 

OJ = 2?zf = — j — 9 

kdež l značí délku vlny odpovídající frekvenci / ve vakuu; budeme 
ji nazývati volnou vlnou. J e l = cif. Tak dostaneme 

(ß) 

(6') 

Pro kovy a vlny nepříliš dlouhé jsou kx i R veliká čísla. Tak na př. 
pro měď (ot = 5,75 . 10—4 . c2, fzx = 1) a pro l = 1 0 cm dostáváme 
R = 25,78 . 103 a kx = (1 + i) . 25,78 . 103. 

Prostředí 2 isoluje, je tedy o2 = 0 a 

_ €2^2 2 — 4^2 £i/f2 

takže 

k2 = - j ]/o2 ii2 = - y - . ]/o2fi2. (6") 

<64 

V-»*g 
l-.i; 

z toho plyne dále 
h = (! + • )R, 

kdež 

R =*V¥- — laФi1-
L> 



Dále značí v rovnici (3) Hn(x) první Hankeloyu funkci a In(y) 
Besselovu funkci řádu n.7) Znamení odmocniny ve výraze, kterým 
je dáno x (rovn. 4), nutno vždy voliti tak, aby imaginární část x 
byla kladná. 

Pro n = 0 je levá strana rovnice (3) rovna nule a rovnice se 
rozpadne v rovnice dvě: 

kS 1 H'0(x) = Jc2* 1 F0(y) 
fa x ' H0(x) fa' y ' I0 (y) (7) 

fa H'0 (x) = fa F0(y) 
x ' H0 (x) y' I0 (y) ' { \ 

První z nich odpovídá symetrické vlně elektrické, druhá syme
trické vlně magnetické. 

Řešením rovnic (3), případně (7) nebo (8) dostaneme pro Án
2 

komplexní výraz tvaru 
V = p + iq, (9) 

a když vypočteme An, plyne z rovnice (1) fázová rychlost i útlum 
vlny. Počet se dá zjednodušiti, poněvadž, jak uvidíme v dalším, 
je zpravidla p velké proti q. Musíme pak rozeznávati dva případy: 
p > 0, p < 0. 

1. p > 0. Pak 
*n = (P + iq)* 

a rozvojem v binomickou řadu dostaneme, když zanedbáme veličiny 
vyšších řádů. 

Porovnáním s rovnicí (1) plyne 

L=-2JITT= 
VP 

aneb 

v = 27t^f= (10) 
VP 

a pro konstantu útlumu dostáváme 

* = 7Tř=- (-- ) 
2]/p 

Poněvadž je q malé proti p, je útlum malý. 
2. p < 0. Pak máme 
7) Viz na př. D. Hondros, loc. cit. p. 948. 
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*n = (p + iq)* 

a přibližně 

Odtud plyne 

aneb 

^ ( ' + f 
Яя = i]/_ p-f _ 

-Ł = 4я 

2 2 У ~ І 

3 

r = 4 7 r ^ ? (12) 

a x = ] / — p. (13) 

V tomto případě dostáváme veliký útlum. 
Jsou-li p a q téhož řádu, nutno An vypočísti z výrazu (9) pro 

Xn
2 obvyklou cestou. Položíme 

Xn
2 = rei(p 

je pak 

Д» = VІ re 2 . 

Һ* 1 Я'0(x) Һ* 1 I'. tø) 
/.! a; H0 (x) J«2 У Лtø) 

Úhel tp musíme zvoliti tak, aby Xn mělo reálnou i imaginární část 
kladnou. 

Provedeme nyní počet pro jednotlivé typy vln. 

2. S y m e t r i c k á v l n a e l e k t r i c k á . 

Rovnice pro ln tu zní (rovn. 7) 
1 7' (».\ 

(14) 

Hledáme vlny, jejichž útlum je malý. Pak je kx jistě veliké proti Xn 

a v první rovnici (4) můžeme Xn vynechati, takže dostaneme 

x = gkv (15) 
Je tedy x také veliké a má imaginární část kladnou. Platí pak 
přibližně 

H'9(x) 
H0(x) 

a rovnice (14) se dá psáti ve tvaru 

„ h(y) f*i Qk-f • n f i v 
y-TM ^"K'1 (16) 

m 

= г 



Pravá strana této rovnice je velmi malá; v prvním přiblížení vy
hovíme jí tedy řešením 

h{y) = o. 
Tato rovnice má nekonečně mnoho kořenů vesměs reálných, stačí 
uvažovati jen kořeny kladné. Seřadíme-li je podle velikosti, 
dostaneme řadu 

2,405, 5,520, 8,645, 11,792, . . . 

Označíme m-tý kořen yom; pro poněkud větší m je přibližně 

y = (m— 1) n -f — . 

Přesnější řešení rovnice (16) dostaneme, položíme-li 

y = yom + *?, (17) 

kdež r] pokládáme za malé číslo. Pak levá strana oné rovnice zní 

h(y) _ (yom + n) Jo(yom + v) 
y ' i\(y) i'o(yom + n) 

Výrazy na pravé straně rozvineme v řadu, veličiny řádu if a vyš
šího vynecháme, a poněvadž I0(yom) = 0. dostaneme 

_. h(y) „ „ 

Po dosazení rovnice (16) zní 

Pí Qh2 

n . yom = — 
takže 

Ч-У^^-^-TГ-^ 

/*2 yom • \ 

Za &_ dosadíme výraz (6), je pak 

__ _ e.v 
[*2 yom (1 + Í)B 

aneb 

y"2 *y0mM 

a podle rovnice (17) 

/*2 lyOmK 

Z druhé rovnice (4) vypočteme nyní Án. Poněvadž je tu n — 0, 
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a poněvadž pro y dostáváme nekonečně mnoho řešení, píšeme Aom 
místo Xn. Je pak 

aneb 
}n 2 h 2 _^ 
^0w» — ^ 2 jf 

Sem dosadíme y — yom + *7 a vynecháme členy řádu rf\ tak vznikne 

3 2 _ X. 2 ^Om2
 t > */0m»7 

Aom — *2 ~ w ~~^T 

a vzhledem k rovnici (18) 

takže podle rovnice (9) je 

* _ z, 2 V0™2 i i"i ^ 2 2 ^ 
V — ^2 i — t * ~ 5 £2 ^2 e-ft 

A^l ^2 

^2 QR 

(19) 

Je viděti, že q je velmi malé proti p vyjma případ, kdy rozdíl 
&22 — yom2/Q2 je malý. Vyloučíme-li jej zatím, jsou útlum a fázová 
rychlost dány podle toho, jaké znamení má p, rovnicemi (10) a (11) 
nebo (12) a (13), při čemž možno za p psáti jednoduše 

Tento výraz je kladný, je-li 

záporný, je-li 
Q 

K < —- • 
Q 

Dosadíme-li sem za k2 z rovnice (6"), nalezneme, že p mění své 
znamení v okolí frekvencí 

/ — c * V0™ • (9ft\ 
' 0 m ~ ~ o 1 , - = ' ( 2 0 ' 

27tQ]/e2fi2 

pro frekvence vyšší je p kladné, pro frekvence nižší záporné. 
Pro kladná p je podle rovnice (10) fázová rychlost vlny od

povídající frekvencí / dána rovnicí 



'•--•'Hť-.wy^"-''••'•;• ;> , 2 1 ) 

Dostáváme tedy pro fázovou rychlost nekonečně mnoho hodnot; 
trubicí se může šířiti nekonečně mnoho symetrických vln. Jejich 
fázové rychlosti nezávisí na vodivosti stěn, je-li ovšerri tato veliká, 
a není-li frekvence kmitů blízká některé frekvenci f0m dané rov
nicí (20), Když do rovnice (21) dosadíme z rovnice (6") za k2 

a z rovnice (20) za y0m/(>> dostaneme po snadné úpravě pro v0m 

výraz , 
c \ 

v0m = TJ= • , ^ (22) 
]/e2[x2 V-l — ( W / ) 2 ! 

který ovšem platí jen, je-li / > f0m a není-li rozdíl / — f0m příliš 
malý. Podíl c/][£2fjt2 je rychlost volné vlny v dielektriku vyplňují
cím trubici, je tedy v0m vždy větší než tato rychlost. 

Pro útlum plyne z rovnice (11), (19) a (19') 

P>\ >^2 1 

- І " * Є Ä І | / , . ÿo»_ 7' fC2 

aneb vzhledem k rovnicím (6'), (6") a (20) po úpravě ! 

(X 

XOm = ,; , — ' (23) 
]/l - (W/)2 

kdež 

(X = _Ł. Vьaá. (2з 
2g ]/ iл.2ax 

Tento výraz odvodili Carson, Mead a Schelkunoff v citované práci.8) 
Platí za stejných podmínek jako rovnice (21) pro fázovou rychlost. 

Je-li / < f0m a rozdíl f0m — / nepříliš malý, vypočte s e í ? a « 
z rovnic (12) a (13), při čemž p a q jsou dány rovnicemi (19) 
a (19'). Po provedení počtu dostáváme ty to výrazy: . 

Vom = — • Um • l/l — (f/fom)2 (24) 

*0m = ~~ y*V*2 /<*. - V1 — (///Om)2. (?«) 

Tyto rovnice ovšem neplatí, stejně jako rovnice (22) a (23), 
8) J . V. Carson, S. P, Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit. p; 327, 

rovn. (48). 



je-li rozdíl / — fQm malý. Pak je totiž p téhož řádu jako q 
a Aom musíme vypočísti přímo z rovnice (9). 

Jako příklad je v tab. 1 vypočtena fázová rychlost a útlum 
symetrické vlny elektrické v měděné trubici (ax =-= 5,75 . 10—4. c2 

elektrostat. jedn.) poloměru Q = 5 cm. Výpočet je proveden pro 
první kořen yx = 2,405. 

Tab. 1. 

/oi sec— l . v01 cm/sec . 
1 cm . 1 0 - 1 0 q . 10в V . ю- 1 0 x01 cm— l Az01 cm 

8 0,375 13,30 + 0,3855 3,79 1,1 . ю - 5 9,09 . 104 

12 0,250 7,24 + 0,0427 7,60 1,8 . 1 0 - 5 5,56 . 104 

12,5 0,240 6,81 + 0,0212 10,36 2,3 . 1 0 - 5 4,35 . 104 

13 0,230 6,42 + 0,0022 30,82 6,8 . 10- 5 1,47 . 104 

13,02 0,230 6,41 + 0,0015 37,26 8,3 . 1 0 - 5 1,21 . 104 

13,05 0,229 6,37 + 0,0004 7,19. 102 1,6 . ю - 4 6,28 . 103 

13,07 0,229 6,37 —0,0003 81,52 . 102 0,017 58,82 
13,5 0,222 6,07 —0,0148 5,4 . 104 0,12 8,33 

14 0,214 5,75 —0,0300 8,1 . 104 0,18 5,56 
20 0,150 3,37 —0,1327 20,4 . 104 0,36 2,78 
30 0,100 1,87 —0,1875 29.7 . 104 0,43 2,33 

Hodnoty Az v posledním sloupci jsou dráhy měřené v cm, 
které vlna musí uraziti, aby její amplituda klesla na 1/e-tou část 
původní hodnoty. 

Z tabulky je zřejmé, že útlum K01 je v intervalu l = 8 cm 
do l = 13,05 cm poměrně malý a jeho vzrůst zvláště s počátku 
nepatrný. J e vidět, že vlna musí v tomto intervalu proběhnouti 
velikou dráhu Az, aby amplituda vlny klesla na 1/e-tou část pů
vodní hodnoty. I = 13,05 cm tvoří jakousi hranici. Od této hodnoty 
útlum počne stoupati a je třeba stále menší dráhy Az pro klesnutí 
amplitudy na 1/e-tou část původní hodnoty. V tomto oboru se 
vlny procházející trubicí pozorovati nedají. Změna útlumu v okolí 
kritické frekvence je poměrně rychlá; pro l = 13,05 cm je KQ\ = 
= 1,6 . 10- 4 c m - 1 , pro l = 13,07 cm je x01 již 1,7 . 10~2 c m - 1 . 

Fázová rychlost v01 s počátku stoupá zvolna, ale čím dále tím 
rychleji, až zase v okolí hodnoty l = 13,05 cm, kdy začíná útlum 
růsti, stoupá v01 velmi rychle. 

3. S y m e t r i c k á v l n a m a g n e t i c k á . 
Pro magnetickou symetrickou vlnu je A» dáno rovnicí (8), 

jež zní 
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_i H'0{x) n_ I'0(y) 
x'H0(x) y'h(y)' yM) 

Hledáme zase vlny o malém útlumu, takže x je opět dáno rov
nicí (15) a přibližně je 

_ _ _ 
H0(x) • 

Rovnici (26) můžeme pak psáti v tvaru 

I . ____L(__1= ti. _____ (27) 
y h(y) 1*2 _&i* 

Na pravé straně máme malé číslo; vyhovíme tedy poslední rovnici 
přibližně řešením 

i'0(y) = o. 
Tato rovnice má zase nekonečně mnoho reálných kořenů. Z nich 
musíme vyloučiti kořen y = 0, neboť v tom případě levá strana 
rovnice (27) není rovna nule, nýbrž — 1/2. Seřadíme-li ostatní 
kladné kořeny podle velikosti, dostaneme řadu 

3,83, 7.02, 10,17 : 

pro poněkud větší ra je přibližně 

y'om = [m + —I 71. 

Přesněji píšeme kořeny rovnice (27) v tvaru 

y — y'om + i)\ 

kdež Y\ je malé číslo. Po dosazení dostaneme až na veličiny řádu rj2 

*/í"o(ž/'om) _jW_ i 

y'om h(y'om) fa QK 

-Besselova funkce I0(y) splňuje diferenciální rovnici 

i\(y) + ji'o(y) + h(y) = ^ 

Pro y — y'0m z ní plyne 

I\(y'o«) = __ , 
Io(yOm) 

když to dosadíme do rovnice (29), dostaneme 

r ) _ _ { _ . _ _ . 

(29) 
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Za kx dosadíme výraz (6); je pak 

/*i y om 1 + * v 

y( — . . (30) 
fl2 Q B 

a podle rovnice (28) 

Budeme psáti X'om místo An< pak stejně jako v předešlém případě 
dostaneme 

' 2 ' 
x' — v 2 y °m. j _ >ái. y.^ t-i 4. i\ 
AO»-A, g 2 - r ^ ^ ( i - i - * ) 

a porovnáním s rovnicí (9) plyne 

,/fi y'*™ 1 
h //„ ' n*R I 

(31) 

^ __ Ь 2 # ' ° ж 2 1 i" l У'<>™2 ì 

Q2 /*2 08-« ' 

Zase je q malé proti p vyjma případ, kdy rozdíl k2
2 — y'om2/Q2 je 

malý. Vyloučíme-li jej, můžeme psáti 

p = bl2-.yj*t. { 3 r ) 

Tento výraz je kladný, je-li 
e2 

Q 
záporný, je-li 

7 ^ V Om i , ^ — • 

p tedy mění své znamení v okolí frekvencí, daných rovnicí 

,, _ cy'om 
J Om 27iQ]/e2fi2 

Je-li p kladné, t . j . je-li / > / ' 0 w , a je-li mimo to rozdíl / ' 0 m — / 
nepříliš malý, vypočteme v'om a «'0m z rovnic (10) a (11). Po pro
vedení počtu dostaneme tyto výrazy 

v'0m = =n=-L_ • lf
 l — (32) 

]/s2fu2 | / l _ ( / W / ) 2 

, (/ Om f) /oo\ 

"~-"yr—w m 
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a je dáno rovnicí (23'). Tento vzorec souhlasí s výrazem, který 
odvodili Carson, Mead a Schelkunoff.9) 

Pro záporná p, t . zn. pro / < f'0m, a není-li rozdíl / — f'0m 

příliš malý, plynou z rovnic (12), (13), (31) a (31') tyto hodnoty 
pro fázovou rychlost a útlum 

,.' -2л ř ì/r 
Л / Om 

2л 

(flfomf 

*'om = ^~ • ]/e2jU2 . fom Vl — (f/fom)2-

(34) 

(35) 

Je-li rozdíl / — f'0m malý, pak je p téhož řádu jako g a ] f t 

musíme vypočísti přímo z rovnice (9). 
Jako příklad je v tab. 2 vypočtena fázová rychlost a útlum 

symetrické vlny magnetické v měděné trubici (ax = 5,75 . 10—4 . c2 

elektrost. jedn.) poloměru Q 
první kořen y = 3.83. 

5 cm. Výpočet je proveden pro 

Tab. 2. 

1 cm 
/ ' 0 1 s e c - i . 

. ю-1 0 

! 
q . 105| p 

г/0 1cm/sec. 
. ю-1 0 x'01 c m - 1 Az'01 cm 

8 0,375 1,27 + 0,5582 3,17 8,5 . 10- 6 1,18. 105 

16 0,187 1.79 + 0,0955 3,86 2,9 . 10- 5 3,45 . 104 

24 0,125 2,19 + 0,0098 8,26 1,1 . ю - 4 9,09 . 103 

25,5 0,117 2,26 + 0,0020 16,86 2,53 . 10- 4 3,95 . 103 

25,8 0,116 2,27 + 0,0006 30,78 4,64 . 10- 4 2,16 . 103 

25.9 0.115 2,28 + 0,0002 53,32 8,05 . 10- 4 1,24 . 103 

26 0Д15 2,28 —0,0003 1,12. 103 1,73 . 10- 2 57,80 
27 0,111 2,32 — 0,0045 4.02 . 103 6,71 . 10- 2 14,90 
30 0,100 2,45 —0,0148 6,24 . 103 0,12 8,33 
40 0,075 2,83 — 0,0340 6,14 . 103 0,18 5,56 

Z tabulky vidíme, že průběh útlumu i fázové rychlosti je 
analogický jako v předešlém případě. Kritická hodnota volné 
délky vlny je nyní 25,9 cm. 

4. N e s y m e t r i c k é v l n y . 

Budeme nyní předpokládati, že je n > 0; An pak je dáno 
rovnicí (3). Zase hledáme vlny malého útlumu, pro ně je x = kxg 

•) J . V. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit. p. 327, 
rovn. (50). 
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a je veliké, takže přibližně 

_ > _ _ _ , • 
H~n(x) *• 

y můžeme pokládati za malé proti x, takže na levé straně rovnice (3) 
zanedbáme y vedle x. V prvním faktoru na pravé straně je pak 

_1!_.-L H'n W ____. 
jut x Hn (x) flx Q 

Vedle tohoto velkého členu zanedbáme druhý člen v závorkách, 
nesmí ovšem býti stejného řádu jako první člen; to bude splněno 
jistě, leží-li y dosti daleko od kteréhokoli z kořenů rovnice In(y)= 0. 
V druhém faktoru na pravé straně je 

__ # H'n (x) __ ju^ 
x Hn(x) kxQ 

tento člen je malý a ponecháme celý faktor. Tak dostaneme 

?i2An2 kxi Ifxx . JU2 rn(y)\ 
У* Џiв 

lfxx . ji2 If

n(y)\ 

\kiQ y in(y)j 
a po uprave 

i . . /_tø) _ a . __ (i +
 n2Һle2 

--4Í1 
H Qki \ 

y in(y) H Qki\ y* 

Za k± dosadíme z rovnice (6) a za /.n
2 dosadíme známý výraz od

vozený z druhé rovnice (4), totiž 
/2 

У 2 Ь 2 
Лft łí>2 

_ V 

Po úpravě dostaneme 
Q2 

_ . . _ _ _ L _ _ . . 1 + J . / 1 + W 3 _ _ _ Z _ _ \ . ( 3 6) 
2/ In(y)-Mi 2QB \ 1 + n y* )' ( 3 6 ) 

pravá strana této rovnice je číslo velmi malé, v prvém přiblížení 
lze jí vyhověti řešením 

r«(y) - o. 
Tato rovnice má nekonečně mnoho reálných kořenů, jeden 

z nich je y = 0. Ten však musíme vyloučiti, neboť pro y = 0 
a w > 0 je podíl Vn(y)ly . In(y) nekonečně veliký. Ostatní kladné 
kořeny seřazené podle velikosti označíme yf

nm. Jako přesnější 
řešení položíme zase 

y = y'nm + n> (37) 

kde r\ je malé číslo. J e pak 
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y In{y) y'nmln(y'nm) 

Besselova funkce n-tého řádu splňuje rovnici 

rn(y) + i . I'n(y) + (l -^\ ln(y) = 0, 

pro y = y'nm z ní plyne 
I"n(y'nm) = — 11 — -£—\ In(y'nm). 

\ U nm I 

Po dosazení do rovnice (36) a úpravě dostaneme 

iiL 1 -f- i , I n2Q2k2
2 \ 

V ~ ~Jt" "2QR •y^[L+ y'nm\y'm1?-n*) ) (38> 

Stejným postupem jako v předešlých případech dospějeme pak 
k těmto vztahům 

nm2 . Џì. 1 / . . П2Q%2 

p = = í % 1 . - - - - r + - - - П 5 - + i . JL/ 
i <?3IҶ 

(39) 
fX2 Q*B \ y'nm2(y'nm2 — U2 J ' 

V" ^ Q*R\ + tfnmWnm2 — n2)} ' V *" ' 

Zase je q malé proti p vyjma případ, kdy rozdíl k2
2 — y'nm2lQ2 je 

malý. Vyloučíme-li jej, můžeme psáti 

p-h2-^ (39') 

p mění tedy své znamení v okolí frekvencí, daných rovnicí 
n __ c . y nm , 4 Q v 

Pro kladná p použitím rovnic (10), (11), (39) a (39') dostáváme 
pro fázovou rychlost a konstantu útlumu tyto výrazy 

"'nm = Í&>-(/'W/T ( 4 1 ) 

И мm — yr=^-K-'fl,+?_-^r (42) 

Je-li p záporné, musíme výrazy pro v'nm a «'nm odvoditi z rovnic 
10) Srv. J . V. Carson, S. P . Mead and S. A. Schelkunoff, loc. cit. 

p . 328, rovn. (52). 
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(12), (13), (39) a (39'). Pak je 

= *?.-£- vг 
m ť ' У 

(X / nm 

(f/fn^ 

2л 
{• + (llľnшY~, 

Î Г 

У; łг-J 

'̂wm — — . ]/e2U2 . /'nmVl — (f/f'nm)2> 

(43) 

(44) 

Toto řešení odpovídá nesymetrické vlně magnetické; pro 
n = 0 přecházejí nalezené vzorce ve výrazy (32) až (35) odpovída
jící symetrické vlně magnetické. 

Jako příklad vypočteme v'nm a K'nm pro vlny v měděné trubici 
(ax = 5,75 . 10~4 . c 2 elektrost. jedn.) poloměru Q = 5 cm, a to 
pro n = 1 a pro první kořen Í/X = 1,84. Výsledky jsou obsaženy 
v tab. 3. 

Tab. 3. 

/'пsec— l. v'\\ cm/sec. 
Zcm . ю-10 q. Ю6 V . ю-10 к'\\ c m - 1 Лz'lx cm 

6 0,500 11,1 + 0,9606 3,21 5,68 . 1 0 - 6 1,76 . 105 

10 0,300 7,26 + 0,2594 3,69 7,13 . 1 0 - 6 1,40 . 105 

16 0,187 6,11 + 0,0188 8,41 2,23 . 1 0 - 5 4,49 . 104 

17 0,176 6,06 + 0,0012 32,58 8,75 . 10~5 1,14 . 104 

17,05 0,175 6,06 + 0,0004 56,52 1,51 . 10 4 6,60 . 103 

17,1 0,175 6,06 —0,0004 77,7 . 102 2,0 . 10-2 50,00 
18 0,166 6,04 —0,0136 41,3 . 103 0,12 8,58 
20 0,150 6,03 —0,0367 59,9 . 103 0,19 5,22 
30 0,100 6,03 — 0,0915 59.2 . 103 0,30 3,31 

Průběhy v'nm a Kf
nm jsou obdobné jako v předešlých dvou 

případech. Kritická hodnota je v tomto případě l = 17,05 cm. 
Předpokládali jsme, že y leží dosti daleko od kteréhokoli 

kořene rovnice In(y) = 0. To je splněno, neboť y je velmi přibližně 
dáno kořeny rovnice I'n(y) = 0 a z teorie Besselových funkcí je 
známo, že všechny kořeny rovnic In(y) = 0 a I'n(y) = 0 se od 
sebe dostatečně liší mimo kořen y = 0, který je oběma rovnicím 
společný pro n > 1, ale tento kořen jsme vyloučili. 

Vyšetříme nyní, nevyhovíme-li rovnici (34) řešením, které je 
blízké kořenům rovnice In(y) = 0. Budeme zase hledat jen vlny 
s malým útlumem; pro ně podobným postupem jako svrchu se 
rovnice (3) zjednoduší a zní takto : 

nЧ2 

У \Q fix /*» y In(y)J \ y In(y)j 
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Po úpravě 
___ ____)_ = __ M n2Xn

2 In(y) u~. 
y ' h(y) ^ i ' & 2

2 e y* ' I'n(y)' { } 

Této rovnici vyhovíme skutečně hodnotou y, která je blízká 
některému kořenu rovnice In(y) = 0. Pak je totiž levá strana 
veliká, pravá strana také, neboť první její člen je veliký, druhý 
malý. Jeden z kořenů rovnice In(y) = 0 (n > 0) je y = 0; ten 
vyšetříme zvlášť. Označíme ynm libovolný nenulový kořen rovnice 
In(y) =— 0, položíme 

y = ynm-V v, (46) 
a dostaneme 

_ IH _ 2 _ _ _ 

A*2 ^ 1 t/nm 

aneb vzhledem k rovnici (6) 

' — S - i & •<>+«• < 4 7 > 
Odtud vypočteme 

r — Kw 
Q2 u2 QR 

Џ\ ^2 

~~ џг QR 

(48) 

Není-li rozdíl k2
2 — ynm

2/Q2 velmi malý, můžeme psáti 

p=h'-^4- ( 4 8 ') 
p tedy mění své znamení v okolí frekvencí 

fnm ~~~~ ~ y ' * ' 
27lQ]/e2fJ>2 

Pro p kladné (vysoké frekvence) dostáváme z rovnic (10), 
(11), (48) a (48') následující hodnoty pro fázovou rychlost a útlum 1 1) 

c 1 
vnm = T 1 = • _, = (50) 

]/e2fx2 ]/l-(fnm/f)2 

a 

*"" = THm> (51) 

Pro záporná p (nízké frekvence) vyjdou z rovnic (12), (13), 
n ) Sгv. J . V. Caгson, S. P. Mead and S. A. Sch lkunoff, loc. cit. 

328, гovn. (51). 
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(48) a (48') tyto výrazy 

2л 
Oí 

=—.fnmyi—(f/fnm)2 

Xnm — "~~ ' \ ^2^2 fnm \ 1 (f/fnm) • 
C 

(52) 

(53) 

Toto řešení odpovídá nesymetrické vlně elektrické; pro n = 0 
přecházejí výrazy pro vnm a xnm ve výr&zy (22) až (25) odpoví
dající symetrické vine elektrické. 

Jako příklad je v tab. 4 vypočten útlum a fázová rychlost 
vln v měděné trubici (ax = 5,75 . 10—4 . c2 elektrost. jedn.) polo
měru Q = 5 cm. Výpočty jsou provedeny pro n = 1 a pro první 
kořen yx = 3.83. 

Tab. 4. 

1 cm 
/ u s e c - 1 . 
. ю-10 q . 105 

V 
vxl cm/sec . 

. ю-10 xľl c m - 1 Azlx cm 

4 0,750 3,77 + 1,8803 3,43 1,38 . 1 0 - 5 7,28 . 105 

8 0,375 1,31 + 0,0301 13,75 3,26 . 10- 5 2,66 . 105 

8,2 0,365 1,29 + 0,0004 1,16 . 102 3,22 . 10- 4 0,31 . 105 

8,25 0,363 1,27 —0,0067 2,92 . 104 8,19 . 1 0 - 2 12,2 
8,26 0,363 1,27 —0,0081 3,20 . 104 8,94 . 10- 2 11,2 

8,5 0,352 1,22 —0,0403 7,21 . 104 20,07 . 10- 2 4,98 
10 0,300 0,95 —0,1920 17,4 . 104 43,82 . 10- 2 2,28 
20 0Д50 0,34 —0,4880 38,85 . 104 69,86 . 10- 2 1,43 
30 0,100 0,28 —0,5428 33,4 . 104 73,67 . 10- 2 1,36 

Průběhy útlumu a fázové rychlosti jsou obdobné předešlým 
případům. Mezní hodnota l je t u 8,2 cm. 

Zbývá ještě vyšetřiti nulový kořen rovnice In(y) = 0 (n > 0). 
Pak je ynm = 0 a 

y = ynm + n = rj; 

y je tedy malé. Pro malá y a n > 0 platí přibližně 

T'»(y) __ n 
i»(y) y 

To dosadíme do rovnice (34), píšeme r\ místo y a dostaneme 

( k_i Jfcj-íiA / n\ 
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aneb po zkrácení a úpravě 

Avšak 

je tedy 

n2X2 _ џ2 kгi nk2

2 

rj2 " /ix Q Гj2 

; 2 _ ъ. 2 2_, 

e 2 

n Џ2 kгi nk2

2 

Гj2 Q2 ЏX Q Гj2 

To vede k nemozne rovnici 

n fi2 k±i 

Q2 fih Q 

coz dokazuje, ze nulovy koren rovnice In{y) — 0 musime vylouciti. 

TJstav pro teoretickou fysiku Karlovy university. 

* 

Elektromagnetische Wellen in leitenden Röhren. 

( Inhalt des o b e r e n A r t i k e l s . ) 

Die Gesetze der Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen 
in leitenden Röhren von kreisförmigem Durchschnitt wurden zum 
erstenmal von Carson, Mead und Schelkunoff untersucht.*) Ähnlich 
wie die Draht wellen kann man auch die Wellen, welche sich in 
einem leitenden Rohr fortpflanzen, in elektrische und magnetische 
teilen; beide können symmetrisch oder asymmetrisch sein. Aber der 
Vorgang ist hier viel komplizierter als bei den Drahtwellen, denn 
jede bestimmte Wellenart besteht aus unendlicher Anzahl von 
Wellen derselben Art, z. B. die symmetrische elektrische Welle 
entsteht durch Superposition von unendlich vielen symmetrischen 
elektrischen Partialwellen, die bei gleicher Frequenz verschiedene 
Geschwindigkeiten und Dämpfungskonstanten haben. Bei niedrigen 
Schwingungsfrequenzen sind alle diese Wellen so stark gedämpft, 
daß sie sich nicht beobachten lassen. Wenn die Frequenz steigt, 
läßt sich für jede Partialwelle eine kritische Frequenz bestimmen, 
bei welcher die Dämpufng plötzlich zu sinken beginnt, bis sie einen 
kleinen Wert erreicht, so daß bei genügend hoher Frequenz eine 
ganze Reihe schwach gedämpfter Wellen im Rohre entstehen kann. 

In der zitierten Arbeit haben sich Carson, Mead und Schel
kunoff nur mit den schwach gedämpften Wellen beschäftigt und 

*) J. R. Carson, S. P. Mead and S. A. Schelkunoff, The Bell System 
Technical Journal, 15 (1936), 310. 
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deren Geschwindigkeiten und Dämpfungskonstanten berechnet 
unter der Voraussetzung, daß die Leitfähigkeit des Rohrmaterials 
groß ist. In dieser Arbeit wird zur Berechnung der Dämpfung und 
Phasengeschwindigkeit eine Methode angewandt, welche es er
möglicht, beide Größen für jede Frequenz zu bestimmen, wenn die 
Leitungsfähigkeit der Wände des Rohres zwar groß aber endlich ist. 

Bei symmetrischer elektrischer Welle gilt, wenn die Frequenz / 
größer ist als die kritische Frequenz fom, für die Phasengeschwindig
keit die Gleichung (22) und für die Dämpfung die Gleichung (23). 
Wenn / kleiner als iom ist, dann hat man für diese Größen die Glei
chungen (24) und (25). Ähnlich erhält man für die symmetrische 
magnetische Welle die Gleichungen (32) und (33), resp. (34) und (35). 
Die Phasengeschwindigkeiten und die Dämpfungskonstanten der 
asymmetrischen magnetischen Welle sind durch die Gleichungen 
(41), (42) resp. (43), (44) gegeben und analogisch gelten für die 
asymmetrischen elektrischen Wellen die Gleichungen (50), (51) 
resp. (52) und (53). 
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