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CAST MATEMATICKA.

Spocetné tidy a mira mnoziny.
Bohu$ Jurek.
(Doslo 1. prosince 1930.)

Mira mnoziny') ve smyslu Lebesguové jest éislo kladné nebe
rovné nule, stanovené témito podminkami:

1. Dvé stejné mnoziny maji stejnou miru.

2. Mira souétu koneéného nebo spoéetného mnoZstvi mnozin
bez spoletného bodu jest rovna souétu mér vSech téchto mnozin.

3. Mira mnozZiny v8ech bodu intervalu.(0,1) je rovna 1. P¥i
tom dvé mnoZiny povaZujeme za stejné, vznikla-li jedna z druhé
posunutim. Soudet danych mnozin je mnozina vSech bodi, obsaZe-
nych aspoii v jedné z téchto mnozin.

Existuji jisté mnoZziny méfitelné, to jest mnoZiny, pro néz je
mozno najiti &islo, hovici pravé vyslovenym podminkam.2) Jsou to
na piiklad viechny mnoziny wuzaviené. Snadno dokdzeme, ze
existuji mnoZiny neméfitelné, to jest takové, p¥i nichZ neni
mozno splniti v8ech podminek, stanovicich miru. Vyjadiujme
v8echna éisla desetinnymi zlomky a to jedinym zptsobem (tedy
piSme disledné bud 1:3999... nebo 1'4). Do tiidy z zaradime
viechna é&isla, jejichZ decimaly, jistou poéinaje, se shoduji s deci-
méalami &sla z. Tim rozdélime osu &iselnou na t¥idy. Vyberme
z kaZdé tiidy jediné ¢&islo intervalu (0,1). MnoZina M vsech vybra-
nych é&isel je nemétitelnd. Utvoime viechny mnoZiny stejné s M,
posunuté o koneény desetinny zlomek z intervalu (— 1, 1). Je jich
spofetné mnozstvi. Soudet téchto mnoZin obsahuje interval (0,1)
~a jest uzavien v intervalu (— 1, 2). M nemiZe mit nulovou miru,

nebot pak by mira mnoZiny vSech bodi intervalu (0,1) byla nulové.
Nemuize mit positivni miru, nebot pak by mira mnoziny viech bodit
. intervalu (— 1, 2) jisté pievySovala &fslo 3. Po této ukazce uzit
pojmu tidy pfejdeme k jeho obecn&jsi definici.

') Kde neni bliz&tho oznateni, rozumime ,,mno%inou* mno#inu bodovou
na piimce.

- ?) Lebesgue definuje mé&Fitelnost jinak, ale mno¥iny mé&¥fitelné ve smyslu
Lebesgueov$ jsou mé¥itelné i v nafem smyslu.
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Definice. Bud dana libovolnd mnoZina spodetna oboustranné
ohrani¢end, kterou nazveme mnozinou zdkladni. Pak je.za-
kladni t¥idou mnoZina vSech koneénych soudti elementii mno-
Ziny zakladni a vSech rozdili takovych soudti. Ptesnéji: je-li a;
obecnym elementem mnoziny zdkladni, je zdkladni t¥idou souhrn
viech ¢isel tvaru Xmpar pro kaidé koneéné mnoZstvi kladnych

k

celych ¢éisel £ a jakdkoliv (positivni, negativni nebo nulovi) celd
disla my. Kaidy element zakladni t¥idy ndm bude t¥idicim
éislem.
Cislo a pat¥ido t¥idy b, je-li
a=>b-+c,

kde ¢ je &islo tiidici. Cislo @ patii ke t¥idé b jedin® tehdy, jsou-li
tiidy a a b identické.

MnozZinu vSech t¥id elementd mnoziny M oznaéime K(M),
mnozinu viech elementt tiid mnoZiny K(M) oznad¢ime symbolem
T(M), mnoZinu komplementarni k 7'(M) symbolem N(M).

Mnozina je dokonale rozdélens, jestlize neobsahuje dvojic
disel z jedné a téze tiidy.

Véta prva. Kazdd mnoZina positivni (> 0) miry obsahuje
meméfitelnou podmnozinu.?)

1. véta pomocna Kazda mérltelna mnozina dokonale roz-
délena je nulové miry.

Dtkaz. Neni-li dand mnozZina dokonale rozdélena ohraniGenou,
rozdélime ji na ohraniéené mnoziny. Mnozina, vznikld z libovolné
#takové mnozZiny posunutim o &islo tfidici, nema s ni spoleénych
bodt. V uréitém koneéném intervalu muZeme uzaviiti nekoneény
pocet takovych mnozin, nebot existuje nekoneény podet t¥idicich
&fsel libovolné malych. Mira mnoZiny dokonale rozdélené nemuze
byt positivni.

‘2, véta pomocné. MnoZina K(E) sta¢i k urdeni, zdali je ¥
nulové miry. -

Dukaz. Bud K(%,) identickd s K(£) a bud na pi. £ nulové
miry Pak mnoZina T(E) (jakoZto soudet spodetného mnozZstvi
mnozin stejnych s E) a také jeji podmnozina E, jest v kazdém
intervalu nulové miry.

Dikaz hlavni véty. Bud E libovolnd mnoZina positivni
miry. Z kazdé tiidy, kterd ma s mnoZinou E spoleéné body, vy-
bereme jeden z téchto bodd. MnoZina M vSech vybranych é&isel
nemuZe mit positivni miru, nebot’ jest dokonale rozdélend. Nemtze
mit miru nulovou, nebot K (M) jest identickd s K (E)

%) Ditkaz, ktery jsme provaddli pFed obecnou definici, bychom mohli
opakovat 8 pouZitim obecndjitho pojmu t¥{dy. Dokazujeme obecn8jsf v&tu.
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Véta druha. Mnozina N(E) je v kazdém intervalu nulové
miry, je-li £ méfitelnd a positivni miry.

Véta rovnocennda. MnoZina 7T'(E) v intervalu (e, b) ma
miru nulovou, nebo rovnou (b — a).

Diikaz. Cist mno¥iny 7'(E) obsaZend v (a, b) jest soudtem
spotetného mnoZstvi mnozin méfitelnych,?) jest tedy méfitelna
(viz Lebesgue, Lecons sur l'intégration, Paris 1904, p. 108). Jestlize
mira I dasti T'(X), obsazené v (a, z) jest linearn{ funkei x, jest nase
véta dokédzana, nebot pak

M(a, x) = A(x — a),
kde A4 se rovna 0 nebo 1 (Knopp, Mathematische Annalen 95 (1925),

_str. 412). M(a, x) jest lineadrni funkei . Budte a, b, ¢ jakdkoliv &isla
hovici nerovnindm ¢ < b < ¢ a bud p é&islo tridici. Pak

M(a, a + p) = Ma + np,a + (v + 1) p]. (1)
Najdeme celd kladna &isla m, n tak, aby

a+mp<b<a+(m+1)p
a4 (m+n)p=c<a+@m-+n+1)p (2)
b+tm—1)p<c<b+(n+1)p.
Pak plati vztahy

mM(a, a + p) < M(a, b)) <mM(a,a + p) +p
M@, a + p) —p < Mb, c) < ni’ﬁ(a a+p) +p

Z (M (@, 5) — p] < M(b, ©) < - M(a, b) + p.
Existuji ¢isla t¥dici libovolng mals
- Mb, ¢) _hm—~§m( b) =

Vlastnost jest dokazana

‘Dusledky dokézanych vét.

1. K(E) uréuje miru £ pouze v tom pnpade Ze tato mira jest
nulové. Je-li £ positivni miry, ex1stu]e mnozina E;, neméfitelna
a B, libovolné miry m takové, ze K(E) ]est identické s K(Z,)
i 8 K(E,). E, dostaneme odnétim bodd mnoZiny N(E) intervalu
délky m.

2. Existuje mnoZina K(Z) takovd, %e kazdé piisluiné E jest
nulové miry a druhé kategorie.’) Bud M mnoZina nehusta

4) Zde predpokladém, %e hst mnoZiny mé¥itelné, obsaZend v (a, b),
jest mé¥itelna. To plyne z prohloubené teone miry, za.loiene na pOJmech
vn&jii a vnitini miry
7 %) Mno¥ina prvé kategorie je ta.kové. které se dé rozlo¥iti na konetné

nebo spoletné mnoZstvi mnofin nehustych. Viechny ostatni jsou druhé
'ka.tegorle Komplementanxi mno¥ina k mno¥ing 1. kabegorle je 2. ka.tegone

» ). (3)
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positivni miry. Pak N(M) jest druhé kategorie a nulové miry
v kaZzdém intervalu. KaZdd mnoZina A4 takovd, Ze K(d4) jest
identicka s K[N(M)], jest druhé kategorie a nulové miry.

Dodatek. Mluvili jsme posud o t¥idach, jejichz zékladni mno-
Ziny jsou spoéetné. Existuji v8ak mnoZiny o mocnosti konti-
nua, které vzaty za zakladni mnoZiny tfidéni déli osu é&iselnou
aspoii na 2 t¥idy. Je to na pf. mnozina M vSech ¢&isel

4
102

@y Ay
104 102"

kde a; nabyva hodnot 0 a 1. Utvoime soudet koneéného poétu
elementd mnoziny M. Existuje takové é&islo N, Ze na§ soudet ma
na desetinném misté ¥adu 2™ + 1 &éislo 0 pro vSechna m > N.
Ke dvéma libovolnym souétiim elementit mnozZiny M najdéme
éislo N’ tak, Ze oba souéty maji na mistech fada 2 + 1 pro viechna
m > N’ &islo 0. Pak jejich rozdil tam ma é&islo 0 nebo 9. Zakladni
tiida, odvozend z M, neobsahuje tedy &isla
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a t¥idi osu éiselnou aspoii na 2 ttidy.

Kaz7d4 méfitelnd mnozZina t¥idici osu é&iselnou nejméné na
2 tiidy je nulové miry. To plyne z véty, kterou si dokdZeme:
Ka#dé t¥idéni, délici osu éiselnou na 2 tiidy, déli ji na nekoneény
podet tiid. _

Dukaz: Bud « éislo net¥idici a n libovolné celé kladné &islo.
Pak a/m (m je celé &islo) je netiidici, nebot jinak i @ by bylo t¥idici.

isla,

pro k = 1,2,...n, i rozdil téchto &isel je netfidicf. Kazdd tiida
obsahuje nejvyse jedno fi a zakladni t¥ida jisté zddné. Jest tedy
aspoii » + 1 t¥id. _ o -

Ka%dé méFitelnd mnozina, t¥idici osu &iselnou aspoii na 2 t¥idy
(strudné&: mnozina t¥idici) jest nulové miry. AvSak kazda mnoZina
nulové miry neni tiidici. Je-li & nehustd mnoZina.positivni miry,
je N(E) nulové miry. Pfi tom je N(E) nettidici, nebot kdyby byla
tifdici, existovala by mnoZina s ni stejnéd bez spoleéného bodu s ni.
“To jest nemoZno, nebot pak by mnoZina prvé kategorie T(E)
obsahovala podmno%inu druhé kategorie. N(X) nenf ttidici mno-
Zinou. K . ‘ ‘

*
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Les classes dénombraﬁles et la mesure des ensembles.
» (E xtrait de larticle précédent.)

L’auteur présente une démonstration de I'existence des en-
sembles non mesurables (au sens de M. Lebesgue).

Définition de la classe. Soit F' un ensemble dénombrable
. borné, d’ailleurs quelconque (ensemble fondamental). Soit a; un
élément quelconque de F. La classe fondamentale sera pour
nous ’ensemble des sommes: des nombres a; et des différences de
" ces sommes, c’est-a-dire des i.'m;,ak, quels que soient les ensembles

" finis des entiers posxtxfs k et quels que soient les entiers (positifs,
negatifs ou égaux & zéro) m;. Tout élément de la classe fondamen-
- tale est un nombre classifiant.

Le nombre a a,ppartlent a la classe b, sil’'on a

: a=b4c
¢ étant classifiant. .

Propriétés des classes. Tout ensemble mesurable qui ne
contient aucun couple de la méme classe est de mesure nulle.

Je désigne 'ensemble de classes de I'ensemble E par le symbole
K(E), I'ensemble des éléments des classes de K(#) par T(H),
I’ensemble complémentaire & 7'(E) par N(E). L’ensemble K(E’)
étant la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles égaux
& B, est décisif pour la question si £ est de mesure nulle ou non..

Théoréme 1. Tout ensemble borné de mesure positive con-
tient un ensemble non mesurable. — Soit £ un ensemble borné de
‘mesure positive. Dans toute classe ayant. un élément commun

"avec E, choisissons un nombre appartenant & £. L’ensemble M
des nombres choisis n’est pas mesurable parce que K(M) est iden-
tique & K(E). v

Les autres théorémes: L’ensemble N(E) considéré dans un
intervalle quelconque est de mesure nul]e pour tout E de mesure
positive. ,

_ ‘11 existe un ensemble qui a la puissance du continu ‘et qui, . -

considéré comme ensemble fondamental, donne une classification
contenant 2 classes au moins. Toute classification donne une infinité
de- classes si elle en donne 2. L’ensemble N(Z), pour E non dense
.de mesure positive, est un ensemble de mesure nulle qui donne la.
cla,sse fonda.mentale, contenant tous les nombres réels.
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