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CAST MATEMATICKA.

O definici determinantu.
‘Napsal K. Petr.
(Doslo 23. unora 1931.)

Nejbéznéjsi definici determinantu — jakoZto funkce n? pro-
- ménnych sestavenych v kvadratickou matici — jest, Ze se podd
jeho explicitni vyjadieni pomoci téchto proménnych. Ta definice
mé nevyhodu, Ze diukazy zakladnich vét o determinantech jevi
se jako umélé; kdyZz si vzpominam na dobu, kdy jsem determi-
nanty zacal se zabyvati, Zivé mné tane na mysli pfekvapeni,
jaké ve mné budil komplikovany postup a na konec zcela jedno-
duché vysledky dané onémi zikladnimi vétami.

V nésledujicim naznaden jiny zptsob; volena jind z4-
kladni definice determinantu a z ni odvozeno jednak jeho expli-
citni vyjadfeni a pak poddny dukazy - nékterych zékladnich
vét. Jsem: piesvédden, Ze postup tento jest nejenom v celku jedno-
dussi nez svrchu zminény, aviak i pro zadatedniky piistupnéjsi.
Jest také véci samé piiméfenéjsf; determinanty nelze pokladati
za Gtvary od ostatnich &asti védy matematické neodvislé, nybrz
jsou to specielni piipady . zv. forem algebraickych, v jichZ teorii
.maji velmi dulezity vyznam. ' » .

Jest pravdépodobno, Ze podobny postup, ne-li dokonce stejny,
byl volen jiz diive od jinych matematikt, at to bylo v dstnich
“vykladech ‘anebo v tisténych udebnicich. Tato okolnost neménf
viak nic na mo¥nosti, %e &ldnek tento prosp&je &tendfim ,,Caso-
. pisu®; z toho divodu rid jsem vyhovél vyzvani, abych jej publi-
koval. Abych jej -v naSich pomérech udinil co nejpistupngjs,
postupoval jsem misty snad zevrubnéji neZ tieba u pokrotilého
Sténdfe; zejména podal jsem také — oviem struéné — potiebné
véty o permutacich. o o :

Casopis pro péstovanf matematiky a fysiky. Ro¥nfk LX. . ' 14
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Diive nez pristoupim k vlastnimu pfedmétu — definici deter-
minantu — jest tfeba nékolika slovy étenafi piipomenouti nékolik
vét o permutacich. Mame-li nékolik pfedméti (prvka) — ku pf.
prvych m ¢&isel celych prirozené fady &iselné — muZeme je sesta-
viti v jisté pofadi. Tak na pi. na snadé nejvice lezici pofadi prvych m
&isel piirozené fady ¢fselné jest takové, Ze sefadime je po sobé
podle velikosti. Toto poradi, t. j. pofadi [1,2,3,...,m —1,m]
muzeme brati za zaklad. Jiné pofadi ku pt. [¢, 45, %3, . . «, tm), .
kde ¢&isla 4 shoduji se az na poradek s &isly 1, 2, ..., m vzniki
ze zakladnfho pofadi permutaci, t. j. jistou zaménou danych
elementli. Zaména spoéiva v tom, Ze 1 nahradili jsme &islem 4,
2 pak &islem 4, atd. V novém pofadi [iy, 1y, . . ., tn] miZeme uva-
Zovati viecky dvojice iz, 4 (jest jich celkem 1 m (m — 1)). Nasle-
duji-li 4, ¢; po sobé v opaéném poiadku tomu, jaky byl v zaklad-
nim poiadi, fikame, Ze dvojice iz, ¢; tvori inversi v novém poradi.l)
Tak ku pf. [5, 3,1, 2. 4] tvoii 6_ inversi vzhledem' k pofadi
(1, 2, 3, 4, 5].

Nejdulezitéjsi permutace jsou t. zv. transposice, jimiZ se.
pouze dva elementy zaménujl navzajem Znaéime je symbolem
(1. k), ktery znamend, Ze prvek i-ty ma se nahraditi k- tym a k-ty
-tym Z téchto transposic nejvétsi pak vyznam pro nase Gdele
maji transposwe tvaru (i 1+ 1), mame-li na mysli elementy vy-
zhadené prvymi m &isly pfirozené rady &iselné; 1 < ¢ < m. Tu pak
]SOII platny nasledujici véty (témér samozrejme tomu, kdo pochopil

vyznam prisluénych pojmu; %y, %, . . .. tn shoduji se aZ na pofadek
s 6isly 1,2,3,...,m). :
Véta 1. Provedeme li na pofadi [¢y, 7, . » Tm] transposml

(3, % + 1), pak v pofadi nové vzniklém jest pocet inversi o 41
v&t&f nez v potradi [iy, 4g, - . ., Im].

Véta 2. Jest aspont jedna transposme tvaru (v, 1 + 1), kterd,’
provedeme-li ji na potadi [y, %y, . . 7,,,.] razném od poiadi zdklad-
nfho, pfevede je na pofadi, v némy poéet inversi bude o jednu
menéi

" Provedeme-li tedy podle véty 2 vhodnou transposici

(1,7 + 1) na pofadi [, 3, . ..] vznikne pofadi, jeZ md p — 1 inversi,

-mélo-li pofadi [4,, %y, . .-} téch inversi p. Je-li p — 1 > 0, miZeme

provest1 na ono poradl o p—1 inversich novou transposici

* tvaru (¢, ¢’ 4 1), tak, Ze vznikne pofadi o p.—2 atd., aZ.po. p kro-

" cich dospé}eme takovym zpisobem k pofadi, které nemd inverse, -
t. j.. k potadi zékladnimu. Vy]adrlme to symbolicky zpﬁsobem

- snadno srozumitelnym takto . -

- 1) Viz ,Bydiquky, Zéklady t. det., str. 13. ST
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(@01 (@8 1) (@78 4 1) 60D, 50D 4 1) [y by, im] =
=[L2,...,m]

Provadime-li pak transposice pravé uvddéné v opatném potadku
na pofadi. [1, 2, ..., m], dostaneme pofadi [4, ¢y, ...], t. j.

(@=L 1) . (@ + 1) (0,0 +1)[L, 2, .. .,m] = [ig, %, . . ., tm].
Méame tak vétu:

Véta 3. Kazdou permutaci, kterd ze zdkladniho pofadi vytvo-
Tuje pofadi o p inversich, lze rozloZiti v sled (souéin) p transposic
typu (5,0 + 1).

Ku pi. uvazujme transposici (1, 7); tato z potfadi [1, 2, 3, 4,
5, 6, 7] “ytvoii potadi [7, 2, 3,4, 5, 6, 1] o 11 inversich. Provadi-
me-li naznadenym zpisobem na druhém poradi transposice typu
(1,7 + 1), abychom dospéli k poradi zakladnimu, dostaneme, Ze
(1, 7) jest ekvivalentni souéinu

(1, 2) (2, 3) (3, 4) (4, 5) (5, 6) (6,7) (5,6) (4, 5) (3,4)(2,3)(1,2)
a obecné

(k) =@i+1)GE+2i+1)...(k—2 k—1)(—1,k)x
x(k—2,k—1)...( + 1,5+ 2) (4,0 + 1).

Jest tedy kazda transposice (¢, k) ekvivalentni lichému podtu
transposic typu (3,7 + 1) a tedy podle véty 1, provedeme-li
v néjakém poradi transposici (¢, k), zméni se podet inversi v tom
poradi o liché &islo. Rovnéz jest patrno, Ze rozloZime-li libovolnou
permutaci na soudin transposic, Ze téch transposic bude vidy
bud sudy aneb lichy podet podle toho, je-li p — podet to inversi,
které danou permutaci vzniknou, provedeme-li ji na zédkladnim
pofadi — &islo sudé aneb liché. .

II.

Determinant budeme definovati jakoZzto funkei jistého poétu
proménnych. K tomu cili zavedeme nékteré k tomu potiebné
pojmy. Predeviim se vyskytovati budou pii tom t. zv. fady pro-
ménnych, kazdé fada z téhoz poétu &lent. Na pf. z n ¢élentt; pak Fi-
kime prom&hnym n-4rni proménné. Radu znadime dasto jednim
pismenem ku pf. = a jednotlivé éleny fady rozliSujeme indexy
(dolnimi), Tak n-4rni fada proménnych z obsahuje tyto pro-

ménné x,, T,, . . ., Zy. Nejjednodussi funkce n-arni fady x — anebo
kratce proménné x — jest linearni forma, jeZ jest dana vyrazem
L(x) = ay@,. + Ay &y + . . . + GuZn; Gy, Ay, . .., Gy nNezavislé na .

Ptibereme-li je$té jednu Fadu n-drnich proménych y, mtZeme
uvazovati formu, jez jest linedrni v kazdé z obou fad; ta pak sluje -
bilineadrni a mé toto vyjddfent -
< 14%*
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z,Y) = Zaikxiyk, i, k=1,2,...,n; ai nezavislé od x, y.

Formu bilinedrni B(z, y) nazyvati budeme alternujici, jestlize pii
zaméné (transposici) obou fad z,y (t. j. pfi soucasné zameéné
%y S Yy, Ty 8 Yy ..., Tn S Yy) zméni pouze své znaménko. Jinymi
slovy forma B(x,y) jest alternujici, jestlie jest identicky

Jelikoz pii zaméné x s y neméni se dolni indexy — nebot’ x; za-
méfiuje se 8 Y, £k =1,2,...,n— bude i kazda soudast formy
B(z,y), pokud ta souéast obsahuje vSecky Gleny dvou pevnych
indexi (po pf. i jiného poétu pevnych indexi), rovnéZ bilinearni
formou alternujici zaroven s B(z, y). Uvazujme ku pf. indexy 1, 2.
Prisludna souédst dané bilinearni formy jest

An %Yy + Ap%yYs + AnTaly + AaplaYe. (X)
Napiseme-li pro tento vyraz rovnici (4), mame identicky

A &Yy + Oy Yy + Aoy Loy + Age oYy =
=0 %Yy — Gl — AnhYy —— Apalels;
t. j. @y = @y = 0, ay = — @y, coZ jsou nutné a postacujici pod-
minky, aby (X) bylo alternujici bilinearni formou. Jest tedy
vyraz (X), jakoZto soutast bilinedrni formy obsahujici vSechny
¢leny s indexy 1, 2 roven

a(T1, Yo),  kde (24, ¥2) = 21y, — 221,
(2,, y,) sluje determinant (druhého ¥adu) z proménnych fad [x;. z,],
(41, y2}. Obecné ve formé B(z, y) splitujici (+) vymizi vSechny ¢leny,
v nichz prva i druhd fada jest zastoupena proménnymi o tychz
indexech, a a; = — a;. Forma B(z, y) pak, je-li alternujici, ma

toto vyjadieni
B(z, y) = Zazk Zi, Yr)-
. (k)
Soucet vztahu]e se na vsechny kombinace (¢k) druhé tii dy z Cisel
1,2,...,n vcelkovém podtu } n (n — 1); as pak jsou ¢&isla neza-
vislé na z, Y.

Mezi rtznymi determinanty druhého fddu piisluSnymi ke
dvéma n-arnim ¥adam proménnych z, y v poétu } n (» — 1) neni
Zadna relace identicky (t. j. pro ka?dé =z, y) platna tvaru

> Ain(s, yr) = 0,
Ek)
A nezavislé na z, y a ne viecky rovny 0. Nebot, je-li takova
relace splnéna- pro ‘ka?dé z, y, mdme, klademe-li z; =1,y =1
a ostatnf proménné z obou fad rovny nule, ihned 4 = 0. T. j. ma-li



205

byti relace splnéna pro kaidé x, y, jest nutno, aby vSecky souéi-.
nitele A byly rovny nule a nenf relace 1dentlcke kde by néktery
z koef. i byl razny od nuly. Tato poznamka' bez potiZze se rozsi-
fuje i pro vyrazy obdobné sestr@jené pro vice rad proménnych
a nebudu ji jiz opakovati. Vlastnost determinantd (z;, yi) pravé
dokézanou vyjadiujeme slovy takto: Determmanty (i, yx) v poétu
Ln (n— 1) piislusné k dvéma n-drnim fadamfz, y jsou vehémy
na sobé linearné nezavislé; za 4 resp. £k muZeme voliti na- pf. tato
Sisla1=1,2,...0n—1, k:i+ 1,2 +2....,n
Obdobné muzeme uvazovati trilinearni formu 7'(x, y, z), ktera
jest linedrni formou v kazdé ze t¥i fad z, y, z (n-d4rnich). Forma 7T
jest alternujici, jestlize jsou identicky splnény tyto dva vztahy
T, y.2) =—T(y, x,2). T(r,y.2)=—T(x,2,9). (+)
Pak ovSsem bude identicky splnén i -vztah (kazdd transposice ze
tt{i proménnych z,y,z da se sloziti z lichého poétu transposic
(x. y), (y, 2), viz predch. odst.)
‘ T(x7 ?/, Z) - T(zs 3/: x)
Jelikoz jest 7' zaroven bilinearni formou fad z, y, nebude v zadném
¢lenu soudasné x, s y; (a obecné x s yi). Rovnéz ze stejné piiCiny
budou indexy pii y a z, resp. z a z v kazdém ¢&lenu rizné. Mame-li

tedy na zfeteli ¢leny pouze o indexech 1, 2, 3, jest soudast formy
T(x.y,z) obsahujici ¢éleny o téchto indexech tvaru

(y93%1 Yo%+ Qogy X321+ A123Y125 + W30 Y20 Aoy XYy +Aonaoy2s. (—)

Jelikoz T(x, y,z) = — Ty, 2, z) jest a5 = — Qgig, gy = — gy,
Ao = — U032 T2, y, 2) = — T'(2, 2, y) pak ndsleduje ay; = — a3,
(og; = — (g3, Gy = — (g9, & jest tudiz v celku

Qo3 = Qg1 = Q39 = — (ygp = — Qgg; = — Uay3

a vyraz (—) ma tvar @y, Y, 2), kde (1, ¥p 25) = 219a2s +
+ XYsty + TyYrze — TyYste — TsYp? — LalrZzs. VYTaZ (T4, Yy, 23) sluje
determinant (tfetiho fadu) z proménnych Fad [, T, %3], [Y1, ¥a. ¥s),
[21, 25, 23] & pro T(x, y, 2) ma’,me toto vyjadreni

T(z,y, 2) Za”" Ziy Yjs 21,

(¢jk) probiha vSechny kombmace treti tiidy z &isel 1,2,...,n

U_kazuje se opét (obdobné jako u bilinearnich forem alternujicich),
Ze trilinearni forma alternujici jest linearni formou determinanti
3. fadu (v poétu 4 n (n — 1) (n — 2)) s konst. koeficienty.

Bez jakékoliv potize lze tuvahy piedchozi zevSeobecniti.
Budeme uvaZovati m-linearni formu zn-drnich proménnych Takova
forma jest linedrni formou v kazdé z m fad z®), 2@, .. ., am, Pri
tom fada x(® zahrnuje v sob& proménné x,®, a:z("), e xn(i); forma
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pak jest ddna vyrazem ,
P, ) = Z% e T T ® L, O,

‘n"!)
Ty, Ugs & v oy zm_l 2,

Forma tato budiZz alternujici, coZ znamena, Ze provedeme-li na
ni transposici fady z® a fady x¢+1D — pii které transposici zacho-
véivaji se dolni indexy a kterouz oznalime kritce (¢,1 + 1) —,
ndsobi se forma ta — 1 a to at jest ¢ kterékoliv &islo z disel
1,2,...,m— 1. Z toho, co bylo feteno pii formé bilinearni a z okol-
nosti, Ze kazda transposice (i, k) da se nahraditi lichym po&tem
transposic tvaru (¢, + + 1) a Ze tedy i p¥i transposici. (¢, k) se forma
dana nasobi faktorem — 1, nasleduje, Ze jenom ty z koeficientd
@i, .. i,, Mohou byti rizny od nuly, ve kterych &isla 4, 4, . . ., tn
jsou mezi sebou rizna. UvaZujme jenom ty &leny z F, které maji
proménné o dolnich indexech 1,2,...,m. Jeden takovy d&len
necht jest

@, . . ( )x’f (2) i xj ) <*)

[ Jas « « - Jm] jest ]edno z m' ruznych potradi éisel 1, 2, .
Provedme na F postupné takové transposice mezi ¥adami promén—
nych, aby ¢len (*) se zménil ve vyraz

Wiy gy iy T 23,09 L Xm) = @, g, T D 2P L ™. (FF)

Transposic po sobé provedenych a to tvaru (¢, ¢ + 1) — které
poradi [1,2,...,m] pi'evadé]l na pofadi [jl, o>+ - ,7m] —_ jest
pfi vhodné chh volbé p, kde p jest poéet inversi v pofadi [j, fs, - - -,
;] vzhledem k pofadi [1, 2, ..., m]. JelikoZz pfi provedeni kaZdé
jednotlivé transposice se F ‘nésobi — 1, znéasobi se p¥i provedeni
vSech téch transposic prevadéjicich (*) ve (**) dinitelem (— 1)7"
Avsak v F jest souin x,Mz,®).. xm("‘) nasoben soubinitelem a,,. .

jest tedy

@jysy - - - im= (— 1)P@12.. . m, p podet inversi v [, fa, . . ., Jm]).
Oznadime-li tedy ,
(2,0, 2., . . ., ™) =Z’(_ 1)P 2;Vz;,® . . g ™,
[ju j.h :im] A

kde soudet se vztahuje na viechna riznd pofadi [f, fa, - . -, jm)
&sel 1,2,...,m v poétu m! a p jest podet inversi. v oi'a.dl'
[ Jas -+« o5 7,,.], pak souhrn vSech ¢lentt alternujici formy F(w“)
x®, . . ., x™) m-linedrni — existujé-i vitbec takovd forma —
v nich% v dolnfch indexech vyskytuji se pouze &fsla 1,2, ..., m,
Jest dén vyrazem

Qiz...m (xl(l)! xz(z)» e 00y xm(?'-'),)-




207

Ze tento vyraz jest vskutku alternujici formou proménnych

2@, 2@, . atm, jest vSak téméf bezprostiedné patrno. méme-li
na mysh, se kazdou transposici provedenou na néjakém pofadi
se potet inversi v tom pofadi zméni o liché é&islo.

Vyraz (2,0, 2,, . . ., 2,™) sluje determinant m-tého fadu z pro-
ménnych fad [z,®, w2<1),...,xm(1)], [2,D,..., Zm®],..., [2y™,..., Zp™)].
Lze jej podle predchézejictho jednoznaéné definovati takto: Deter-
minant (2,0, 2,®), ..., ,™)] jest alternujict m-linedrnt formou m
fad proménnych m-drnich [x,D, z,M),. .., z,V],. .., [2,®, 2,®,. ..

, X @], L [ ™), gL 2, ™), v niE soulimitel pFi souéinu

(‘) xz,® . . xm(m> jest rovny 1

Ptirozens nemusf byt1 ani doln{ ani horni indexy prvé z &isel pii-
rozené fady é&iselné, aniZ nenf vibec t¥eba, abychom rtznost pro-
ménnych (at bé&Zi o rtizné proménné v jednotlivjrch fadach, aneb
o proménné v ruznych fadach) vyznaéovali pomoci ¢islovek. Pro
naSe udely bylo viak takové oznaéem nejvhodné&jsi.

Obecné pak. jest

(@0, 2, . . Ta ) = D — 1P 2,00 230, 0w,
[71s Fayeersipm]
r;, Spceld éfsla,

[71 Jo» - - -» Jm] jest jedno z m! pofadi m riznych &isel s;,s,,. .., Sn;
p potet inversi v pofadi (1 Jas o im] ZvétSeny o polet inversi v po-
fadi sy, Ss, . . ., Sm], at tyto inverse poditdme podle jakéhokoliv za-
kladu. Soudet vztahuje se pak na vSechna pofadi [j, jg, . - -5 Jm]-

Muzeme tudiz Vysloviti vétu: Alternujici forma m-linedrni m
rad proménnych xM, 3, .. ., ™ n-drnich md tvar

F(x®, 2@, . . zm)= ZA“ i (@D, 2@, L ag, ™), (I)
[OR lm)
kde (i1t . . . im) probihd viechny kombinace m-té tridy bez opakovdni
zCisel 1,2, ..., n v poltu (Z)aAil iy~ o1y JS0UCLSIA M D), 2P, . 2™
nezdvisld.
K uvedenym vyvodim lze pii¢initi jesté tuto poznamku.
Z rovnice (+) nasleduje, klademe-li v nf y = 2 — rovnice tato
zastupuje n rovnic x; = ¥, ¥y = ¥,, . . . —, ihned vztah B(z, ¢) =
= ——B(a: z), t. j. B(z, ) = 0. Aviak také naopak; pozadujeme-li,
aby vyraz (X) byl rovny nule pro z =y, plyne @y, = @, = 0
8 @3 = — ay. T. j. z rovnice B(x, ) = 0 a z okolnosti, Ze B(z, y)
jest blhnearni formou proménnych z, y, nasleduje, Ze B(x y) jest
alternujicf bilinedrni: formou proménnYch n-arnich z, y. Lze tedy
tvrditi, e m-linedrnf forma fad 2@, .. ., ™ n- arnfch ma tvar (I) .
jestlize jest rovna identicky nule vzdy, kdyz jest splnén  aspoii
jeden z (m — 1) vztaht 2® = 2@, 2@ = 2@, .. ., 2"~ =z, Pak
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jest také rovna nule, kdykoliv 2 = z0), kde ¢, j jsou hbovolna
(rtiznd &isla z éisel 1,2, ..., m.
Dale poukazuji k tomu %e veskeré disledky odvozené bv byly
zachovany, kdybychom alternu]wl formu F(z®, 2, , . ., 2tm) byli
definovali poZadavkem, Ze ndsobi se (— 1), kdykohv provedeme
nékterou z téchto (m — 1) transposic:

(1, 2), (1, 3),..., (1, m);

nebot z téchto transposic daji se sloZiti transposice (z,¢ + 1)
a naopak. Byl by tudiZ pro m-linedrni formu F(x(l),. @, . .., xm)
splnén vztah (I) i tenkrite, kdyby méla vlastnost, Ze F jest rovna
identicky nule, jestliZe jest splnén aspoii jeden z (m — 1) vztahi
M) = 2@, g0 = @) 20 = @), 20 = gm),

Konetnd dodévém jestd, ze v prlpade, Ze neni uz1to oznadeni
promennych pomoci dvou indexti anebo kde za proménné se do-
sazuji zvla$tn{ hodnoty, mo#no s vyhodou uZiti jiného symbolu
pro determinant; staéi jej uvésti. pro determinant tfetiho #idu
svrchu pii trilineémich forméach alternujicl'ch se vyskytujici
xl’ Zg, X3
Y Y2 Ys
%, 2 23
kde jednotlivé fady proménné jsou uvedeny v Fddkach a proménné
z jednotlivych fad o stejnych dolnich indexech ve sloupcich..

Iv.

- Abych uzitek deflmce podane objasnil, podam odvozeni né- ..
kterych vét o determinantech, jeZ poskytuji pii jinych definicich
nékteré obtize. Samozre]mé nebudu odvozovati véty na snadé
lezici, jez jsou piimym anebo téméf pnmym disledkem definice
- resp. shadnym disledkem ziskanych jiz vyrazi. :

1. V&ta Laplaceova. Véta tato tyka se determinantu n-tého
tadu (z,D, 2,®), ..., 2,™); tento determinant jest alternujici formou.
fad 2@, 2@, .. 20, kde r <n a jelikoZz jest v kazdé fadg li-
nearni, jest linedrni funkef determinantii (z;, ™), ;,®, . . ., x;,?), kde

(B . 1) jest kombinace r-té tfidy (bez opakovani) z c]'sel 1, 2,.

' ,Determmanty ty ]sou na sob& linedrné nezivislé. Koeflclenty te
linedrn{ formy nezavis{ na ), . . ., 2, av8ak zavisf na 2+, . . . a®),
a’jsou ty koeficienty alternu]im a linedrni formy téchto n — r—s’
Ffad. Jsou tedy koeficienty ty linedrn{ formy determinanti (z;¢+0,

(xl’ 3/2, 23) -

b

Z e+, L, 25, ™), kde (G, . - 7;) jest kombinace s-té t¥idy z &sel
- l 2 coma kde koef1c1enty ]1z ‘nezédvisi na 2®, k =1;2,..., 7.
o Jest tedy '

( (l) zZ(z) (n))=28 (x'.l.(l)! zi|(2)9 eeéy xir(r)) (xj](’+1)’ xj:('+l), sedy x"s(”)); ’

N
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¢ jest koeficient nezavisly na proménnych a zavisly pouze na in-
dexech 1, j. Jest pak ¢ = 0, je-li nékteré z &isel j rovno nékterému
z ¢&isel ¢; jinak jest rovno -+ 1 a to rovno hodnotou svoji koefi-
cientu élenu ;W x;,@ . . 2; @ x,C+D ;s v daném determi-
nantu. Tim jest véta Laplaceova v podstaté dokazana.

2. Véta o nasobeni determinanti. DokdZzeme si ji hned
v obecnéj§im ponékud tvaru. UvaZzujme bilinedrni formu dvou
n-arnich proménnych

n, n
bz, y) = Z iR XYk
i=1,k=1

a determinant n-tého fadu (x®, y® n-drni proménné)

b(x(l), y(l)), b(x(l), y(2))’ C b(x(l)’ y(”))
b [b(z®, g0, b y®). . b, yo)

.............................

b(x(ﬂ), y), bz, y(Z)')’ " " ., bx®™, y™)

D jest n-linearni forma alternujici »-arnich proménnych 2™, ..., 20
a jest tedy rovny determinantu (z;V, 2,®, . . ., 2,™) nasobenému
¢initelem nezavislym na proménnych z. Cinitel tento jest opét
n-linedrni formou alternujici n-arnich proménnych y®, ... y®™
a jest rovny determinantu (y,V, ¥,@, ..., y,™) ndsobenému &éislem
nezavislym na z, y. Jest tedy

D =0C. (210, 2,®, ... &,™) (1,0, 4.P, . . ., ya™).

C stanovime, volime-li ku pt. 2;® = 1, 4,0 = 1, 2 = 0, y;) = 0,
(pro ¢, k=1,2,...,mn, ¢ F k). Dostaneme ihned, ze

A1, Uyg, « - -5 A1n
C — Qgys Agg, - - -, A2n |
An1, An2y «.. o Onn

- Tim jest véta o nasobeni determinantii odvozena. Obvykly tvar
dostaneme, klademe-li a; = 1, i = 0,1 F k.

3. Uvazujme je$té subdeterminant z determinantu D v pied-
chazejicim odstavei obsahujici elementy z fadkd o indexech

7y Ty . . ., T2 & zaroven ze sloupectl sy, 8, . . ., 82, subdeterminant ten
oznadéime
' (rl, Tas o v o n)'

81, 8gy « - .5 82

Podle vét o alternujicich funkeich jest ihned

7'19 725-.., Ti Z (1) (7s) )Y 81) . (82) 7:1, ":2,...,7:},
: - Xy V2 VY, X Y; 2. S .
(81. Sgyers 8,1) ( Gy By Fyeeey LT A ) (yh > Yin Y ) G15 Jas -es i

(i18y . . . 92), (juja - - - j2) probiha p¥i tom vSecky kombinace A-té tiidy
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" bez opakovéni z &isel 1,2,..., n. M4 tedy prava strana posledni
rovnice ( ).) ¢lend. Hranata zdvorka na pravé strané jest &islo na

proménnych «, y nezavislé, Dostaneme je, klademe-li z;™ =1,
x;, ) =1,. zu('z) =1, "y,® =1, Y, @) =1, . Uiy (‘1) =1 a
ostatn{ proménne rovnv nule.: Obdr¥ime ihned

L . isji> Figfyy -+ -5 Aiyjy
[1:13 ’:2: L) ’lil]= Qiyiys Digdyy  « oy ai,i;l .
71, 72, oy 71 ..............
a‘lpp a’u].y ) aili‘

V piipads, e by béZelo o subdeterminant v ¥4dkovém soudinu dvou
determmantu*) a kde bychom tedy kladli a; = 1, ajz = 0 pii
t % k, pak by hranaté zédvorka vidy byla patrné rovna nule, leda,
Ze by d&fsla jy, Jo, . - - ja se shodovala (nehled$ k poradku) 8 éisly
%y, B3, « . « 92. Volime-li v tom pripadé pofddek é&isel ¢ a § tyZ, dosta-
neme (subdeterminant v determinantu -davajici-fadkovy soudin
dvou determinantii)

Tt Ta5nees '2)_. "), 2,09, D) (57 6. o7 @) )
v = X TV ) a ; (81 ; (82) . ;. (82)),
(81, Sgyuees 82 (“’Z'SA,“ " A %) (90, 94, e Ui )

4. Véty o determinantech z minora daného determi- -
‘nantu dostaneme stejnym zplsobem jako véty o ndsobeni deter-
~ minantd. BudiZ dén determinant n-tého fidu

d—lajkl,' @,k-—l2

a necht ]est déle déno n-fad proménnych n-drnich, z(l) z(2) R O
"Determinant, ktery vznikne z determinantu d- tim %e nahradime
jediny a to k- ty jeho tadek Fadou x® (t. j. za au; klademe tam x;Cr
'ph j=12,...,n), oznatme (z®);. Uvaiujme nynf determmant

A = I (x(”)kl’ 7/’ k= 1, 2

A jest n- hnea.rni formou alternujicf fad 29 a jest tedy rovny deter-
mma.ntu z xp® nasobenému vjrrazem nezawslym na z; ]est tedy

1@ ] =] @@ ].C |
,A'bychom stanovili C, klademe x,(" = a‘,, z,y =12 ...n Pak
(@) =d, (@) =0 pH ¢ F k, | 2V | =d. Tudii ]ehkoz levi.

strana jest d" a pravéi Cd, jest C = d»—*. Mime tedy 1dent1tu

- @ =meie, ey
jor mé v. sobé jako specielni. p¥pady zndmé véty o determinantech
:"f_‘-vz minori. Kla.d’me ku pf. 2® =1, 29 = 0 pro s = 1,2, B 8
v ‘) sz Bydiovsk)'r, sfir. 91 a 92.
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2,..ontfkbkam®=approi=r+1,r+2..,n
»2, ..., n. Pak leva strana se redukuje na ‘
All, Al2’ .o ey Al'

21> Agay « oy Agr dn—r

..............

, A jest minor ku a;; v d..

Pravi jest .
' ar+1:r+1: e .0y ar-l-la n

dn——l' »

a'm 41 >+ ann

‘Porovnanim obou vysledkid mime zndmy vztah, ktery netieba vy-
pisovati.*)

5. Jako dalii p¥iklad snadného odvozovéni vét odvodim po-
stup, jehoz pouzival prof. Studni¢ka ke sniZeni fddu determinantu.
Abych vyklad sviij prili§ obecnymi symboly nezatéZoval, omezim se
‘na.determinant ¥4du 5-tého, ktery budu transformovati na determi-
nant fadu tietiho. Determinanty 5. fadu budu vyznadovati téz.
toliko prvnim jejich f4dkem, druhy, tretd, ... fadek dostaneme
z prvnfho, kdyz z v ¥4dku prvém nahradlme y, 2z, u, v. Budiz tedy
dan determma.nt :

D = |z, x, 373, xu xg |.

Piibereme dvé fady velidin [e;, a, i, a4, as] {ﬂl, . . .; Bs] a uvazujme-
. determinant

4 =] xla Zy, (21, &3, B3)s (23, a3, Ba)s (%5, 4, Bs)l

.patého fidu, kde (21, @, B3) jest determinant tietiho Fadu z fad
[xl: Zay xs]: [al’ @, as]s [ﬂl’ 52’ ﬂs] a Odebné Determma,nt A ]eSt
alternujici pé&ti-linearni formou proménnjrch z, Y, 2, 4, v a tedy

; A_(xl’yz’z:hubvs) ¢=C.D

kde C jest nezivislé na proménnych z, . . ., v. Kladme k urdeni C'
=Yy =2 = Uy = vz = ], ostatni pak proménné rovny nule..
Pak dostaneme ihned
(ab ﬂz)s

, Kla,deme li ve vysledku ta,k dosaZeném a = z, ﬂ =y, mame
po snadném poétu vztah Studni¢kav

1 (21, 3> ¥s), (zm xs, Y, (% 274; Ys)
= ( ’ )2 (u15 T, .7/3), (uza X3, yl)’ (u:;, Ty ys) ’
oY) (v, 7, Ys), (Vas Tss Ya)s (V) T Yis)

- Hmz hledand transformace provedena; vjrsledek jest platny iden~
‘ *) Bydlovsky, str. 108 a na.sl )



212

ticky pro kaidé z,y,... s vyjimkou ovSem hodnot, pro které
(%1, ¥2) = 0.

6. Jako posledni piiklad podam feseni linearnich homogennich
rovnic. I v tomto p¥ikladé omezim se na 4 rovnice o 7 neznamych.
Postup viak uzity jest obecné platny (pro m rovnic o » neznamych).
Rovnice ty necht jsou

a1§1 gy + a3d; + agdy + agés + agle + azé; = 0

a dal§i t¥i ndsleduji z napsané, nahradime-li symbol a postupné
b, ¢, d. Ukol pak, ktery chei Fefiti v nasledujicim, zni takto: Nalézti
v§ecky 4-linedarnt formy proménnych a, b, ¢, d takové, aby dosadim-li
je za & do danych rovnic, rovnice ty byly identiclcy spinény. Téch
4-linedrnich forem bude ovSem 7; oznalime je Fi(a,b,c,d),
t=1,2,...,7; maji tudiz 4 vyrazy, které dostaneme z vyrazu
V(z.a,b;c.d) = x,Fi+a,Fo+ 2 Fs+x,Fy+ 2 F s+ 2 F g+, F ,
tim, %e x nahfadime postupné symboly a, b, c, d, identicky byti
rovny nule. U F; jsem nevypisoval pro strunost argumenty
a,b,c,d. Vyraz V(z, a, b, c,d) jest 5-linedarni forma proménnych
. a, b, ¢, d, ktera jest rovna nule pro x =a *x =b x =c¢, z =d,
a tedy jest to alternujici forma svych 5 proménnych. Jeést tudiz

bez opa,kovam z Gisel 1,2,3,4,5,6, 7. Komblnam téch jest 21 a
vyraz obsahuje tedy 21 konstant A (nezavislych na z, a, b, c, d).
Porovné,me-li v obou vyrazech pro V soudinitele pfi xz, mame

F;(a b,c,d) = & = ZAki,i,i.i. (@i bsy €y i), B =1,2,3,...7
(t3talels)
soudet Vztahu]e se na vSecky kombinace 4-té trldy bez opakovani
ze 6 ¢isel, jeZ dostaneme z prvych 7 éisel pfirozené fady éiselné, kdyz
potlaéime v nich &islo k. Oznadeni konstant 4 jest tak voleno zZe
jsou-li éisla 7, 72 Js: Jas J5 8Z na poféddek rovna &islim 1y, 4, 75, 4y, 45,
]est
Aiiga, = (— 1" 4jiigie
kde p jest rozdil mezi poétem inversi v pofadich [¢,, 4,, . . .1, [j1, Ja, - -]-
Tim feSeni daného ukolu podano a to ve tvaru nejobecnéjsim;
jiné FeSeni Z4daného druhu neexistuji. Poznamenavam jesté, aniz
bych pfislusny vyrok zevrubnéji chtél na tomto-misté odévodiio-
vati, Ze z FeSeni podaného obdriime i vSecka FeSeni pro &, jeZ jsou
dany formami libovolnych stupiitt v a, b, ¢, d, pokladdme-li 4 za
formy vhodnych stupiiii v a, b, ¢, d (a tedy ne za konstanty).
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Sur la définition du determinant.
(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur propose de baser la théorie des déterminants sur
la considération du déterminant comme fonction alternante m-li-
néaire de m séries de variables; il appuie cette proposition par
plusieurs exemples de démonstrations de théorémes sur les déter-
minants. ’ C
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