Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Vitto Volterra

Variac¢ni pocet, jeho vyvoj, jeho pokroky a jeho tiloha v matematické
fysice. [I.]

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 62 (1933), No. 4-5, 93--116

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123904

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1933

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123904
http://project.dml.cz

GAST MATEMATICKA.

- Variaéni poéet
jeho vyvoj, jeho pokroky a jeho tiloha v matematické fysiee.
‘ V. Volterra. SR

( Prednatky konané v r. 1931 na pfirodovideckych fakultdach Karlovy
a Masarykovy university). .

PieloZil Jan Potodek.

Prvni prednaska.
Obsah prvni prednisky.

1. Déjiny variacniho poétu. 2. Obydejné tlohy o maximu a minimu
a variaéni potet. 3. Jakub Bernoulli. 4. Euler a jeho rovnice. 5. Lagrange. -
6. Legendre, Jacobi. 7. Weierstrass. 8. Rovnice diferencialni, integrélni
a integrodiferencidlni, které se odvozuji z uloh variaéniho poétu. 9. Nové
teorie navazujici na variaéni poSet. 10. Poviechny néstin nauky o funkeio-
nglech. 11. Rovnice integrélni a integrodiferencidlni. 12. Komposice, za-
ménnost, addiéni teorémy integralni. 13. Rzné typy integrodiferenciinich
rovnic. 14. Rovnice s funkciondlnimi derivacemi. 15. Isogenni funkciondly.

N

1. Nehodldm zde liditi podrobné déjiny variaéniho poé&tu.
chei pouze, diive nez ptikroéim na konci této prednasky a v pred-
nafce pristi k vlastnimu tématu, vyloZiti hlavni cesty, kterymi
se jeho vyvoj ubiral, a etapy, jimiz profel, dale rtznd odvétvi
matematiky, kterd se k nému vztahuji a kterd z ného vznikla.

‘Ostatné jsou jeho d&jiny dosti podrobné vylideny v raznych
udebnicich variaéniho poétu a v mnoha uéebnicich poétu diferen-
cidlniho a integralniho. Zvlasté upozoriuji na dilo Todhunterovo (1)

",,History of the Calculus of Variations*, v némz je vyloZen vyvoj
teorii souvisicich s variaénim podétem v 19. stoleti od Lagrangea
az k Jacobimu a k- jeho nejblizsim nasledovnikim.
, 2. Ulohy o maximech a minimech byly zndmy uZ ve staro-
véku. U Euklida a u starovékych matematiki lze pro to nalézti
mnoho dokladd. Aviak obecné metody k jejich rozfefeni mohly
byti nalezeny teprve, kdyz byla vybudovéana analytickd geometrie
a diferencidlni podet. Pravidlo, jak uréiti maxima a minima néjaké
funkce z jejich derivaci, pfipisuje se vSeobecnd Fermatovi.

- Ale agkoliv Lagrange uvedl obecné feSeni tlohy variaéniho
podtu na totéZ pravidlo, pFece se tato Gloha podstatné li$i od Glohy
nalézti maxima a minima funkce o jedné nebo né&kolika promén-
nych. Zadnéme s piikladem, jenZ se vyskytuje v d&jindch jako
prvni toho druhu. Newton (2) si poloZil Glohu, nalézti rotadni télesc
- nejmensfho odporu, t. j. jaky tvar je nutno diti prifezu rotaénihc
Gasopis pro p¥stovéni matematiky a fysiky. Rotnfk 62.. .- - R 8.
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félesa, které kond v kapaliné postupny pohyB rovnobé&zné se svou
osou, aby se setkivalo s odporem co mozné nejmensim. Tato Gloha
je velmi dilezitd pro balistiku a pro kohstrukei lodi.

Srovnéme-li tuto Glohu s Glohou urditi Gsedku kiivky, kterd
odpovidd maximu pofadnice, vidime, Ze v této tloze hleddme.
¢fslo, kdezto v oné hleddme profil, to jest kiivku, coZ znamend
funkei. '

Podobné si viimnéme jiné klasxcke tlohy: Glohy Jana Ber-
noulliho (8) o brachystochroné. Jest nalézti ve sviglé roving kifivku
spojujici dva dané body tak, aby t&Zky bod. po k¥ivee padajici
prob&hl ji v' 8ase co mozna nejkratiim. I zde je to, co hleddme, .
k¥ivka, to jest funkce, kterd ji vyjadiuje. Stejny tvar maji alohy
isoperimetrické, kterymi se prvni zabyval obecnd Jakub Ber-
noulli (4) a z nichZ nejjednodussi jest nalézti uzavienou rovinnou
kiivku dané délky takovou, aby obsah plochy ji omezené byl
co mo¥né nejvatii.

Viechny tyto tlohy o maximech a minimech, v nichZ jsou
neznamymi prvky funkce, tvo¥i variadni podet. Prechod od obydej-
nych tloh diferencidlnfho potu o maximech a minimech k dlohdm
podtu ' variadniho ‘1ze nézorn® objasniti na ‘jistém prechodu od .
konedna k nekoneénu jenZ jest pro novd odvéfvi matematiky
pnznacny

© " Mé&jme na pnklad na mysli tlohu  urditi rovinny mnoho-
thelnik o n stranidch takovy, aby pii daném obvodu byl jeho

plo¥ny obsah maximum. Budte 2y, %; %, ¥s; - - -; %n, Yn souradnice
jeho vrcholi. Jeho plo$ny obsah a jeho obvod budou ddny vzorei
n x.’ X
a=3¥|™T 2 g Vo dys— g i) ) -
i=1| Yi, y1,+1 i=1 :
SWazr T @ ®
i=1 .
kde? '

xn+1 = 21, yn+1 = Y ‘
Az; = Zigy— %, AYi = Yit1 — Yi
J esthze viak prejdeme od tilohy o mnohotihelniku maxim4lni

plochy a konstantniho' obvodu k tloze najiti takovou uzavienou.
kiivka €' dané délky, 1, aby plocha ji omezené byla co nejvétéx

méame '
A= %f xdy—ydx) (3)

_(f;|/_d.jx’ + dy? = [ = const. C(4) _

8 podmfnkou :
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Zde se jiz nevyskytuji neznamé v koneéném podtu, nybri
nezndmymi jsou souradnice vSech bodd ktivky (jichZ jest neko-
ne¢né mnoho), to jest mime zde Glohu varia¢niho podtu, v niz
nezndmou jest funkce nebo kiivka. : :

V tloze o mnohothelniku stadilo uréiti velidiny z,, y;; %, #o5- -+,
Tn, Yn 28Vislé na indexu 1, jenz nabyvé » hodnot, a to &isel celyeh; -
u kfivky viak je nutno uréiti soufadnice z, y viech bodf kiivky
vdzanych vztahy ,

v =2(), y=yl), xb) =), yO)=yla),

v nichZ velifiny z, y zavisi na parametru ¢, jenz se méni spojité
v intervalu (a, b). Spojity parametr ¢ nahrazuje nespojity index 4.
Podobné jsou koneéné souéty vystupujici ve vzorcich (1) a (2)
nahrazeny ve vzorcich (3) a (4) integrély, v nich% jest parametr ¢
integraéni proménnou. Postup, kterého jsme v tomto zvliStnim
piipadé uzili, abychom piesli od tlohy s koneénjm podtem nezni-
mych k tloze, v niZ je nezndmou funkce, vede nis k obecnému
pravidlu, podle néhoz nahrazujeme indexy nespojité indexy spoji-
tymi neboli parametry, a souéty, které se k témto indextim vztahuji,
integraly, v nichZ jsou parametry integratnimi proménnymi.

Je viak t¥eba dobie rozlifovati tyto tlohy od jinych dloh
zcela jiného druhu, v nichz se v8ak také urduji neznamé funkce.’
Tak na priklad lze hledati k¥ivky y = y(z), které maji konstantni
subtangentu a. Vyjde pak diferencidlni rovnice

dy
Yqa% Y \
V této rovnici nevystupuje zadny integral, v némz by se vyskyto-
valy zdrovent vSechny hodnoty y odpovidajici nekoneéné mnoha
hodnotdm z. Tato rovnice vyjadiuje pouze vztah mezi hodnotou y
v jednom bod¥ a hodnotou v bodé nekoneéné blizkém, charakteri-
sovaném derivaci dy/da. , : -

Obecnéji viechny Glohy, které vedou k diferencidlnim rovnicim

tvaru : ‘
e, y,9,...,y™) =0,
vyjadiuji vztahy mezi y v néjakém bodé a v bodech nekonedn:
blizkych. :

Docela jiného drubu je viak taloha mnajiti rovinnou kfivia
y = y (z), prochazejici dvéma danymi body ,, yo; % ¥ tak
aby plo$ny obsah plochy vytvofené jeji rotaci kolem osy z by
co nejmensi. Nebot plosny obsah je dén vzorcem

4 =2 [y)T—ydz
J YV

a tedy zévisi na vsech hodnotéch y v in;’ce‘x"Va,ljl (e %)
. ' i Cogx
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4. Zakladatelé podtu varianiho snazili se velice pravé o to,
aby nevybotili z mezi obydejného integralniho podtu, aby totiz
prevedli tlohy variaéniho poétu na integraci diferencidlnich rovnic.

Vskutku se jim podafilo, Ze nepfekroéili hranic obydejného
infinitesimélniho poétu, nebot jednak omezili druh tloh, jimiz se
zabyvali, Jednak pOJednavah o celé otézce zpiisobem, ktery v mnoha,
pfipadech mneni docela presny.

Podiviame-li se na otdzku s obecného hlediska, dostaneme se
mnohem dédle nez k diferencidlnim rovnicim a v mnohych p#i-
padech musime dokonce opustiti metodu, kterd vede k diferencial-
nim rovnicim, a uvaZovati o problému s jiného stanoviska.

To v8e, jak brzy uvidime, ukdZe nam tlohu. kterou maji
v nové analyse teorie, které teprve nedavno spatiily svétlo svéta.

3. Vratme se krok zpét. Jakub Bernoulli prvni zadal se sou-
stavné zabyvati Glohami variaéniho poétu. Od ného pochazi tento
princip: Mé-li néjaka kiivka tu vlastnost, Ze propdjéuje néjaké
veliéing hodnotu maximélni nebo minimalni, pak kazdy jakkoli |
maly jeji element mé tutéz vlastnost. Na piiklad kazdy element
brachystochrony jest opét brachystochrona,

Lze tedy nahraditi nekoneéné maly element oblouku lomenou
éarou a snaziti se urditi jeho vrcholy, ¢imZ se tloha pfevede na
tlohu obyéejného diferencidlniho poétu. ‘

4. Euler (5) s analytickou dovednosti a nevyrovnatelnou
virtuositou rozsifil principy uzité Bernoullim na rozsdhlou t¥idu
aloh.

Nejdiive rozdélil tyto tlohy na dvé veliké skupiny, totiz
na tlohy spodivajici v tom, Ze se mé diti jednomu integralu hod-
nota maximilni & minimalni, p¥i GemZ jsou predepsiny jisté -
okrajové podminky, a na tlohy spodivajici v tom, Ze jeden integral -
mé nabyti maxima & minima, pfi demZ jiny integral nebo n&kolik
jinych integralt maji miti dané konstantni hodnoty. Tyto druhé .
tlohy prévé sluji Glohy isoperimetrické. Euler udal pravidlo, podle
néhoz lze pYevésti tlohy isoperimetrické na tlohy prvni; pfi tom
pfedpoklidal nejprve integral tvaru

b
[ty y)de.

kde y (z) je hledana funkce a y’ jeji derivace, a pak roziifil své
vysledky na mtegraly tvaru

ffx %y, Yy, .., y®) da,

kde y',y"”, ... y® jsou postupné derivace funkee y (z). Nasel
rovnici, ktera sluje rovnice Eulerova a zni
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of d of d* of

by dwoy Taw g7
- 5. Lagrange (6) naSel znovu nékolika zpisoby Eulerovy vy-
sledky a rozsifil je. Abychom poznali myslenkovy vyvoj, ktery
jej dovedl k varia¢nimu podtu, stadi &isti jeho Théorie des fonctions
analytiques a Lecgons sur le calcul des fonctions. Tato dila pat¥f
viak mezi posledni price v jeho Zivoté, kdeZto vytvoreni variadnfho
po¢tu je dilo jeho mladi. Své prvni price o tomto predmété uve- -
fejnil v Miscellanea Taurinensia, to jest v prvnich svazcich Me-
moirti Turinské akademie, kterou privé pred tim zalozil. Tvto
prace pravé dokézaly tehdej¥im udencim celou mohutnost jeho
genia. V téchto vyzkumech pokradoval po cely svij Zivot a souhrn
jeho myslenek nachédzi své vrcholné vyjadfenf v jeho analytické
mechanice, v niZ m4 metoda variaci tak dileZitou iwlohu.

- Budiz y =y, (x) kiivka prochdzejici pevnymi body 4 a B,

jez propijéuje integralu

...=0.

b

I = ff(xv Y, y,) dz

g ;
minimalni hodnotu. Abychom dokézali tuto vlastnost minima,
musime srovnati hodnotu, které nabyva I s hodnotou, které
nabyvéa pro ostatni k¥ivky y = y (), prochézejici body 4 a B.
Rozdil ,
y(x)— g (2)

nazyva Lagrange variaci a mé pfi tom na mysli tak malé zmény
k¥ivky, Ze je lze povazovati za nekoneéné malé a Ze lze jeho mocniny
¥4du vys&iho zanedbati vidéi mocnindm ¥adu niZifho. Zménime-li
tse6ku z o nekoneén& malou hodnotu dz, p¥i Semz neopustime
spojitou k¥ivku y = y (), vzroste pofadnice y o nekoneéné malou
hodnotu dy. Tento pFirtstek je néco docela jiného, nez variace,
PFi niZ opoustime pivodni k¥ivku, nebo jinak ¥edeno deformujemé ji.
Lagrange znati variaci symbolem dy a buduje poéet docela novy,
ale obytejnému diferencidlnimu poétu zcela obdobny.

Uz my8lenka zavésti novy symbol k oznadeni variace a od-
ligiti ji tak od diferencidlu dy jest podle Cauchyho velikou zasluhou
Lagrangeovou. A skuteéné volba vhodného a jasného oznadent
znadi velikou vyhodu. v matematice, kterd nems, bohuZel, jako
ostatni védy nazvoslovi a oznadeni jednotného a vSeobecné pii-
jatého. ‘ ' L e

Na zékladé variace 8y funkece y definuje se variace integralu I,
kters miie byti rozloZena na variace rizného ¥idu, pravé tak
jako diferencisl. Tak méime variaci prvni 8I, variaci druhou ¢, -
treti 8 a tak dale, tak jako méme diferencidl preni dI, drohy d2Z,
tieti d3I. S RO AT
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'K urdeni maxim a minim je nutno poloZiti podle Lagrangea
=0

Tim obdrZime pro maxima a minima mtegralu I Eulerovu dl.fe-
rencidlni rovnici ,

o A oo

oy dwx oy ' dz? 9y"
6. Ale tim, jak Legendre prvni na to upozornil, obdrzime
podminku nutnou, nikoli viak postadujici, a tak vzniks problém,
jenz zpusobu]e veliké obtize. Celé dalif obdobi sahajfof od La-
grangea aZ k Jacobimu (7) je vénovino pouze studiu této otdzky

a rozlifovini maxim a minim. Price Jacobiho vynikaji zde svou
eleganm a dileZitosti vysledkd.

= 0..

7. Weierstrassem (8) zadind se nové obdobi vanacmho poétu

- Abychom prohloubili a pochopili celou otézku, musime se
na ni podivati s hlediska mnohem obecné&jitho nez Weierstrass -
a udiniti, abych tak ¥ekl, vpad do oblasti funkcionali, o nichz jsme
jiz méli pnlez1tost mluviti, k nimZ se viak brzy vrétime, abychom
pojednali o mnohych podrobnostech.

Ve variaénim podtu jest integral I funkclonalem to jest
z4visi 'na viech hodnotich y v intervalu (a, ). Nebot prvkem, .
ktery. zastupuje ve funkciondlu:proménnou, jest funkce. Nebo
cheeme-li to vyjad¥iti geometncky jedtd pFipadnéji, je to ddra, kters
nahrazuje u funkei dar- (funkclona,lu) bod z obydejné nauky
o funkeich.

AvSak k¥ivka je. prvek 'mnohem slomté]si neZ bod; nebot
kiivka mj tvar, kterého bod nemé. Tak se kiivka miiZe neomezené
pribliziti jiné knvce, aniZ se ji p¥i tom piibliZi tvarem. To je n&co
tak bézneho ‘%Ze by nebylo anj nutno uvadéti k tomu piiklad,
ale pro vétsi  srozumitelnost predstavme si Gsedku 4B a vlnovku :
mezi . ]eJImI koncovymi body. ,

A \_/ ~ - B

Muieme pnb11z1t1 Véechny body vlnovky bodtm tsetky, aniZ by '
se sméry teten vinovky pribliZily sméru AB Prejdeme-li od pojmu.
kiivky k pojmu funkee, uvidime, Ze se mfZe funkce piibliZiti jiné
- funkei tak jak jen chceme, aniZ se derivace jedné funkce p¥iblizi
derivacim druhé. AvSak integral I nezdvisi jenom na hodnotéch y,
nybrz také na jejich derivacich. A proto také i kdyz se y blizi
neome@ene funkei Yo» nemuS1 se
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I =

Qe o

fo,y, 9,y ...)dz

bliziti neomezené integralu
b
I, = ff(x, Yoo Yoo ¥ - . ) d.
A :

Z toho vSeho plynou rizné druhy spojitosti u funkei Sar
(funkcionalil), které se mnevyskytuji u obydejnych funkei bodu.
A vskutku méame v nauce o funkciondlech spojitosti rtiznych
rada (9).

To pravé tvori podstatny rozdil mezi tGlohami variaéniho
poétu a tGlohami o obylejnych maximech a minimech; nebot
kdezto v téchto znaménko p¥i druhém diferenciilu slouz{ k rozlifeni
maxim od minim, v Glohdch variaéniho podtu nestadi znaménko
p¥i druhé variaci, abychom obdrZeli podobné rozlifeni.

To také podrobil Weierstrass rozboru a zaéal pochybovati
o vysledcich obdrZenych od Lagrangea a Legendrea az k Jacobimu
a udal novou pedminku pro uréenf existence maxima nebo minima.
Tato podminka stanovi znaménka jisté funkce zvané funkei
Weierstrassovou. ‘

Weierstrass zpusobil také daldi pokroky ve variadnim poétu
tim, Ze ukézal, jak se silné omezoval obor Gloh tim, Ze se v piipadé
rovinnych kiivek brala rovnice kiivky ve tvaru :

y = y(z),
a jak se daji vahy velice rozsifiti, pi§i-li se rovnice kiivky ve
tvaru parametrickém (viz JI. pfednasku, odstavec 8.)
y=y(), ©=2=z).
Stejné je nutno nahraditi integral

b
I = [f(z, y(x), y'(2)) dz,
a .
z néhoz se dosud vychédzelo, integrdlem jinym
. t '
I'= [1(x(t), y(t), «'(£), y'(¢)) d?.
b

Vedle dila Weierstrassova nelze piehliZeti praci Darbouxovu.
Tento veliky matematik zabyval se mezi svymi vyzkumy o teorii
ploch geodetickymi 8arami a urdil postatujici podminky, a’b;ﬂr
geodeticks &ara byla skutetné nejkratsi vzdalenosti dvou bodt
na ploge. Metody, jich% uzival, lisily se podstatné od metod W?'lerv— ‘
strassovych, nebot uZival zvlastnich soufadnic kiivoSaryeh, éim?.
se tloha velice zjednodusuje. o = :
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Metody Darbouxovy byly rozsifeny na problemy mechamky
* a dflo Kneserovo dodalo jim takové obecnosti, Ze je lze srovnavati
s ‘metodami Weierstrassovymi (10).

Viechny tyto metody odvedly nauku o variaénim podtu daleko
od primitivniho a klasického tvaru, ktery ji dal Lagrange.

8. Dfive neZ budu pokracovatl o nejnovéjiich pokrocich ve
variaénim podtu, réd bych néco poznamenal.
_ Vsechno to, o &em jsme dosud mluvili, tykalo se takovych
aloh variagniho poétu, které vedou k diferencidlnim rovnicim
a jejich% fefeni lze obdrZeti metodou diferencidlnich rovnic.

Vskutku viechny tlohy o maximech a mmlmech mtegralu
tvaru

I = fF Z, ,’91, yz: LIS yﬂy yll Jl y (m> y"t(m) ) dx
i ulohy povahy 1soper1metr1cké to jest takové v nichz 1ntegraly

fFl Z, Yo» - '.’) dz

....................

fF;,x,yl,...)d.t

zachovavajl konstantni hodnoty, i konecné tlohy, které obdrzime,
uvazujeme-li o funkeich 6 n&kolika proménnych, jako je na priklad
tloha diti hodnotu maximélni nebo minimalni integrilu dvojnému

b d : 0z Bz o 9%
!!F(x’ ¥ 2 (2, y) Bx 6y B Dy .)dx’dy

— ty v8echny tlohy vedou v#dy k diferencialnim rovnicim. Jenom
. takovéto flohy ¥fefil Lagrange a vichni jeho nasledovnim, o nichZ
jsme dosud mluvili., ~

Jsou viak je$td jiné druhy uloh v analyse, které zavisi pr1m0
na tlohdch varia¢niho ‘pottu.

Roku 1884 ukézal jsem, jak ]e vztah mezi ﬁloharm vanaéniho
poctua,mtegralmmlrovmcemx(l ). AZ do té doby byly sice mtegrélni
- rovnice predmétem . mnoha studii, ale nikde se o nich ne]ed.n.alo
" soustavns. Dukladné byla prostudovina jenom Abelova rovnice :

tautochron &~ ostathi rovmce které se daly na rovnici Abelovu

‘ prevésm

Tého% roku ,1884 objevzlo se zézroveii v Acta Mathemamca

pOJednénx Sonmovo, které rozél’fovalo do Jlsté miry ﬁlohu Abelovu, .

-

i
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aniz se uchylovalo s cesty jim razené. Ale i to jednalo jen o velmi
zvla$tnim pripadé a neobjevilo Z4dného vztahu mezi problémem
integralnich rovnic a ostatnimi problémy analyse. Zajimavé studie
Hilbertovy objevily se asi dvacet let pozdéji (12).

Vsechno, co délali Liouville, Joachimsthal, Schlomilch, Beltra-
mi, Dini a mnoho jinych matematiki, nebylo nic jiného, nez %e
obmétiovali metodu Abelovu a Ze podévali rizna jeji uZiti, ani% p¥i
tom vykrodili z oblasti Abelovy rovnice. Myslim tedy, Ze je tieba
se zdjmem sledovati vztah, ktery jsem objevil mezi dvéma skupi-
nami problému analyse, které se sobé na prvni pohled ani zdaleka
nepodobaiji. ,

Vizme nejprve priklad, ktery jsem uvedl. VySel jsem z-inte-
gralni rovnice

a

p(z) = [f(e) F(e, ) da, 0<a<a. (@)
. 0
kde F(e, z) je symetricka funkce velifin « a 2. Je to tedy t4Z rovnice,
ktera by se dnes podle praci Fredholmovych, vyslych asi dvacet
let pozdéji, nazvala rovnici Fredholmovou druhého druhu se syme-
trickym jadrem. O ni jsem dokézal. Ze ji lze odvoditi. poloZi-li
se rovnou nule variace integralu

P=1 dafaf(a) f(z) F(e, z) dx—fgo(x) f(z) de,

St~—=r

pri &em% funkei f(x) povazujeme za proménnou, kdezto ostatni
se neméni. '

Je to velmi elementdrni- a velmi jednoduchy pri Z T0Z-
sahlych skupin rovnic integrlnich a rovnic integro-diferencidlnich,
které lze obdrZeti z nejobecnéjSich dloh variaéniho podtu.

V udebnicich teorie funkeciondld uvidi se mnoho priklady;
poddm zde jen dva.

Zabyvejme se integralem

b b
[ [ 1, w. (0, y() dt du.

Utvotime-li jeho variaci a poloZime-li ji rovnu nule, dostaneme
integralni rovnici

[t o

kde

i oz, 1, y(2), y(t) £, — oA, , y(t), y(@)) '
1= y(@) Tt dyx)
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Nebo vezméme integral
b b
4t 290, y(@), @), y'(2) &t dz
a poloZme . e
£ = of of of - of -
| =

, £ = s fy= e, £ = 55—
-y 0y() 0y'() 9y'(x)

Poloime-li jeho variaci rovnu nule, obdrzime integraci po
éa%tech rovnici mtegro dlferencmlm

f(f —{-fz)dt————f (fs + f) dz = 0,

kde f; a £, dostaneme zf, af, tlm, %e v nich z a ¢t zaménime. .
Ale mySlenka sama nebudila by na prvy pohled skuteéného
zdjmu, kdyby se neukézalo, jak ji uziti.
Zptsob, kterym jsem ji uZil, zéleZel v tom, Ze jsem dokézal,
ze YeSeni integralni rovnice (a) Ize prevestl — at ]e @ jakékoli —
'na feSeni integrlni rovnice

zx) fl (2, @) F(e, 2) da,’

"kde se za v (2, x) ‘bere specidlni funkce »(x), da-11 se £ vyjadriti
na zdklad$ funkce 1 (z, a) jednoduchym integralnim vztahem.

Této véty lze uZiti v Fefeni n&kterych otizek matematické
fysxky, zv14§té elektrostatiky.

‘9. NeZ pf¥ijdeme k nejnovéjsim vyzkumim v oboru variaénfho
podtu, poznamenejme, Ze jestlize variaéni- podet vytvoril nauku
o funkciondlech, naopak zase zavedeni obecnjrch pojmu této nauky
do poctu ‘variagnfho zpisobilo ve variaénim po&tu Gplny prevrat
tim, Ze jej zcela preménilo a obnovilo.

Tento zjev v d&jindch analyse je tedy obdobny jinym zjevim
v d&jindch matematiky. Tak na priklad jestliZe pojem rychlosti
a.zrychleni dal vznik pojmim flux{ a derivaci, naopak zase infini-
tesimalni podet tim vytvoreny pfeménil a obnovil celou mechaniku.

10. Poddme nyni v dalélch odstaveich hrnng nérys funkcio-
nalni analysy.

Obecn4 " definice funkciondlu vyslovuje se takto: Pravime, e
velidina z je funkciondlem funkce x(t) v intervalu (a, b), 2dvisi-li na

. vdech hodnotdch, kieryck nabyvd z(?), mént-li se t v intervalu (a, b);
nebo také, ]e-h déno pravidlo, podle n&hoz je prifazena ke kazdé
funkei deflnovane v intervalu (a, b) (nezévisle proménné v jistém

funkcionélnim oboru) jedna a jenom jedna hodnota z dokonale
urdené. P1éeme

) : _
2= Fx(0)]. B
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Zavisi-li z(¢) na jinjreh proménn\j*ch a, B, ..., pileme
Z-—F[ taﬂ ):l (asIB77")a

abychom naznadili, Ze se funkéni operator F vztahuje na velidinu =
povazovanou za funkoi jediné proménné ¢, kdezto velidiny «, ' A

jsou konstanty F je pak obyé&ejnou funkef velidin «, B, . .., & ne-
zavisi na t.

Funkcional z muze také obsahova’m J1ste parametry i, u, . . .:

\

z=F[x(t)‘llu J

Jeli tomu tak, jest z funkciondlem funkce z(f) pro kazdou
soustavu hodnot 4, u, .. .; je-li v8ak funkce z(f) ddna pevné, je
veliéina 2 obyceJnou funkei promeml)’rch A, u, ... Mizeme ¥ei:
Je-li dana funkce x(f), pfifazuje jt operator F jinou funkei

2 (4 u,.. )—F[x() My o]

Mutzeme také uvazovati o velidindch z, které zavisi na viech
hodnotéch, jichz nabyva jedna nebo nékolik funkei ¢, (@1s @, - - s
Zn), ®o (Y1, Yos - - -» Ym), - . . O nékolika proménnych, pr1 Cemz

JSOU. ty funkce definovany po ¥adé v oborech Cy, C,, . . .:

2= Floy, (@0, @y, - > @n)s @2 (915 Yoo - - 5 Ym)s - -1
v tomto symbolu neoznadujeme obory C;.

Tento pojem funkcionalu zahrnuje v sob& funkce dar a obeenep
funkce nadprostori. _

Abychom definovali derivaci funkcmnalu F[y(t)] dejme funkei

y(t) prlrﬁstek Sy(t) = ), ]enz neméni znamenka a takovy, Ze
[9() | < ¢ a ze H(t) =0 mimo interval (m n) délky b obsaZeny
v intervalu (a, b) a obsahujici bod & ve svém vnitiku; prepoklide;j-
me, Ze

1. pomér AF/eh je vidy mensi neZ konelné &islo M,

2. polozime-li ¢ = ﬁ dt, existuje pro pomér AF/c mezni
P p

hodnota urditéd a konecna, blizi-li se ¢ a h zdroveil k nule, p¥i Sem?
interval (m, ) stile obsahuje bod &,

3. pomér AF/c jde k své limité stejnomérné pro viechny mozné
funkce y(t) a véechny body ¢&.

, Limita tolioto poméru je funkcional funkce y(f), zawsml na
parametru &; znadime ji symbolem*) )

*) Meze intervalu (@, b) vynechdvéme.
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F'ly(t); &

a nazyvime ji pront derivact funkciondlu F vzhledem k funkci y(t)
v bodé &.

U obyéejné funkce f(y, ¥s, - - -, ¥u) O » proménnych méme n
parcialnich derivaci ¢f/0y;, které zavisi na nespojitém indexu 4.
U funkciondlu F je index 4 nahrazen spojitym parametrem &,
a bylo dokdzédno roku 1887 (13), Ze velifina

b
oF = [ F'y(t); &] oy(£) d&

(zcela, obdobné totdlnimu diferencidlu obydejné funkce), jez jest
linedrnim funkciondlem funkce dy(t) = en(t), ma tuto vlastnost:

Rozdil mezi 6F a piirdstkem AF (prislusnym piirdstku 6y(t)
funkee y(t)) je nekonedné. mald velidina Fadu vy$&iho nez e.

Nazyvéme OF diferencidlem nebo pront variaci funkce F. Prvni.
variaci funkce F odpovidajici varlam () funkce y(£) miZeme
pocltatl podle vzorce

b
(& P + evton) _ =[Py 19900

Ma-li prvni derivace F'[(y(¢), &] opét- derivaci, lze utvoriti
drubou derivaci F''[y(¢), &, &), jeZ jest symetrickou funkei pro-
ménnych &, a &, Obecné bude derivace n-tého fddu funkcionalu F
symetrickd funkce parametrd &, &, ..., & a bude j

(e FLv00 & e70])oms =

SEOy(); &y, b ENPE) PlE) - - p(En)dE Ay . A

Povazu]me funkce y a ¢ ve funkciondlu F[y(t) + ep(t)] za
neproménne F bude pak obyéegnou funkei proménné e. Tato
funkce m4 derivace az fadu n-tého, ma-li je funkeional F a obracené.

Je-li moZné rogvinouti funkei f(e) v Taylorovu fadu, obdrzime.
pro F z rozvoje f(1):

) o e+ 9(0)] = Fly(®)] +
1

b N
[ [BOy0; & b Gl p(6) 9(&) - pln) A6 dGs... b,
coz je Yada obdobné Taylorové 7adé pro funkce obydejné.

Vyse napsany vzorec pro éF Vyhovu;je jenom tehdy, mé-li F
dzferenczal pravidelny, to jest takovy, Ze se da vyjadfiti integralem.
V' obecné&jiim piipadé mohou se vyskytovati vyjimeéné body,
v nichZ se st4va funkciondlni derivace nekoneénou; pro tyto body

a\v
&\:e'

/[

[
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vznikaji nové &leny, které je nutno k vyie obdrienému vyraza’
pro OF plidisti, totiZz soudet tvaru :
2 & 0y(Ti),
kde 7; jsou ty yjrjimeéné body; soudet integrilu a tohoto soustu
tvofi diferencidl nepravidelny. Prihézi se to nékdy v obytejné
uloze variaéniho podtu; variace integrilu je rovna soudtu integralu
(jenZ pochdzi z variace podél intervalu) a koneéné ¥ady (jeZ veniké
variaci v koncovych bodech integraéniho intervalu).*) ' .
11. Necht mé funkcional F[y(f)] derivaci. Abychom nagli

funkei y(t), pro niZz nabyvé F maxima nebo minima, utvofme
variaci 6F ‘

b
O0F = [F'[y(t); 2] oy() da.

i Variace 0F mé byti rovna nule, at je funkce dy(z) jakakoli;

tedy ‘ '
Fly@); 2} =0

pro kazdou hodnotu z. Rowmici tohoto typu lze povaZovati za

zobecnéni obydejné soustavy » rovnic pro » neznimych:

f’i(yl, Yo, wYn) =2, =12 ... n
Vskutku, zavedeme-li dva spojité parametry 2 a ¢, proménné
mezi @ a b, misto nespojitych indexd ¢ a k t&ch n funkei f; a » ne-
zndmych yx, stane se z £ (¥, ¥, - - -, ¥») funkeional funkece y(t);
tento funkcional zé visi také na spojitém parametru z, jenZ zastupuje
index ¢, a naSe soustava » rovnic je nahrazena funkciondlni rovniei
o Dy (t); z] = 2(x), | A
v ni% je y(t) nezndm4 funkee. Uloha rozfediti tuto rovnici odpovida
tak floze rozieSiti » rovnic pro # nezndmych ys. C
Jsou-li tyto rovnice linedrni; je funkciondl & linedrni. Je-li
line4drni funkcionél pravidelny (to jest ma-li pravidelny diferencial),
mame integrdlni rovnict proniho druhbu (typu Fredholmova)

b
| [ K(z, t) y(t) dt = 2(=).

Ms-li funkcional vyjimeény bod ¢ = z, mime integralni rovniei
tvaru ‘ ‘ '

3 ‘ o
[ Kz, 8) y(t) & + a0 y(2) + @, ¥'(2) + - . . + an y®(2) = 2(2).
Jeliagg=a=...=a, =0, gy =1, méme Fredholmovu. rovmici

, _—’ﬁe;n to pi"ipaci nejobecnéj¥i, nebot se mohou vyskytovati jestd jiné
leny. " | A A
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‘ol'ruheho drubw; jeli @y =ay=...=an =0, @ = a(z), mime
rovnici tretiho druhu. ‘ '

Vyskytujl-h se éleny a;y®(z), obdriime rovnici integro-dife-

rencidlni. -

Zsvisi-li linedrni funkciondl ®[y(t); ] na vSech hodnotich
funkee y(t), kde ¢ se méni v mezich ¢ a z (@ <2< b), vznikne .

bud'to Vo[terrova rovnice prontho druhu

[ Rz, 0 90 @t = 2(2),
. a
nebo Volterrova rovnice druhého druhu

[ Rz )y dt + y(2) = ().

- 12. U rozséhlé t¥dy rovnic 1ntegrélmch a integrodiferencial-
nich obdrZime YeSeni, uZijeme-li funkei, jez vzniknou z jinych ’
funkef operaci, zvanou skliddnim. Jsou-li dény dv8 funkee f(z, y) -
a g(z, y) dvou p;’oménnych pak funkce h(z, y), definovand vztahem :

h(z, y) = ffx £ g(£, y) ¢,

jez ]est funkcmnalem obou funkei, sluJe komposiént sousin prontho: ',

druhu*) funkef £ a g a znadiseh = fg, operace, kterou jsme pravé

definovali a kterd znamens prechod od funkef f a g k funkei h, :

sluje skldddni promtho druhu**) funkef f a g. Vezmeme-li za inte- -

gra,cni meze dvé konstanty a a b, nazyvé se funkce

Lo

uxw—fg_ﬁn @yme

Icomposwmm soutinem. druhého druh. Tyto tkony skladam obdrsi-

me, rozéuime li pojem nésobeni dvou matic || ai ||, | bre |, (5, 7,5 = .

=1,2,...,n), nebo pd]em skladani jim odpovidajicich linedrnich
subst1tu01 na pripad, Ze proménnych je nekoneénd mnoho. Sklé-

déni druhého druhu odpovidé piipadu obecné Stvercové matlce, :

kdeZto skladén{ prvniho druhu odpov1dé matici || ai ||, kde @i = 0
pro r >1. - o
Dvé funkce f a g jsou zamé’nne’ prontho druhu*¥*), ]e-h ¢
. . ko . s R

fg——gf.

; Produit de. composmon de premlére espéce.
. **) Composition de premiére espéce. . 5
+/**%*) Fonctions’ permutables de premiére espéce.-
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Komposiéni soudiny dvou, ‘i, nebo vice zéménnych funkei
jsou zdménné mezi sebou i s danymi funkcemi. Ukon skladéni
je associativni, to jest

*¥% ¥ * *%
o ()b =H(gh)
a distributivni: R % w
(g + h) = fg + 1h,
at jsou funkee £, g, h jakékoli (zdménné, &ili nic). Skladéni druhého
drubu m4 vlastnosti obdobné. '
*
Polozme f! = f; vzorec
b i
kde » je libovolné celé &islo vétsi nez jedna, dava n-tou komposiéni ‘
mocninu™) dané funkee f(z, y). Tyto komposiéni mocniny jsou mezi
sebou zdménné a Fidi se podetnimi pravidly, kters se tvarem nelisi
od pravidel pro-obydejné mocniny.
Soudet nékolika vyrazli tvaru
* * . *
af,mfm . 5% (g, ms . .. m; celd kladnd),
které obdrzime skldddnim nékolika komposiénich mocnin a niso-
benim konstantou a, sluje komposiéni mnohotlen proniho drubu;*)
jsou-li funkce f; mezi sebou zdménné, je i mnohodlen s nimi z4-
ménny. Pravidla pro poéitani s témito mnohoéleny jsou taz, jako
pro poditani s obyéejnymi mnohoéleny o proménnych f, f,...
Evans (14) prvni se zabyval touto algebrou zdménnych funkei.
* * *
Symboly 1°; £°; g° jsou uréeny rovnostmi.
* % ¥ % * * *
fh-=hf'=h; f*=g'=1"=1.

Konverguje-li mocninné fada o proménnych z,

2]

@ (21, 29, « - o 20) =2& g Qi iy b2 L 2yin
. n
1
pro dosti malé hodnoty |z | (r=1,2,...,n), konverguje fada
- T
.Z";z fg ey Qiyig oy fl"!fzz’ S A

pro libovolné funkce f, (jen kdyZ jsou ohranitené) a vyjéd.f'uje
funkei proménnych z a y zdménnou se viemi funkcemi f,, jsou-li

tyto funkce zdménné mezi sebou. Soudet fady je funkciondlem
* 0¥ - %
funkei f,, ktery muzeme oznatiti ¢ (f;, £, . . ., f») a nazvati kompo-
siéni funkei: , e
Tak odpovidd kazdé analytické funkci (mocninné Fadé)
*) pi¢me puissance de composition. ’
**) Polyndme de composition de premiére espéce.
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funkeional. Na piiklad, fadé
‘ : z2+224+282+ ... F 22
odpovidé funkcionsl . . .
frfr s
Plati-li pro analytické funkce ¢y, @,, ¢,
P32« - 2n) = @1(21 - - - Zn) a2y - - - 2n),
plati pro pi"isluéné komposiéni souéty, Ze komposiéni souéin

ol 5 a @l 5 de oo, ).

Addiéni teoremy pro obyge]ne analytické funkce prejdou
v integrilni addiéni teorémy pro prislusné funkecionily.
Uvazujme na piiklad o fadé

e“—*1+Az+~z2+...+%?zn—{—...,

je% obsahuje parametr A. Plati vzorec
et ep? = e(+u),
Prislusné komposmm fada A

(me P+H+~ﬁ+ +Eﬂ+

bude miti vlastnost vyjadienou vzorcem

* . * * '
uW%w%w%w=uM+M%w
Rada .

v (k; @, y) = H+~ﬂ+ +%§+m,

kterou obdr#ime odedtenfm jedné od wu (4; z, y), vyhovuje vzorei

y |
vidtwzy) =0 Gz y)+to@ay) +[vka v yds

coZ jest ntegrdlni addiéni teorém pro funkei v (1; z, y).
Predpoklidejme nyni, Ze je ddna rovnice tvaru
(p(zb 22, AR zn) = 07

nebo
o0

Zh g, %, ceviy 2R L zgin = 0,
0

kde rada konverguje v okoli pocatku a Ze jest ag,4...o=0.
azo, 0+ 31
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' TUTTIEYY ey -
Je-li tomu tak, Ize z rovnice vy]adnm velidinu 2z, jako 1mphcltm
funkei o (2, 2,, - . >7n——1) pravidelnou v okoli bodu 2z = 2, =
= 2p—; = 0 a v ném rovnou nule. Mdme tedy
2= (2, %, ....%—;) =Zbi, ey A L 2 i1
8 by, s - - - o =0. Uvazujeme-li o piislugné rovnici integrilni

* * = * * *
ot dh) =Va o Bife B =0,
OZ '

mﬁieme ji roziediti pro f,. Refeni je dédno vzorcem

*
fn=1 (. Fay) Zb gyt fife . f it
a je zaménné s f, £, .. fn__1
Kdezto mocninng rada pro z, je konvergentni jenom pro
dosti malé hodnoty 2y, 23, - - - 22—, komposi¢ni Yada pro- f, kon-

verguje vidy, jsou-li jen funkee f, koneéné.
Vezméme jako jednoducixf piiklad fadu

* *f(-n
g._f+ + + et (4)

odpovidajief Maclaurmové radé pro funkeci r =¢— 1. Z této
rovnice obdrzime z = log (1 + 7). Rozvineme-li log (1 + ) v Ma-
claurinovu fadu a nahradime pak mocniny r komposiénimi mocni-
nami funkce g, obdrzime feSeni integralni rovnice (4) dané fadoun

*

g

*2 . ,
t=g—& 48— +pmE gy

jeZ konverguje pro kazdou koneénou funkei g..

Metodami pravé uZitymi lze ukézati (15), Ze integralni rovnice
m-tého stupné

(amio + ;’m)‘%m + (a,m__;i“ + ;m—ﬂ Fm"l T ol 1 io + ;’1) f =g,

kde £ j Je nezndma funkce, mé vidy, je-li-a, 4 0, ]edno a jen jedno
feSeni.

13. Je-li ddna obydejna soustava algebralckych rovnuic, pre]de
se, jak jsme ji% vidéli, k rovnici funkciondlni tim, Ze se polet
neznamjrch zvétiuje pres viechny meze.  Podobné se prejde od
soustavy obylejnych diferencidlnich rovnic prvého fadu tim, Ze
se podet neznamych funkei zvétsuje pres vsechny meze, k obyceme’

integro-diferencidlnt rovnici promiho rddw:
Gasopis pro péstovani matematiky a fysiky. Ro¥nik 62. : .8
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3y (2, b

kde y je nezndma funkce. Rovmcl tu lze roz$ititi metodou postup-
‘nych aproximaci. : 3
RozliSujeme riizné druhy mtegrodlferencmlnich rovnic. Jsou-li 4
vsechny derivace vzaty vzhledem k téZe proménné, sluje rovnice *
obylejnd integro-diferencidlni rovnice ¥adu n, je-li n ne]vy§s1 rad ;
derivaci v nf obsaZenych. Jsou-li derivace vzaty vzhledem k ruznym :
proménnym, méme parcidlni rovnici integro-diferenciding.

Jako pifklad uvedme rovnici

.0y (z, &)
o0x

i
kterou studoval Schlesinger (16) O rovnicich tohoto druhu miizeme
sestrojiti teorii zcela obdobnou teorii Fuchsové o soustavdch 2
linedrnich diferencidlnich rovnic. "

Jiné rovnice integro- -diferenciélni obdrhme v alohdch o ma- '
ximu nebo o minimu ]1stych funkecionali, poloame -li funkeciondlni
derivaci rovnu nule. :

Videli jsme jiZz, Ze u rozsihlé t¥idy funkciondlnich rovnic
muZeme sestrojiti feSeni tim, Ze do obydejnych mocninnych ¥ad -
dosadfme misto obydejnych mocnin mocniny komposiéni. Obdob- -
ného postupu lze uziti k YeSenf rovnic integro-diferenciélnich.-
Budiz

e

b , :
=ﬁ@5z(xnm b

-

‘ dp 9 PrtPat - - - 4Dy
Qzl,zz,’. Zn,¢,a a¢ SRy > f .o ey =0 f
2, 02y 02,7202,7" . . . OznPn ‘
integro-diferencidlni rovnice mezi nezévislymi proménnymiz,, 2,, . ..
.. . 2Zn, nezndmou funkei @ (%1, 2, - + -, 20) & jejimi derivacemi az .
do jistého ¥idu, a bud ‘ ' ,
: P(21, 295 -« o 20) = 24, 5, .. ,,'nzlifzz'i ... Zptn
pravidelné analytické FeSenf'této rovnice. Dosadime-li z:&; na
misto 2z (k=1,2,...,n) a w/£o na misto ¢, prejde rovnice ve

1 alp 1
D211, 2ebas - - -5 2nbn, —
(1 1 %252 nény = 60 5051 R R x
OPrt+De+ ¢ +Py '
8217’1 azzp’ . az'npﬂa)

(vehémy £ nezav1si na velidinch z), nebo po prevedeni na tvar
celistvy ' - ‘

. op o\ _
W(zls 227 <.y %5 £0a 51: o o oy En, 1/), azl 822 ) = 0.

=0,
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Této parcidlni rovnici vyhovuje

p = é:0 ‘p(zl‘fla 2252, LIS znfn)

Dosadme nyni na misto &, 51, e én funkce (2, y), fl(x, Y. .-

, fn(, y) libovolné, ale zaménné prvého druhu mezi sebou,
a obyoe]né soudiny nahradme komposiénimi. Nalezneme tak, Ze
se integro-diferencidlni rovnice

;((zl,zg,...,zn;¥o,ﬁ,.. Y 81# 81,0 ..)::0,

Rl R R
kde (21, 25, . - -5 205 %, ¥) je nezndmé funkce, Yesi vzorcem
*  * * * *
Y2y Ry e - - 2ay &, Y) = T @lzidy, 2ofs, .« . o, 2afn),
a zZe y je celistvd funkce proménnych z, 2, .. ., 2. .

Tuto vétu lze -rozsifiti na soustavy integro-diferencidlnich
rovnic, které se obdrzi naznadenym zplisobem ze soustavy dife-
rencidlnich rovnic, jejichi YeSeni je znamo.

Uvazujme na pifklad o této soustavé diferencidlnich rovnic
tvorene tremi eliptickymi funkcemi sn, cn, dn:

—$nz=cnzdnz
dz

—é—iz—‘cnz = —sgnzdnz
| | ‘;—z—dnz=——,k2snzcnz.
Polozime-li ¢ = ésn &z, @, = £cenéz, g3 = §dn éz, mame
Ced - d d fa
' % = PaPs; C{? ‘Pa%: % = — ks

velidiny @; vyjad¥i se Maclaurinovymi fadami

P, = &% 4 apf2? + ...
po = b€ 4 b8%% + ...
Pa= G+ oi% ...,

jé# konverguji v okoli £ =0, z = 0. Dosadme nyni na misto &
libovolou funkci f(z, y), a nahradme obyéejné mocniny mocni-
nami komposiénimi; misto ¥ad Maclaurinovych objevi se Fady

oz 2, y) = alfzz + a;i*z"' + ...
(25 2, y) = bf + bzf"z2 + ...

qJS(z) x}y)'—_-clf + G2f3z2+-_“} ) S
‘ gE
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jez jsou celistvymi funkcemi proménné =z a vyhovuji soustavé
mtegro-diferencidlnich rovnic

deg, = ¥

T = ol w66 & y) de
de Y

d(p3

Y
< = —kifq;l(z; z, &) @ (2; &, y) dé.

14. V poétu funkciondlnim piichdzeji kromé& rovnic integral-
nich nebo integro-diferencidlnich rownice s funkciondlnimi deri-
vacems.

Prvni priklad takovych rovnic je dan vztahem .

a

F'[y(g); 2] = ofy(D); 4], (@)

v némz je funkce @ znam4 a funkce F funkce hledani. D4 se do-
kézati, Ze.nutna a postadujici podminka, aby bylo lze () integro-
vati, jest .
. : a a
[y (0); 7, 8] = PLy(t); £ al;
je to podminka obdobna podmince vyjadiujici. Ze Ize integrovati
soustavu
af (3/1, Yoo - - ?/n)
oY,
Je-li této podmince vyhovéno, uréuje rovnice (a) funkcional
(pravidelny) F aZ na konstantu (hodnotu F pro uréitou funkei #,(2))
a jeji TeSeni lze psdti ((15) p. 43)

= ¢7(y1’ y2’ LIRS yn)§ r= 1: 2: ey N

b b s b b
Fy(t) = Fylt) + [ds [@10(s); 2] 2o da,

kde :
_ O (tso) = %o(t),  Ofts) = y(t).
U jinych rovnic s funkciondlnimi derivacemi obsahuje obecny

integral misto konstanty funkciondl libovolny. Na. priklad obecny
integral rovmice, kterou se zabyvala sl. Freda

4 b b
[F'ly@); «] y(x) dz = rFly(t)], (r = &islo redlns),
a a a

jez. jest charakteristickou rovnici pro pravidelné homogenni
funkcionély r-tého stupné, mizZe se psati ve tvaru
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b
y(g) s b
Pl ——|[...[in(&) .. . frs(&) A&, . . . d&,,
Jveyaz = c

kde @ je libovolny funkeiondl, a 7, + 7, + ... + rs =17 (17), (18).
Mezi rovnicemi integro-diferencialnimi a rovnicemi s funkcio-
nélnimi derivacemi lze odvoditi obdobné vztahy, jako mezi sou-
stavami obyéejnych diferencidlnich rovnic a rovnicemi parcidl-
nimi (19).
Vyslovime zde jen n&které vysledky, které lze povazovati za
roz§ffeni vét znamych z obydejného diferencidlntho poétu.

Regeni integro-diferenciélni rovnice

je ddno rovnici tvaru
b :
y(zé) = y(&) + Ply(t); =, 5],

(kde y je libovolnad funkece), kterd davi, rozieSena podle y
b

p(&) = y(xé) + 2 [y(x ); x, &].

Dosadme na misto y (2t) (proménnou) funkei @(t); Libovolny
(pravidelny) funkciondl @ zavisici na hodnotdch funkce

b
(&) = ®(&) + 9[?9(5); z, £]

v intervalu (, b) je funkciondl A funkce ¢(t), zavisly jeSté na para-
metru x a vyhovujl’ci rovnici s funkciondlnimi derivacemi

i +fA' (90 = £ Flol); =, 8148 =0,

kde A’ je funkmonalm derivace funkciondlu 4 v bodé &; proto
bude feSeni této rovnice zaviseti na Yefeni rovnice integro-dife-
rencialni.

Bud tedy H [f( f) <p(§) t] funkciondl (pravidelny), zévisici
.na funkeich f a ¢ a na parame’oru t; budtez
) b b
H'A[£( 5)' ‘P‘(E)Qt z] a H’q,[f(f)' ‘P(E)‘t z]

_jeho funkecionélni derivace Vzhledem kfagv bode . O sousbavé'\
rovnic integro- dlferenclalmch
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aq;j”’ = Hsla(); B 1,2

,ap;(ff) = H’q[q(té) p(té), 1, ]

a0 rovmcl s funkclonalmml denvaceml .

aV[f(s), t]
g X H[f(f) V';(&) t]=0

(e R fane M

. (kde V’j(f) je demvace v bodé& & funkcmnalu \4 funkce f, jenz ,_';;:“
zivisi jeSté na parametru ¢) lze dokdzati vétu obdobnou V&t .
Hamilton-Jacobibp o kanonickych soustavich v obyce]nem dife- -

rencidlnim podtu.
' Mohh bychom se zabyvam rovnicemi s funkciondlnimi deri-
vacemi Fidu vysSfho, neZ prvniho; na piiklad byly objeveny

zapma,ve vysledky o linedrnich rovmclch s, funk01ona1n1m1 deri- -

vacemi druhého ¥idu (17). . P -

Hadamard (20) nalezl. za,pma.vou rovmcx 8 funkmonalniml-f
derivacemi pro Greenovu funkm, rovnice ta davs feSenf Dirichle- "
‘tova problému pro rovinn§ obor; Greenova funkee je tu funkclo-‘
'nalem funkei, jez ddvaji-obvod dotyéného oboru. Zminén4 rovnice
s funkcionalnfmi derivacemi vyjadiuje, jak se méni Greenova '

funkce, méni-li se (nekone¢né malo) okraj oboru.

15. Nemohu ukontiti tento vieobecny nidért o funkclonalech ;

N amzf:m:.w e

. .a nezminiti se o jejich uZiti v teorii funkei, které bylo zavedeno

teprve neddvno. Neni moZné rozsf¥iti Cauchyho pojem monogen-‘ B
-nosti na prostor o tfech nebo vice rozmérech, uvazu]eme-h jenom -

o obytejnych funkcich ]edne nebo nékolika - promennjrch Mé]me

~ vEak na mysli funkciondl F z4visfci na tvaru ana poloze uzaviené -
~ kiivky v t¥{rozm&rném prostoru a na smyslu, v ném¥ se kiivka -
v,problha Predpoklade]me Ze dv¥ uzaviené krlvky maji spoIecnou o

¢ast, kters je probihéna opadnymi sméry, podle toho, povazujeme-li

ji za Gist jedné knvky, nebo druhé. MiZeme nazvati kiivku L, .
kterou obdrZime tim, Ze odstranime spolecnou &4st a -z obou zbjn .
+ vajicich’ &astf utvorime ‘kiivku Jedmm;, souctem obou dar puvod- -

,nich L, L2 a psatl

v L= L1+L2 .' h:f :
: Ma-h funkmonal F vlastnost souctovou o ]est
FIL] = FL] + FlLy, - ¢

- pravime o ‘ném, e j je prveho stapns. Po§1nme v Jedﬁom bode A4

nekonednd maly prvek ds knvky tiekonednd - malo,- takZe .opile

, plochu do a bud,’ dF nekonedn Amala zména funkclonalu F; Po*’ :

7
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mér dF/do zavisi jenom na poloze a na sméru normély k do. Nuze
k zobecnéni pojmu monogennosti dojdeme, predpoklidéme-li;
ze pomér d®/do : dF/do = d®/dF je funkce bodu 4, pfi éemzZ je F
komplexnf a @ je jiny obdobny funkciondl komplexni. Je-li tomu
tak, rikdme, Ze F a @ jsou isogenni. Oddélime-li v t&chto funkeio-
onalech ¢astiredlné a asti imaginarni, dojdeme k rovnicim s funkeio-
nélnimi derivacemi; snadno zpozorujeme jejich obdobu s rovnicemi
Laplaceovymi vztaZenymi na kiivodaré soufadnice nd plochich.
Tak mZeme nalézti isogenni vztahy mezi funkeiondly a obydejnymi
funkcemi.-Z toho lze odvoditi teorii o dvojnych integrilech funkef
o dveu komplexnich proménnych, kterd vede k zobecnéni Cauchy- -
ho véty. o
Tato teorie vede mnohem dale, prejde-li se od obord. t¥i-

rozmérnych k oborim s vétsim podtem rozmérd. Tyto Gvahy jsou
nutné k Gplnému vniknuti do studia mnohondsobnych integrald,
nebot tyto integrily vztaZené mna plochy, prostory nebo nad-
prostory zavisi na okraji integraéniho oboru. _

- Nauku o funkeich lze rozsiFiti jesté jinak, uvaZzujeme-li o funk-
cich sdruZzenych v prostorech o nékolika rozmérech.

- Ruzné kapitoly z nauky o funkciondlech, které jsem zde Vy-' o

- lozil velmi struéné, jsou probrany -obsirnéji v pojednénich & spi-- -

~ sech, které jsem uvetejiioval od -roku 1870 a% do dnegni doby.
-Jmenuji zv1a§té svoje prednddky na Sorbonné z r. 1912 o funkeich
&ar (15) asvou knihu Theory of functionals vydanou v roce 1930 (21),
v niZ se nalézé velmi ob&irné bibliografie tohoto oboru. Tyto price,
jakoz i obdivuhodné kniha Hadamardova o variaénim po&tu (22)
ukazuji, e tento podet je jen kapitola z teorie funkcionali. _
Od svych prvnich pojednénf hledél jsem ve viegh svych pra- .
cech uplatniti svou myslenku prechodu od kone¥ného potu pro-
- ménnych k nekonenému, mySlenku, kterd mne vedla a na jejimz
. zdklad¢ vznikly metody, jichZ jsem uZival. Podle. této wvidéi
. my8lenky pfevad&ji se lohy z teorie furikciondhi na Glohy infini-
tesimdlntho podtu. Staéi predpoklddati, . Ze . podet . proménnych.

v téchto tiloh4ch roste pres viechny meze. Tato' myslenka dala mi-
kli¢ kroziefeni integralnich rovnic. Mnoho autord nzilo mych metod, .
kdyZ jsem je vypracoval a podal jejich uZiti. UZil jich Fredholm: "
ve své praci o integrdlnich rovnicich a pozd&ji Hilbert :(23).. .

, Bibliografie. - o
, (K.prvni pfedns¥ce.) Sy

Nepodavém zde bibliogra%ii variadniho poltu. Omeznji se na vydet
. nékterych dél a Fdjedné,ni, o nichZ jsem se zminil za prvni prednasky.
Toté% plati o bibliografii ke druhé prednsSce. Pokud ‘se tye bibliografii,
odkazuji na specidlni dila o varianim poftu a na knihuﬁl\;aunce ‘Lecat:
oL . D . S SR
v/'v - . . . L B . N ("’.s,.'"é“'
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Blbhogrdphle du caleul des variations (depuis les origines jusqu’a 1850;
de 18.)0 a 1913), Gand, Pafiz 1913—1916.

. A history of the progress of the Calculus of Variations by J. Tod-
hunter, London 1861.

2. Newton: Philosophiae naturalis principia mathematica, Lib. II,
Prop. 34 Schol.; a Catalogue of the Portsmouth Coll. of Isaac Newton.
Jambridge 1888, p. XXII.

3. Jean Bernoulli: Acta Erud. 1697, Opera omnia Lausannae 1742,
). 187. v
! 4. Jacques Bernoulli: Analysis magni problematis isoperimetrici.
Basileae 1701; Opera Genevae 1744 T. II, p. 897.

5. Euler: Methodus inveniendi etc. Lausannae.

6. Lagrange: Legons sur le Calcul des fonctions; Théorie des fonctions.
analytiques. Oeuvres T. IX, X.

7. Jacobi: Werke, Bd. IV., p. 39—55, Bd. V, p. 465—482, Supple- -
mentband, p. 43—50, 51—57, 143—156.

8. Weierstrass: Werke, Bd. VII., Berlin 1927.

9. Paul Lévy: Lecons d’analyse fonctionnelle. Chapitre II., Paris 1922.

10. Darboux: Théorie des surfaces. Vol. III, Livre 6éme, Paris,
1894.. Kneser: Lehrbuch der Variationsrechnung, Brunswick 1900.

11. Volterra: Sopra un problema di elettrostatica. R. Ace. dei Lincei
Vol. VIII, Serie 32 Transunti, Roma 1884.

12. Hilbert: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen. Gottingen Nachrichten 1904—1910.

13. Volterra: Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni;
Sopra le funzioni dipendenti da linee. (Rendiconti dell’ Accademia dei
Lincei 1887, 20 sem., p. 97, 141, 153, 225, 274.)

14. G. C. Evans Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei (5) VIII,
1911, (5) X, 1911; Rendiconti del Circolo matem. di Palermo 34, 1912.

15. Volterra: Lecons sur les fonctions des lignes, Chap. IX § 16,
Paris 1913.

16. L. Schlesinger: Comptes Rendus de I’Ac. des Sciences t. 154, 1914;
Jahresbericht des deutschen Math. Vereines. Bd. 24, 1915.

17. Volterra: Sulle equazioni alle derivate funzionali. (Rendiconti
dell’ Accademia dei Lincei Vol. XXIII, S. 52, 10 sem. 1915.)

18. Freda: Il teorema d’Eulero per le funzioni di linee omogenee..
Rendiconti dell’ Accademia dei meel, Vol. XXIV, S. 52, 10 sem. 1915.

19. Volterra: Sulle equazioni integrodifferenziali e le equazioni alle
derivate funzionali. (Rend. Acec. Lincei, Vol. XXIII, S. 52, 19 sem. 1914.)

20. Hadamard: Mémoire sur le probléme d’ analyse relatif & I’équilibre
des plaques élastiques encastrées. Mémoires présentés par divers savants
a PAcadémie des Sciences, vol. XXXIII, Paris 1908.

- 21. Volterra: Theory of functionals and of integral and integro-
differential equations. London & Glasgow 1930.

22. Hadamard: Lecons sur le calcul des variations. Paris 1910.

23. Hilbert: Wesen und Ziele einer Analysis der unendlichvielen
‘unabhéngigen Variabeln. Circolo Mat. di Palermo T. XXVII, 1909.
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