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ČÁST MATEMATICKÁ. 

Variační počet 
jeho vývoj, jeho pokroky a jeho úloha v matematické fysite. 

V. Volterra. 

(Přednášky konané v r. 1931 na přírodovědeckých fakultách Kidbvy 
a Masarykovy university). 

Přeložil Jan Potocek. 

První přednáška. 

Obsah první přednášky. 

1. Dějiny variačního poetu. 2. Obyčejné úlohy o maximu a minimu 
a variační počet. 3. Jakub Bernoulli. 4. Euler a jeho rovnice. ^ Lagrange. 
6. Legendre, Jacobi. 7. Weierstrass. 8. Rovnice diferenciální, integrální 
a integrodiferenciální, které se odvozují z úloh variačního poetu. 9. Nové 
teorie navazující na variační počet. 10. Povšechný nástin nauky o funkcio-
nálech. 11. Rovnice integrální a integrodiferenciální. 12. Komposice, zá-
měnnost, addiční teorémy integrální. 13. Různé typy integrodiferenciálmch 
rovnic. 14. Rovnice s funkcionálními derivacemi. 15. Isogenní funkcionály. 

1, Nehodlám zde líčiti podrobně dějiny variačního počtu, 
chci pouze, dříve než přikročím na konci této přednášky a v před^ 
nášce příští k vlastnímu tématu, vyložiti hlavní cesty, kterými 
se jeho vývoj ubíral, a etapy, jimiž prošel, dále různá odvětví 
matematiky, která se k němu vztahují a která z něho vznikla. 

Ostatně jsou jeho dějiny dosti podrobně vylíčeny v různých 
učebnicích variačního počtu a v mnoha učebnicích počtu diferen­
ciálního a integrálního. Zvláště upozorňuji na dílo Todhunterovo (1) 

\.History of the Calculus of Variations", v němž je vyložen vývoj 
teorií souvisících s variačním počtem v 19. století od Lagrangea 
až k Jacobimu a k jeho nejbližším následovníkům. 

2. Úlohy o maximech a minimech byly známy už ve staro­
věku. U Euklida a u starověkých matematiků lze pro to nalézti 
mnoho dokladů. Avšak obecné metody k jejich rozřešení mohly 
býti nalezeny teprve, když byla vybudována analytická geometrie 
a diferenciální počet. Pravidlo, jak určiti maxima a minima nějaké 
funkce z jejích derivací, připisuje se Všeobecně Fermatovi. 

Ale ačkoliv Lagrange uvedl obecné řešení úlohy variačního 
poctu na totéž pravidlo, přece se tato úloha podstatně liší od úlohy 
nalézti maxima a minima funkce o jedné nebo několika proměn­
ných. Začněme s příkladem, jenž se vyskytuje v dějinách jako 
první toho druhu. Newton (2) si položil úlohu, nalézti rotační těleso 
nejmenšího odporu, t. j . jaký tvar je nutno dáti průřezu rotačníhc 
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tělesa, které koná v kapalině postupný pohyb rovnoběžně se svou 
osou, aby se setkávalo s odporem co možná nejmenším. Tato úloha 
je velmi důležitá pro balistiku a pro konstrukci lodí. 

Srovnáme-li tuto úlohu s úlohou určiti úsečku křivky, která 
odpovídá maximu pořadnice, vidíme, že v této úloze hledáme, 
číslo, kdežto v oné hledáme profil, to jest křivku, což znamená 
funkci. 

Podobně si všimněme jiné klasické úlohy: úlohy Jana Ber-
noulliho (3) o brachystochroně. Jest nalézti ve sviglé rovině křivku 
spojující dva dané body tak, aby těžký bod po křivce padající 
proběhl ji v' čase co možná nejkratším. I zde je to, co hledáme, 
křivka, to jest funkce, která ji vyjadřuje. Stejný tvar mají úlohý 
isoperimetrické, kterými se první zabýval obecně Jakub Ber­
noulli (4) a z nichž nejjednodušší jest nalézti uzavřenou rovinnou 
křivku dané délky takovou, aby obsah plochy jí omezené byl 
co možná největší. 

Všechny tyto úlohy o maximech a minimech, v nichž jsou 
neznámými prvky funkce, tvoří variační počet. Přechod od obyčej­
ných úloh diferenciálního počtu, o maximech a minimech k úlohám 
počtu variačního lze názorně objasniti na jistém přechodu od 
konečná k nekonečnu, jenž jest pro nová odvětví matematiky 
příznačný. 

Mějme na příklad na mysli úlohu určiti rovinný mnoho­
úhelník o n stranách takový, aby při daném obvodu byl jeho 
plošný obsah maximum. Buďte xl7 yx; x2i y2; . . .; xn> yn souřadnice 
jeho vrcholů. Jeho plošný obsah a jeho obvod budou dány vzorci 

= i Y, Xi' Xi+1 = i $ > Ayi - yi A*i\ (i) 
• - yu yi+x . fci 

^(áxiY+iňyiŤ, (2) 

i = l 

kdež 
i=-l 

xn+1 = xъ yn+г = yъ 

ЛXІ = xi+1 — XІ, Лyi = y ł + 1 — yi. 
Jestliže však přejdeme od úlohy o mnohoúhelníku maximální 

plochy a konstantního ofyvodu k úloze najíti takovou uzavřenou, 
křivku G dané délky t Z, aby plocha jí omezená byla co největší, 
máme . " * " ' . 

A^^f(xdy-ydx) (3) 
o 

..s podmínkou 
. f]/ dx2 + dyž = l = const. (4) 



§5 

Zde se již nevyskytují neznámé v konečném počtu, nýbrž 
neznámými jsou souřadnice všech bodů křivky (jichž jest neko­
nečně mnoho), to jest máme zde úlohu variačního počtu, v níž 
neznámou jest funkce nebo křivka. 

V úloze o mnohoúhelníku stačilo určiti vehčiny x1> y±; x2, y%;..^ 
xn, y% závislé na indexu i, jenž nabývá n hodnot, a to čísel celých; 
u křivky však je nutno určiti souřadnice x, y všech bodů křivky 
vázaných vztahy 

x = x(t), y -= y(t), x(b) == x(a)9 y(b) •= y(a), 
v nichž veličiny x3 y závisí na parametru ty jenž se mění spojitě 
v intervalu (a, b). Spojitý parametr t nahrazuje nespojitý index i. 
Podobně jsou konečné součty vystupující ve vzorcích (I) a (2) 
nahrazeny ve vzorcích (3) a (4) integrály, v nichž jest parametr I 
integrační proměnnou. Postup, kterého jsme v tomto zvláštním 
případě užili, abychom přešli od úlohy ^ konečným počtem nezná­
mých k úloze, v níž je neznámou funkce, vede nás k obecnému 
pravidlu, podle něhož nahrazujeme indexy nespojité indexy spoji­
tými neboli parametry, a součty, které se k těmto indexům vztahují, 
integrály, v nichž jsoli parametry integračními proměnnými. 

Je však třeba dobře "rozlišovati tyto úlohy od jiných úloh 
zcela jiného druhu, v nichž se však také určují neznámé funkce.' 
Tak na příklad lze hledati křivky y = y(x), které mají konstantní 
subtangentu a. Vyjde pak diferenciální rovnice 

aú~y-
V této rovnici nevystupuje žádný integrál, v němž by se vyskyto­
valy zároveň všechny hodnoty y odpovídající nekonečně mnoha 
hodnotám x. Tato rovnice vyjadřuje pouze vztah mezi hodnotou y 
v jednom bodě a hodnotou v bodě nekonečně blízkém, charakteri-
sováném derivací dy/dx. • 

Obecněji všechny úlohy, které vedou k diferenciálním rovnicím 
tvaru * 

i(x, y, y', . . ., žlW) = 0, 
vyjadřují vztahy mezi y v nějakém bodě a v bodech, nekoneční 
blízkých. 

Docela jiného druhu je však úloha najíti rovinnou křivkx 
y = y (x), procházející dvěma danými body x0, y0; xx, yt tak 
aby plošný obsah plochy vytvořené její rotací kolem osy x by 
co nejmenší. Neboť plošný obsah je dán vzorcem 

A^2nfy]/T—y*&x 
x* 

a tedy závisí na všech hodnotách y v intervalu (x0, xx). 
8* 
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4. Zakladatelé počtu variačního snažili se velice právě o to, 
aby nevybočili z mezí obyčejného integrálního počtu, aby totiž 
převedli úlohy variačního počtu na integraci diferenciálních rovnic. 

Vskutku se jim podařilo, že nepřekročili hranic obyčejného 
infinitesimálního počtu, neboť jednak omezili druh úloh, jimiž se 
zabývali, jednak pojednávaH o celé otázce způsobem, který v mnoha 
případech není docela přesný. 

Podíváme-li se na otázku s obecného hlediska, dostaneme se 
mnohem dále než k diferenciálním rovnicím a v mnohých pří­
padech musíme dokonce opustiti metodu, která vede k diferenciál­
ním rovnicím, a uvažovati o problému s jiného stanoviska. 

To vše, jak brzy uvidíme, ukáže nám úlohu, kterou mají 
v nové analyse teorie, které teprve nedávno spatřily světlo světa. 

3. Vraťme se krok zpět. Jakub Bernoulli první začal se sou­
stavně zabývati úlohami variačního počtu. Od něho pochází tento 
princip: Má-li nějaká křivka tu vlastnost, že propůjčuje nějaké 
veHčině hodnotu maximální nebo minimální, pak každý jakkoH 
malý její element má tutéž vlastnost. Na příklad každý element 
brachystoehrony jest opět brachystochrona^ 

Lze tedy nahraditi nekonečně malý element oblouku lomenou 
čarou a snažiti se určiti jeho vrcholy, čímž se úloha převede na 
úlohu obyčejného diferenciálního počtu. 

4. Euler (5) s analytickou dovedností a nevyrovnatelnou 
virtuositou rozšířil principy užité Bernoullim na rozsáhlou třídu 
úloh. 

Nejdříve rozdělil tyto úlohy na dvě veliké skupiny, totiž 
na úlohy spočívající v tom, že se má dáti jednomu integrálu hod­
nota maximální či minimální, při čemž jsou předepsány jisté 
okrajové podmínky, a na úlohy spočívající v tom, že jeden integrál 
má nabýti maxima či minima, při čemž jiný integrál nebo několik 
jiných integrálů mají míti dané konstantní hodnoty. Tyto druhé 
úlohy právě slují úlohy isoperimetrické. Euler udal pravidlo, podle 
něhož lze převésti úlohy isoperimetrické na úlohy první; při tom 
předpokládal nejprve integrál tvaru 

b 
fi(x, y,y')dx, 
a 

kde y (x) je hledaná funkce a 3/' její derivace, a pak rozšířil své 
výsledky na integrály tvaru 

b 
fi(z,y,ý,ý\. ..,yi*>)dx, 
a 

kde y\ y", . . ., y(n) jsou postupné derivace funkce y (x). Našel 
rovnici, která sluje rovnice Eulerova a zní 
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dy dx dý + dx* dy" ' '' ~ °* 

5. Lagrange (6) našel znovu několika způsoby Eulerovy vý­
sledky a rozšířil je. Abychom poznali myšlenkový vývoj, který 
jej dovedl k variačnímu počtu, stačí čísti jeho Théorie des fonctáóns 
analytiques a Le9ons sur le calcul des fonctions. Tato díla patří 
však mezi poslední práce v jeho životě, kdežto vytvoření variačního 
počtu je dílo jeho mládí. Své první práce o tomto předměte uve­
řejnil v Miscellanea Taurinensia, to jest v prvních svazcích Me-
moirů Turinské akademie, kterou právě před tíha založil. Tyto 
práce právě dokázaly tehdejším učencům celou mohutnost jeho 
genia. V těchto výzkumech pokračoval po celý svůj život a souhrn 
jeho myšlenek nachází své vrcholné vyjádření v jeho analytické 
mechanice, v níž má metoda variací tak důležitou úlohu. 

Budiž y = y0 (x) křivka procházející pevnými body i a í , 
jež propůjčuje integrálu 

b 
I = fí(x,y,yf)dx 

a 

minimální hodnotu. Abychom dokázali tuto vlastnost minima, 
musíme srovnati hodnotu, které nabývá / s hodnotou, které 
nabývá pro ostatní křivky y = y (x), procházející body A a B, 
Rozdíl 

y(%) — yo(x) . 
nazývá Lagrange variací a má při tom na mysli tak malé změny 
křivky, že je lze považovati za nekonečně malé a že lze jeho mocniny 
řádu vyššího zanedbati vůči mocninám řádu nižšího. Změníme-li 
úsečku x o nekonečně malou hodnotu dx, při čemž neopustíme 
spojitou křivku y = y (x), vzroste pořadnice y o nekonečně malou 
hodnotu dy. Tento přírůstek je něco docela jiného, než variace, 
při níž opouštíme původní křivku, nebo jinak řečeno deformujeme ji. 
Lagrange značí variaci symbolem dy-a* buduje počet docela nový, 
ale obyčejnému diferenciálnímu počtu zcela obdobný. 

Už myšlenka zavésti nový symbol k označení variace a od­
lišiti ji tak od diferenciálu dy jest podle Cauchyho velikou zásluhou 
Lagrangeovou. A skutečně volba vhodného a jasného označení 
značí velikou výhodu v matematice, která nemá, bohužel, jako 
ostatní vědy názvosloví a označení jednotného a všeobecně při­
jatého. 

Na základě variace by funkce y definuje se variace integrálu J, 
která niůže býti rozložena na variace různého řádu, právě t a k 
jako diferenciál. Tak máme variaci první &I, variaci druhou <52/, 
třetí á3/ a tak dále, tak jako máme diferenciál první dl> druhý d2/ ? 

třetí d8/. 
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K určení maxim a minim je nutno položiti podle Lagrangea 

Tím obdržíme pro maxima a minima integrálu / Eulerovu dife­
renciální rovnici x 

dy dx dy' + dx2 By" * " ; 

6. Ale tím, jak Legendre první na to upozornil, obdržíme 
podmínku nutnou, nikoli však postačující, a tak vzniká problém, 
jenž způsobuje veliké obtíže. Celé další období sahající od La­
grangea až k Jacobimu (7) je věnováno pouze studiu této otázky 
a rozlišování maxim a minim. Práce Jacobiho vynikají zde svou 
elegancí a důležitostí výsledků. 

7.'Weierptrassem (8) začíná se nové období variačního počtu. 
Abychom prohloubili a pochopili celou otázku, musíme se 

na ni podívati s hlediska mnohem obecnějšího než Weierstrass 
a učiniti, abych tak řekl, vpád do oblasti funkciónálů, o nichž jsme 
již měli příležitost mluviti, k nimž se však brzy vrátíme, abychom 
pojednali o mnohých podrobnostech. 

Ve variačním počtu jest integrál I funkcionálem, to jest 
závisí na všech hodnotách y v intervalu (a, 6). Neboť prvkem, 
který zastupuje ve funkcionálu proměnnou, jest funkce. Nebo 
chceme-li to vyjádřiti geometricky ještě případněji, je to čára, která 
nahrazuje u funkcí čar (funkciónálů) bod z obyčejné nauky 
o funkcích. 

Avšak křivka je prvek mnohem složitější než bod; neboť 
křivka má tvair, kterého bod nemá. Tak se křivka může neomezeně 
přiblížiti jiné křivce, aniž se jí při tom přiblíží tvarem. To je něco 
tak běžného, že by nebylo ani nutno uváděti k tomu příklad, 
ale pro většř, srozumitelnost představme si úsečku AB a vlnovku 
mezi jejími koncovými body. 

Můžeme přiblížiti všechny body vlnovky bodům úsečky, aniž by 
se směry tečen vlnovky přiblížily směru AB. Přejdeme-li od pojmu-
křivky k pojmu funkce, uvidíme, že se může funkce přiblížiti jiné 
funkci tak jak jen chceme, aniž se derivace jedné funkce přiblíží 
derivacím druhé. Avšak integrál I nezávisí jenom na hodnotách y, 
nýbrž také na jejích derivacích. A proto také i když se y blíží 
neomepně funkci y0, nemusí se 
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b 

I = fi(x,y,y',y" . . .) dx 
a 

blížiti neomezeně integrálu 

I0 = fí(x, yQ, y'0, y'\. . .) dx. 
a 

Z toho všeho plynou různé druhy spojitosti u funkcí car 
(funkcionálů), které se nevyskytují u obyčejných funkcí bodu. 
A vskutku máme v nauce o funkcionálech spojitosti různých 
řádů (9). 

To právě tvoří podstatný rozdíl mezi úlohami variačního 
počtu a úlohami o obyčejných maximech a minimech; neboť 
kdežto v těchto znaménko při druhém diferenciálu slouží k rozlišení 
maxim od minim, v úlohách variačního počtu nestačí znaménko 
při druhé variaci, abychom obdrželi podobné rozHšení. 

To také podrobil Weierstrass rozboru a začal pochybovati 
o výsledcích obdržených od Lagrangea a Legendrea až k Jacobimu 
a udal novou podmínku pro určení existence maxima nebo minima. 
Tato podmínka stanoví znaménka jisté funkce zvané funkcí 
Weierstrassovou. 

Weierstrass způsobil také další pokroky ve variačním počtu 
tím, že ukázal, jak se silně omezoval obor úloh tím, že se v případě 
rovinných křivek brala rovnice křivky ve tvaru 

y = y(x)r 
a jak se dají úvahy velice rozšířiti, • píší-li se rovnice křivky ve 
tvaru parametrickém (viz II. přednášku, odstavec 8.) 

y = y(t), % = x(t). 
Stejně je nutno nahraditi integrál 

b 

I = fi(x, y(x), y'(x))dx, 
a 

z něhož se dosud vycházelo, integrálem jiným 

I = fí(x(t),y(t),x'(t),y'(t))dt. 
t0 

Vedle díla Weierstrassova nelze přehlížeti práci Darbouxovu. 
Tento veHký matematik zabýval se mezi svými výzkumy o teorii 
ploch geodetickými čarami a určil postačující podmínky, aby 
geodetická čára byla skutečně nejkratší vzdáleností dvou bodů 
na ploše. Metody, jichž užíval, lišily se podstatně od metod Weier-
strassových, neboť užíval zvláštních souřadnic křivočarýeh, čímž 
se úloha velice zjednodušuje. 
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Metody Darbouxovy byly rozšířeny na problémy mechaniky 
a dílo Kneserovo dodalo jim takové obecnosti, že je lze srovnávati 
s metodami Weierstrassovými (10). 

Všechny tyto metody odvedly nauku o variačním počtu daleko 
od primitivního a klasického tvaru, který jí dal Lagrange. 

8. Dříve než budu pokračovati o nejnovějších pokrocích ve 
variačním počtu, rád bych něco poznamenal. 

Všechno to, o čem jsme dosud mluvili, týkalo se takových 
úloh variačního počtu, které vedou k diferenciálním rovnicím 
a jejichž řešení lze obdržeti metodou diferenciálních rovnic. 

Vskutku všechny úlohy o maximech a minimech integrálů 
tvaru 

b 

I = JT(ÍC, ylf 2/ 2,..,, yn, y\ - . . y '». - . yjm) . . . yrSm):. . ) dx 
a 

i úlohy povahy isoperimetrické, to jest takové, v nichž integrály 

h = fҖ(z, 
a 

• Уi» • ..)dx 

-V = fҖ(x, 
a 

Уi,- ,.)dx 

h- =-/**(*> 
a. 

Уъ- ..)dx 

zachovávají konstantní hodnoty, i konečně úlohy, které obdržíme, 
uvažujeme-li o funkcích ó několika proměnných, jako je na příklad 
úloha dáti hodnotu maximální nebo minimální integrálu dvojnému 

— ty všechny úlohy vedou vždy k diferenciálním rovnicím. Jenom 
takovéto úlohy řešil Lagrange a.všichni jeho následovníci, o nichž 
jsme dosud mluvili., ^ ^ 

Jsou však ještě jiné druhy úloh v analyse, které závisí přímo/ 
na úlohách variačního počtu. 

Rokixl884 ukázal jsem, jaký je vztah mezi úlohami variačního •/. 
poctu a íntegráhxími rovnicemi (11). Až do té doby byly sice integrální 
rovmce př^dmétemr mnoha studií, ale nikde se o nich nejednafo^ 
soustavně. JDůkladriě byla prostudována jenom Ábelova rovnice"*; 
ťajutftchron á- pstatrjií royiiice, které se daly na rovxdici Ábelovu v 
převésti "•-*' ' - '•. <••,••' ;.- /-%:• •• >'? 

, : Téhož roktx„ 1884 objevilo se zároveň v Acta Hathematxca 
pojednání Soninovo, které rozšiřovalo $o jisté míry úlohu Ábelovy 
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aniž se uchylovalo s cesty jím ražené. Ale i to jednalo jen o velmi 
zvláštním případě a neobjevilo žádného vztahu mezi problémem 
integrálních rovnic a ostatními problémy analyse. Zajímavé studie 
Hilbertovy objevily se asi dvacet let později (12). 

Všechno, co dělali Liouville, Joachirnsthal, Schl5mileh> Be|tra-
mi, Dini a mnoho jiných matematiků, nebylo nic jiného., než že 
obměňovali metodu Ábelovu a že podávali různá její užití, aniž při 
tom vykročili z oblasti Ábelovy rovnice. Myslím tedy, že je třeba 
se zájmem sledovati vztah, který jsem objevil mezi dvěma skupi­
nami problémů analyse, které se sobě na první pohled ani zdaleka 
nepodobají. 

Vizme nejprve příklad, který jsem uvedl. Vyšel jsem z inte­
grální rovnice 

a • , 

<p(x) = fí(a) ¥(a, x) áa, 0 < a < a, (a) 
o 

kde ¥(a, x) je symetrická funkce veličin a a x. Je to tedy táž rovnice, 
která by se dnes podle prací Fredholmových, vyšlých asi dvacet 
let později, nazvala rovnicí Predholmovou druhého druhu se syme­
trickým jádrem. O ní jsem dokázal, že ji lze odvoditi, položí-li 
se rovnou nule variace integrálu 

a a a 

P = ifáaf i (a) í(x) F(a, x)dx — f <p(x) i(x) dx, 
0 0 o 

při čemž funkci í(x) považujeme za proměnnou, kdežto ostatní 
se nemění. 

Je to velmi elementární a velmi jednoduchý případ z roz­
sáhlých skupin rovnic integrálních a rovnic integro-diferencíálních, 
které lze obdržeti z nejobecnějších úloh variačního počtu. 

V učebnicích teorie funkcionálů uvádí se mnoho příkladů; 
podám zde jen dva. 

Zabývejme se integrálem 
b b 

f f í(t, u, y(t), y(u)) át áu. 
a a 

Utvoříme-li jeho variaci a, položíme-li ji rovnu nule. dostaneme 
integrální rovnici 

kde 
. _ dt(x, t, y(x), y(t)) _ ' :_________.- . 

1 1 ~ .• dy(xf, ' '. **• : ..; dy(xjff-' 
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Nebo vezměme integrál 
b b 

/ fí(t, x,y(t), y(x), y'(t), y'(x)) át áx 

a položme 
, _ Эf _ 8f _ Эf - , _ дi 
*1 — Q.' /4\ > *2 — зľľ/Iл"' *3 — ЪЯ.Ч*\ > 4 — 3y(*)' 3y(*)' 3 3/(0' V ayW 

Položíme-li jeho variaci rovnu nule, obdržíme integrací po 
částech rovnici integro-diferenciální 

• b - • d * -
/ (f-. + f2) dř — j~J (f8 + f4) dí = 0, 

__ a a 

kde fx a f3 dostaneme z fx a f3 tím, že v nich x a t zaměníme. 
Ale myšlenka sama nebudila by na prvý pohled skutečného 

zájmu, kdyby se neukázalo, jak jí užíti. 
Způsob, kterým jsem jí užil, záležel v tom, že jsem dokázal, 

že řešení integrální rovnice (a) lze převésti — ať je cp jakékoli — 
na řešení integrální rovnice * . 

z 

ip (z, x] = / :X (z, a) ~F(a, x) áa, 
o 

kde se za ip (z, x) >bere speciální funkce v(x), dá-li se f vyjádřiti 
na základě funkce X (z, a) jednoduchým integrálním vztahem. 

Této věty lze užíti v řešení některých otázek matematické 
fysiky, zvláště elektrostatiky. 

'9. Než přijdeme k nejnovějším výzkumům v oboru variačního 
počtu, poznamenejme, že jestliže variační' počet vytvořil n^auku 
o funkcionálech, naopak zase zavedení obecných pojmů této nauky 
do počtu variačního způsobilo ve variačním počtu úplný převrat 
tím, že jej zcela přeměnilo a obnovilo. 

Tento zjev v dějinách analyse je tedy obdobný jiným zjevům 
v dějinách matematiky. Tak na příklad jestliže pojem rychlosti 
a.zrychlení dal vznik pojmům fluxí a derivací, naopak zase infini­
tesimální počet tím vytvořený přeměnil a obnovil celou mechaniku. 

10. Podáme nyní v dalších odstavcích úhrnný nárys funkcio­
nální, analysy. 

Obecná definice funkcionálu vyslovuje se takto: Pravíme, že 
veličina z je funkcionálem funkce x(t) v intervalu (a, b), závisí-li na 
všech hodnotách, kterých nabývá x(t), mSnl-li se t v intervalu (a,b); 
nebo také, je-li dáno pravidlo, podle něhož je přiřazena ke každé 
funkci definované v intervalu (a, b) (nezávisle proměnné v jistém 
funkcionálním oboru) jedna <a jenom jedna hodnota z dokonale 
určená. Píšeme 

* = F[*(Í)]. 
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Závisí-li x(t) na jiných proměnných a, /}, . . ., píšeme 

z = F[(x (t, a,p,.. .)] =z(a,p,.. .), 
a 

abychom naznačili, že -se funkční operátor F vztahuje na veličinu x 
považovanou za funkci jediné proměnné t, kdežto veličiny a7 fi . 
jsou konstanty. F je pak obyčejnou funkcí veličin a,fí, . . .> a ne­
závisí na í. 

Funkcionál z může také obsahovati jisté parametry X, ju, .: 
b v 

z = F[>(£) ; X, ix . . . ] . 
a 

Je-li tomu tak, jest z funkcionálem funkce x(ť) pro každou 
soustavu hodnot 1, ju, . . .; je-li však funkce x(t) dána pevně, je 
veličina z obyčejnou funkcí proměnných X, fi, . . . Můžeme říci: 
Je-li dána funkce x(t), přiřazuje j ř operátor F jinou funkci 

z(A,v,...) = F[x(t);X,[i,...]. 
a 

Můžeme také uvažovati o veličinách z, které závisí na všech 
hodnotách, jichž nabývá jedna nebo několik funkcí cpx (xx, x2, . . ., 
. . ., xn), <p2 (yx, y2, . . ., ym), . . . o několika proměnných, při čemž 
jsou t y funkce definovány po řadě v oborech Cl7 C2, . . .: 

Z = F[<p1? (Xv X2, . . ., Xn), <p2 (&, Ž/2> - • •- Vm), • - •]*> 
v tomto symbolu neoznačujeme obory C%. 

Tento pojem funkcionálu zahrnuje v sobě funkce čar a obecněji 
funkce nadprostorů. 

b 
Abychom definovali derivaci funkcionálu F[^(£)], dejme funkci 

y(ť) přírůstek óy(t) = &(t), jenž nemění znaménka, a takový, že 
] ů(t) | < Ě a že ů(t) = 0 mimo interval (m, n) délky' h obsažený 
v intervalu (a, b) a obsahující bod f ve svém vnitřku; přepokládej­
me, že 

1. poměr AJF/eh je vždy menší než konečné číslo M, 
n 

2. položíme-li a=íů(t)át, existuje pro poměr A¥/a mezní 
* m 

hodnota určitá a konečná, blíží-li se s a h zároveň k nule. při čemž 
interval (m, n) stále obsahuje bod f, ' 

3. poměr zlF/cr jde k své limitě stejnoměrně pro všechny možné 
funkce y(t) a všechny body £. 

Limita tohoto poměru je funkcionář funkce y(t)7 závisící ^ 
parametru | ; značíme ji symbolem*) . , 

*) Meze intervalu (a,b) vynecháváme. 
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-W); a 
a nazýváme ji první derivací funkcionalit F vzhledem k funkci y(t) 
v bode f. 

U obyčejné funkce f(«/1: 2/2, . . ., yn) o n proměnných máme n 
parciálních derivací cí/dyi, které závisí na nespojitém indexu L 
U funkcionálu F je index i nahrazen spojitým parametrem £>. 
a bylo dokázáno roku 1887 (13), že veličina 

'dV=fV'[y(t);f]dy(Š)de-
a 

(zcela obdobná totálnímu diferenciálu obyčejné funkce), jež jest 
lineárním funkcionálem funkce dy(t) = £rj(t), má tuto vlastnost: 
Rozdíl mezi dF a přírůstkem AF (příslušným přírůstku dy(t) 
funkce y(t)) je nekonečně, malá veličina řádu vyššího než e. 
Nazýváme 6F diferenciálem nebo první variací funkce F. První 
variaci funkce F odpovídající variaci q?(£) funkce y(£) můžeme 
počítati podle vzorce 

(£-my(t) + Mm) =/F[ž/(í);l]«?(f)df. 
Má-li první derivace F'[(y(t), f-J opět derivaci, lze utvořiti 

druhou derivaci F"[y(t), £x, | 2 ] , jež jest symetrickou funkcí pro­
měnných fi a f2. Obecně bude derivace ?i-tého řádu funkcionálu F 
symetrická funkce parametrů f1? £2,. . ., i-n a bude l 

i^¥[y(t) + e<p(t)]yo = 
b b b 

f f . . . fF<»>[y(í); fi, £,, . . ., &]?(&)?>(£.,) • - • 9>(A.)dfId£,. . . áf„. 
u a a 

, Považujme funkce y a <p ve funkcionálu F[y(t) + eq>(t)] za 
neproměnné; F bude pak obyčejnou funkcí proměnné e. Tato 
funkce má derivace až řárlu n-tého, má-li je funkcionál F a obráceně. 

Je-li možné rozvinouti funkci í(e) v Taylorovu řadu, obdržíme 
pro F z rozvoje f(I): 

BT><É) + 9(t)] - F[y(t)] + 
» 1 b b b 

1 /tJ • a a a 

což je řada obdobná Taylorove řade pro funkce obyčejné. 
Výše napsaný vzorec pro <5F vyhovuje jenom tehdy, má-li í* 

diferenciál pravidelný, to jest takový, že se dá vyjádřiti integrálem. 
V obecnějším případě mohou se vyskytovati výjimečné body^ 
v nichž se stává funkcionální derivace nekonečnou; pro tyto body 
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vznikají nové členy, které je nutno k výše obdrženému výrazu 
pro <5F přičísti, totiž součet tvaru 

-Si <n 6y(n), 
kde ^ jsou ty výjimečné body; součet integrálu a tohoto součtu 
tvoří diferenciál nepravidelný. Přihází se to někdy v obyčejné 
úloze variačního počtu; variace integrálu je rovna součtu integrálu 
(jenž pochází z variace podél intervalu) a konečné řady (jež vzniká 
variací v koncových bodech integračního intervalu).*) 

11. Nechť má funkcionál F[y(t)] derivaci. Abychom našli 
funkci y(t), pro niž nabývá F maxima nebo minima, utvořme 
variaci <5F 

b 

dF=f'F,[y(t);x]dy(x)áx. ' 
a 

Variace <5F má býti rovna nule, ať je funkce dy(x) jakákoli; 
tedy 

F[y(í);oQ = 0 
pro každou hodnotu x. Rovnici tohoto typu lze považovati za 
zobecnění obyčejné soustavy n rovnic pro n neznámých: 

fi(žli> V* • • -» yn) = zh i = 1, 2, . . ., n. 
Vskutku, zavedeme-li dva spojité parametry x a t, proměnné 

mezi a a b, místo nespojitých indexů i a k těch n funkcí fi a n ne­
známých yt, stane se z U (yly y%, . . ., yn) funkcionál funkce y(t); 
tento funkcionál závisí také na spojitém parametru x, jenž zastupuje 
index i, a naše soustava n rovnic je nahrazena funkcionální rovnicí 

®[y(t);x] = z(x), 
v níž je y(t) neznámá funkce.. TJloha rozřešiti tuto rovnici odpovídá 
tak úloze rozřešiti % rovnic pro n neznámých yjt. 

Jsou-li tyto rovnice lineární, je funkcionál & lineární. Je-li 
lineární funkcionál pravidelný (to jest má-Ii pravidelný diferenciál), 
máme integrální rovnici prvního druhu (typu Fredholmova) 

b , ' >. , • 

fK(x,t)y(t)dt = z(x): ; 

Má-Ji funkcionál výjimečný bod t = x, máme integrální rovnici 
tvaru 

b 

f K(x91) y(t) di +a0 y(x) + ax y'(x) + . . . + an y<^(x) = z(x). 
a 

Je-li % = a2 = . . . = On == 0, % == 1, máme Fredholmovu rovnici 
*) Není to případ nejobecnější, neboť se mohou vyskytovati ještě jiné 

členy. 
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druhého druhu; je-li\ ax = a2 = . . . = an = 0, a0 = a(#), máme ', 
rovnici třetího druhu. I 

Vyskytují-li se členy aiy^(x), obdržíme rovnici integro-dife- l 
renciální. . ' l 

Závisí-li lineární funkcionál &[y(t); x] na všech hodnotách •' 
funkce y(t), kde t se mění v mezích a a x (a<x<b), vznikne 
buďto Volterrova rovnice /prvního druhu 

fK(x,t)y(t)dt = z(x), 
a 

nebo Volterrova rovnice druhého druhu 

fK(x,t)y(t)dt + y(x) = z(x). 
a 

12. U rozsáhlé třídy rovnic integrálních a integrodiferenciál- '* 
nich obdržíme .řešerií, užijeme-h funkcí, jež vzniknou z jiných 
funkcí operací, zvanou skládáním. JSQU-1Í dány dvě funkce f(x, y) 
a g(x, y) dvou proměnných, pak funkce h(x, y), definovaná vztahem ; 

h(x,y)=fí(x,Š)g(Š,y)dŠ, 
X 

jež jest funkcionálem obou funkcí, sluje komposiční součin prvního' 
** 

druhu*) funkcí f a g a značí se h = fg; operace, kterou jsme právě \ 
definovali a která znamená přechod od funkcí í a g k funkci h, '\ 
sluje skládání prvního druhu**) funkcí f a g . Vezmeme-li za inte­
grační meze dvě konstanty a a b, nazývá se funkce 

1 * * * * r ' ' • < 

k(.r,y)-=fg=/f(.e,f)g(f,y)df. 
a 

komposičním součinem druhého druhu. Tyto úkony skládání obdrží­
me, rozšíříme-li pojem násobení' dvou matic || air ||, || br81|, (i, r, s = : 

= 1, 2, . . ., n), nebo pbjem skládání jim odpovídajících lineárních 
substitucí; na případ, že proměnných je nekonečně mnoho. Sklá­
dání druhého druhu odpovídá případu obecné čtvercové matice, • 
kdežto skládání prvního druhu odpovídá matici || air ||, kde air = (> 
pro r > i. * -

Dvě funkce f a g jsou záménné prvního druhu***), je-li < 
"•»'•• . / ** ** "« • •; ,*•; \ 

'/:•'.'. . fg = gf- • • • 

*) Produit de composition de première espèce. 
**; Composition de première espèce. 

***) Fonctions permutables de première espèce. 
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Komposiční součiny dvou, 'tří, nebo více záměnných funkcí 
jsou záměnné mezi sebou i s danými funkcemi. Úkon skládání 
je associativní, to jest 

*# # * ** 
(fg)h = f( gh) 

a distributivní: * ,., f (g + h) = fg + fh, 
ikékoli 
období 

Položme f1 = f; vzorec 

ať jsou funkce f, g, h jakékoli (záměnné, čili nic). Skládání drahého 
druhu má vlastnosti obdobné. 

f n = = f M _ l f ? 

kde n je libovolné celé číslo větší než jedna, dává n-tou komposiční 
mocninu*) dané funkce í(x, y). Tyto komposiční mocniny jsou mezi 
sebou záměnné a řídí se početními pravidly, která se tvarem neliší 
od pravidel pro obyčejné mocniny. 

Součet několika výrazů tvaru 
* • * • * 

af-^i^2 . . . í^i (nv n2. . .m celá kladná), 
které obdržíme skládáním několika komposičních mocnin a náso­
bením konstantou a, sluje komposiční mnohočlen prvního druhu;*) 
jsou-li funkce U mezi sebou záměnné, je i mnohočlen s nimi zá­
měnný. Pravidla pro počítání s těmito mnohočleny jsou táž, jako 
pro počítání s obyčejnými mnohočleny o proměnných fl9 f2. . . 
Evans (14) první se zabýval touto algebrou záměnných funkcí. 

* * * 
Symboly 1°; f°; g° jsou určeny rovnostmi-

* * * * * * * 
foh*== hf° = h; f ° = g° = 1° = 1. 

Konverguje-li mocninná řada o proměnných zr 

00 

q) (Zv Z2, . . ,, Zn) = Y . . aťl ,-,... i Z^zj* ...Z,}* 
_--J<'i H • • • *rt 

pro dosti malé hodnoty \zr\ (r = 1, 2, . ..., n), konverguje řada 

• ^h i* • • • in
 a i i f - ' * * hi ^l1**1 • ' f *n%n 

pro libovolné funkce ir (jen když jsou ohraničené) a vyjadřuje 
funkci proměnných x a y záměnnou se všemi funkcemi ír, jsou-li 
tyto funkce záměnné mezi sebou. Součet řady je funkcionálem 

funkcí fr, který můžeme označiti cp (fl5 f̂ , . . ., f»)' a nazvati kompo­
siční funkcí. 

Tak odpovídá každé analytické funkci (mocninné řadě) 
*) niěme puissance de composition. ^ , ' ' - ' ' • ' ' 

**) Polynome de composition de premiére espěce. 
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funkcionál. Na příklad, řadě 
z + z* + ZB +, . . . + zn + . . . 

odpovídá funkcionál 
f + f2 + f3 + . . . + í> + . . . 

Platí-li pro analytické funkce 9?1? <p%, <p% 

9?3{2i . • • Zn) = q>Ah -.-«») <P*(ZL • • • Zn), 
platí pro příslušné komposiční součty, že komposiční součin 

* *. * * . * * 
<^i(fi. . - f») a 9̂ 2(̂ 1 • • • U) je cpz^ . . . f„). 

Addiční teorémy pro obyčejné analytické funkce přejdou 
v integrální addiční teorémy pro příslušné funkcionály. 

Uvažujme na příklad o řadě 
A2 Án 

e»= 1 + ^ + _ ? » + . . . 4 _ _ 2 * + . . . > 

jež obsahuje parametr A. Platí vzorec 
e*2 &*z = e^+t*^. 

Příslušná komposiční řada 

u (X; x, y) = 1» + Af + ^P + . . . + £ !* + . . . 

bude míti vlastnost vyjádřenou vzorcem 

u (A; o:, y) u (JU; x, y) = u (X + /u; z, y). 
K,ada 

X2 * Xn * 
« (A; з, y) = tf + w P + . . . + ---fr + • - -, 

kterou obdržíme odečtením jedné od u (X; x, y), vyhovuje VZOFCÍ 
y 

v (X + //; z, y) = v (X; x,y) + v '(p\ z, y) + f v (X; z, f) v (ju; f, y)df, 

což jest integrální addiční teorém pro funkci v (A; ÍC, y). 
Předpokládejme nyní, že je dána rovnice tvaru 

q)(z1,Z2, ... ;,Zn) = 0 , 
nebo 

00 

S. . . < V , • • • V % t*^2 Í 8 • > • «n<» = 0, 
0 • 

kde řada konverguje v okolí počátku, a že jest %, 0 . . . 0 = 0, 
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Je-li tomu tak, lze z rovnice vyjádřiti veličinu zn jako implicitní 

funkci fp (z1, z2, . . ., zn^j) pravidelnou v okolí bodu zx = z% = . . . 
. . . = zn^l1 = 0 a v něm rovnou nule. Máme tedy 

00 

Z = \p (zx, Z2> . . ., Zn-J == ̂ 6 f l ť f . . . . in_i Z^zf* . . . ^ . ^ - X 

s Ď0, 0, . . .,0= 0. Uvažujeme-li o příslušné rovnici integrální 

90(f1? 4 . . ., fn) = J ] a í l i t . . . ÍH f->f2*- . . . fn<» = O, 
o 

můžeme ji rozřešiti pro fn. Řešení je dáno vzorcem 

f„ == y) (fl9 fa, . . ., ín^j) = 2j>iíit. . .,-n__i fj-Hĵ ť. . . . f - ^ n - i 
O 

a, je záměnné s f1? f2, . . ., fn—i. 
Kdežto mocninná řada pro zn je konvergentní jenom pro 

dosti malé hodnoty %, z2, . . ., zw_ l :, komposiční řada pro ín kon­
verguje vždy, jsou-li jen funkce ír konečné. 

Vezměme jako jednoducLý příklad řadu 
* * * 
fž f3 fn 

š = f + 2 Í + -3! + - - - + M ] + - - W 

odpovídající Maclaurinově řadě pro funkci r = ez—1. Z této 
rovnice obdržíme z = log (1 + r). Rozvineme-li log (1 + r) v Ma-
claurinovu řadu a nahradíme pak mocniny r komposičními mocni­
nami funkce g, obdržíme řešení integrální rovnice (A) dané řadou 

p*2 p;3 &*> 

f = g - | + | — • • + ( - 1 ) ^ •+••-. 

jež konverguje pro každou konečnou funkci g. 
Metodami právě užitými lze ukázati (15), že integrální rovnice 

m-tého stupně 

(Omí° + lmfím+ (am~*l° + 2L-.-.) f ̂  + . . . + (oj* + ^ ) f = <p0> 
*» 

kde f je neznámá funkce, má.vždy, je-li*% + 0, jedno a jen jedno 
řešení. 

13. Je-U dána obyčejná soustava algebraických rovnic, přejde 
se, jak jsme již viděli, k rovnici funkcionální tím, že se počet 
neznámých zvětšuje přes všechny meze. > Podobně se přejde od 
soustavy obyčejných diferenciálních rovnic prvého řádu tím, že 
se počet neznámých funkcí zvětšuje přes všechny meze, k obyč&jné 
integro-diferervciální rovnici $rťniJw řádu: 

Časopis pro pěstování matematiky á fysiky. Ročník 62. < ^ 
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kde y je neznámá funkce. Rovnici tu lze rozšířiti metodou postup-1 
ných aproximací. 1 

Rozlisujeme různé druhy integrodiferenciálních rovnic. Jsou-li 1 
všechny derivace vzaty vzhledem k téže proměnné, sluje rovnice * 
obyčejná integro-diferenciální rovnice řádu n, je-li n nejvyšší řád ) 
derivací v ní obsažených. Jsou-li derivace vzaty vzhledem k různým < 
proměnným, máme /parciální rovnici integro-diferenciální. 

Jako příklad uveďme rovnici 

^^l=ji(X,^t)y(X,t)dt, i 
kterou studoval Schlesinger (16). O rovnicích tohoto druhu můžeme j 
sestrojiti teorii zcela obdobnou teorii Fuchsově o soustavách | 
lineárních diferenciálních rovnic. > 1 

Jiné rovnice integro-diferenciální obdržíme v úlohách o ma- * 
ximu nebo o minimu jistých funkcionálů, položíme-li funkcionální 
derivaci rovnu nule. ] 

Viděli jsme již, že u rozsáhlé třídy funkcionálních rovnic 
můžeme sestrojiti řešení tím, že do obyčejných mocninných řad 
dosadíme místo obyčejných mocnin mocniny komposiční. Obdob- • 
ného postupu lze užíti k řešení rovnic integro-diferenciálnícbu •,• 
Budiž .. 

/ dep dep aPi+Pa-f- • • • +Pn(p \ _ 1 
p[zi,z*'... *»-?.-§£» •§£ •• • dzL*dzf...dzf»mm 'j r ° 

integro-diferenciální rovnice mezi nezávislými proměnnými %, 22, . . • 
. . ., zn, neznámou funkcí cp (zly z2, . . ., zn) a jejími derivacemi až H 
do jistého řádu, a buď 

9>(*l, «2, • • •> Zn) = -SXfx, H . • .in*!*1***1 • - • *n<n 

pravidelné analytické řešení5této rovnice. Dosadíme-li zjch na 
místo zje (k = 1,2,..., n) a y/f0 na místo <p, přejde rovnice ve 

/*( f- f f- - V 1 ty 1 

\ fo fofi v?i fofi*1 • • • fii** 

* a^-a-v*... aznpnj ^ °' 
(veličiny f nezávisí na veličinách z), nebo po převedení na tvar 
celistvý 

yU, z 2 , . . . , zn; fo, fi> • • •> f»; y, ^ ' g ~ > • • •) = 0. 

Ф 
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Této parciální rovnici vyhovuje 

y == fo <PÍhh> Z2^, • .- o 3»f*)« 
Dosaďme nyní na místo £0, fl5 . . ., gn funkce f0(#, y), í^x, y), . . . 
. . ., in(x, y) libovolné, ale záměnné prvého druhu mezi sebou,, 
a obyčejné součiny nahraďme komposičními. Nalezneme tak, že 
se integro-diferenciální rovnice 

# * 
V)í (zl9 z2, ..., zn; f0, fx, •.., f»; y, -—-' ĝ -- . . . 1 = 0, 

kde ip(zv z2, . . ., zn; x, y) je neznámá funkce, řeší vzorcem 
# • * • * • * * 

^(Z1? Z2,.. . ., Zn; X, y) = f0 <p(z1í1, Z2f2, . . ., Znfn), 
a že y je celistvá funkce proměnných z1, 22, . . .,2^, 

Tuto větu lze rozšířiti na soustavy integro-diferenciáhiích 
rovnic, které se obdrží naznačeným způsobem ze soustavy dife­
renciálních rovnic, jejichž řešení je známo. 

Uvažujme na příklad o této soustavě diferenciálních rovnic 
tvořené třemi eliptickými funkcemi sn, cn, dn: 

' d A 
-T— sn z = cn z d n z 
áz 
d
 A 

-r— cn z = — sn z dn z 
áz 
-T- dn z — — k$ sn z cn z. 
áz 

Položíme-li cpx = f sn fz, 9?2 = f cn £s, 9?3 = £ d n £2, m á m e 

v i.,,1.,. d ^ d<p2 d^ 3 ' 
^ = W a , -^ = — 9t<P* d^- — ^PxVtV-

vel ič iny cpi v y j á d ř í se M a c l a u r i n o v ý m i ř a d a m i 

cpx = ajh + a2£*z? + . . . 
%=&-.£ +b2?z* + ... 
<Pz = cif + < ^ 2 + - • ... 

jéž konvergují v okolí f = 0, 2 = 0. Dosaďme nyni na místo f 
libóvolnčiu funkci f(a?, 2/), a nahraďme obyčejné mocniny mocni­
nami komposičními; místo řad Maclauxinových objeví se řady 

cpx(z; x, y) = axtH + a2íH
z + . . . 

. t cp2(z;x,y) = bxí + b^z2 + . . ; ^ 

.•.,••• *"•.••'̂ v v-:**'."-
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jež jsou cehstvými funkcemi proměnné z a vyhovují soustavě 
integro-diferenciálních rovnic 

<tyi _ / 

~fo — J<Pz(zm, %> <?) <pz (z; f, y) d f 
^ X 

doJ2 v 

" d ^ = —}<Pz(z\ x> í ) <h (2; f, 2/) d f 
.a? 

d<p3 ř 
"ď7-= — l^M^; *> f) ^2 (2; f, Ž/) df. 

^ a; 

14. V počtu funkcionálním přicházejí kromě rovnic integrál­
ních nebo integro-diferenciálních rovnice s funkcionálními deri­
vacemi. 

První příklad takových rovnic je dán vztahem . 

F'[y(t); x} = 0[y(t), z], (a) 
b b 

v němž je funkce 0 známá a funkce F funkce hledaná. Dá se do­
kázati, že. nutná a postačující podmínka, aby bylo lze (a) integro­
vati, jest 

&W); *, £1 = $ly(t); £, z]; 
b b 

je to podmínka obdobná podmínce vyjadřující, že lze integrovati 
soustavu 

3f (yi, y*> • • •> yn) ( x T 0 

— * — t y r
 = 9^(yi> y* - • •> y»)- r = 1,2,...,%. 

Je-li' této podmínce vyhověno, určuje rovnice (a) funkcionál 
(pravidelný) F až na konstantu (hodnotu F pro určitou funkci y0(t)) 
a její řešení lze psáti ((15) p. 43) 

Vy{t) = Fy0(í) + fáSj0[6(tsy, x] í - i - L ds, 
a a 80 a a u& 

kde 
& fa) = yo(t)> &(ts) = y(t). 

U jiných rovnic s funkcionálními derivacemi obsahuje obecný 
integrál místo konstanty funkcionál libovolný. N& příklad obecný 
integrál rovnice, kterou se zabývala si. F r e d a 

j? h b 
jW[y(t); x} y(x) áx = rF\y(t)], (r = číslo reálné), 

a a a 
jež jest charakteristickou rovnicí pro pravidelné homogenní 
funkcionály r-tého stupně, může se psáti ve tvaru 



m 

Ф 
y(t) 

a 

fy(z) ăz 
•L.Jl*(£I)...fr.(ř.)d£1...df., 

kde 0 je libovolný funkcionál, a r-. + r2 + . . . + rs = r (17), (18). 
Mezi rovnicemi integro-diferenciálními a rovnicemi s funkcio­

nálními derivacemi lze odvoditi obdobné vztahy, jako mezi sou­
stavami obyčejných diferenciálních rovnic a rovnicemi parciál­
ními (19). 

Vyslovíme zde jen některé výsledky, které lze považovati za 
rozšíření vět známých z obyčejného diferenciálního počtu. 

Řešení integr o-diferenciální rovnice 

дx F[y(xt); x, f)] 

je dáno rovnicí tvaru 

y(*f) = V(f) + <P[y>(t);x,Š)l 
a 

(kde yj je libovolná funkce), která dává, rozřešena podle y 

V>(f) = y(x£) + Q [y(xt); x, $}. 
a 

Dosaďme na místo y (zt) (proměnnou) funkcí <p(t); libovolný 
(pravidelný) funkcionál © závisící na hodnotách funkce 

, ů(£) = <p(£) + Q[<p(t); x, Š] 
a 

v intervalu (a, b) je funkcionál A funkce <p(t), závislý ještě na para­
metru x a vyhovující rovnici s funkcionálními derivacemi 

f)/1 j! b b 
•j- + JA' [<p(t); x, Ě] F[<p(t); x, £j df = 0, 
OX a a a 

kde Af je funkcionální derivace funkcionálu A v bodě f; proto 
bude řešení této rovnice záviseti na řešení rovnice integro-dife-
renciální. 

b b 

Buď tedy H [f(f); <p(š)\ ť\ funkcionál (pravidelný), závisící 
a a 

. na funkcích f a <p a na parametru t; buďtež 
HV[f(f); f(h; t, x] a HV[f(f); <P(I); t, z] 

a a , ' . . . « a 
jeho funkcionální derivace vzhledem k f a <p v bodě x. O soustavé 
rovnic integro-diferenciálních 
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• a a ' i 

*w-wMmMmw •••• 3 

a o rovnici s funkcionálními derivacemi' 

aV[f(|);í] , 6 

_ _ £ . + H[f(|);V' í(|,);ť]==0 - I 

(kde V'/(f) je derivace v bodě £ funkcionálu V funkce f, jenž .'; 
závisí ještě na parametru i) lze dokázati větu obdobnou větě 
Hamilton-Jacobihp o kanonických soustavách v obyčejném dife­
renciálním poctu. 

Mohli bychom se zabývati rovnicemi s funkcionálními deri- < 
vacemi řádu vyššího, než prvního; na příklad byly objeveny 4 
zajímavé výsledky o lineárních rovnicích s funkcionálními deri- | 
vacemi druhého řádu (17). V /;.>'.-'';<•?. : | 

Hadámard (20) ^nalezl ^ajímavau rovmei s funkcionálními i 
derivacemi pro Greenovu funkci; rovnice iadává řešení Dirichle- [:,-\ 
tova problému pra rovinný obor; Greeriava funkce je tu funkcio- g 
nálem funkcí, jež dávají obvod dotyčného oboru. Zmíněná rovnice 1 
s funkcionálními derivacemi vyjadřuje, jak se mění Greenova f 
funkce, mění-li se (nekonečně málo) okraj oboru. V 

15. Nemohu ukončiti tento všeobecný náčrt o funkcionálech 
a nezmíniti se o jejich užití v teorii funkcí, které bylo zavedeno 7. 
teprve nedávno. Není možné rozšířiti Cauchyho pojem monogen- 1 

•nosti na prostor o třech nebo více "rozměrech, uvažujeme-li jenom 
o obyčejných funkcích jedné nebo několika proměnných.vMějme [ 
však na mysli funkcionál F závisící na tvarti a na poloze uzavřené ; 
křivky v třírozměrném prostoru a na smysluř v n$mž se křivka ; 
probíhá. Předpokládejme, že dvě uzavřené křivky Mají společnoti :. 
část, k!terá je probíhána opačnýpii směry padle toho, považujeme-li 
ji za část jedné křivky, nebo drtihé. Můžeme nazvati křivku JD?-;.. 
kterou obdržíme tím, že odstranínxe společnou, část %*z obou zbý­
vajících Č á̂stí utvoříme ^íivku jedínaí)̂ • součtem obou Čar původ­
ních LX,L2 a psáti , 

,'••-.•• ^ . jj^-L^-^iL^.:. ;
s ' ' v. •» ...'"'. ;• ; 

Má-li funkcionál F vvlastnost sótictovoů,* to jest. .; 

. ; ;'.:,-.,:; ^m-ym+:m$r<i , :^7 ;-- ; •••-;;.; 
pravíme o něm, že je prvého stupně. Pošiiímé v jednomTbodě.At'"{ 
nekonečně malý x prvek áš křivky ;;riek:dn^ěn$ málo^ takže ;opíšé ; 
plochu der a buď dF nékonečriě*malá;z.^^^ 
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měr dF/dcr závisi jenom na poloze a na směru normály k der. Nuže 
k zobecnění pojmu monogennosti dojdeme, předpokládáme-li, 
že poměr d$/dcr: dF/dcr = d&/dF je funkce bodu A, při čemž je F 
komplexní a & je jiný obdobný funkcionál komplexní. Je-li tomu 
tak, říkáme, ž e í a í P jsou isogenní. Oddělíme-li v těchto funkcio-
onálech části reálné a části imaginární, dojdeme k rovnicím s funkcio­
nálními derivacemi; snadno zpozorujeme jejich obdobu s rovnicemi 
Laplaceovými vztaženými na křivočaré souřadnice na plochách. 
Tak můžeme nalézti isogenní vztahy mezi f unkcionály a obyčejnými 
funkcemi. Z toho lze odvoditi teorii o dvojných integrálech funkcí 
o dvou komplexních proměnných, která vede k zobecnění Cauchy-
ho věty. 

Tato teorie vede mnohem dále, přejde-li se od oborů tří-, 
rozměrných k oborům s větším počtem rozměrů. Tyto úvahy jsou 
nutné k úplnému vniknutí do studia mnohonásobných integrálů, 
neboť tyto integrály vztažené na plochy, prostory nebo nad* 
prostory závisí na okraji integračního oboru. 

Nauku o funkcích lze rozšířiti ještě jinak, uvažujeme-li o funk­
cích sdružených v prostorech o několika rozměrech. 

Různé kapitoly z nauky o funkcionálech, které jsem zde vy­
ložil velmi stručně, jsou probrány obšírněji v pojednáních a spi­
sech, které jsem uveřejňoval od roku 1870 ar̂  do dnešní doby. 
Jmenuji zvláště svoje přednášky na Sorbonně z r. 1912 o funkcích 
•čar (15) a svou knihu Theory of functionals vydanou v roce 1930 (21), 
v níž se nalézá velmi obšírná bibliografie tohoto oboru. Tyto práce, 
jakož i obdivuhodná kniha Hadamardova" o variačním počtu (22) 
ukazují, že tento počet je jen kapitola z teorie funkcionálů. 

Od svých prvních pojednání hleděl jsem ve všech svých prá­
mech uplatniti svou myšlenku přechodu od konečného počtu pro­
měnných k nekonečnému* myšlenku, která mne vedla a na jejímž 
základě vznikly metody, jichž jsem užíval. Podle této vůdčí 
myšlenky převádějí se úlohy z teorie funkcionářů'há úlohy infini­
tesimálního počtu. Stačí předpokládati,, že počet , jproměnných ( 
v těchto úlohách roste přes všechny meze. Tato" myšlenka dala mi-
klíč krpzřešení integrálních rovnic. Mnoho autorů jižilo mých metod, 
když jsem je vypracoval a podal jejich užitL Užil jích Fredholm 
ve své práci o integrálních rovnicích a později Hilbert -(23),•, 

Bibliografie. 
/ •' (K, první přednášce.) ; 

Nepodávám zde bibliografu variačního poč^u. „Omezuji se na výčet 
. některých děl a pojednání, o nichž jsem se zmínil za první přednášky. 

Totéž platí o bibliografii ke druhé přednášce. Pokud *se týče bibliografií, 
odkazuji na speciální díla o variačním jpočtu a n a knihu JVÍaúrice Lecat; 
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Bibliographie du calcul des variations (depuis les origines jusqu,à 1850; 
de 1850 à 1913), Gand, Paríž 1913—1916. 

1. A history of the progress of the Calculus of Variations by J . Tod-
hшiter, London 1861. 

2. Newton: Philosophiae naturalis principia mathematica, Lib. I I , 
Pгop. 34 SchoL; a Catalogue of the Portsmouth Coll. of Isaac Newton. 
Cambгidge 1888, p . XXII . 

3. Jean Bemoulli: Acta E m d . 1697, Opera omnia Lausannae 1742, 
p. 187. > 

4. Jacques Bemoulli: Analysis magni problematis isoperimetricL 
Basileae 1701; Opera Genevae 1744 T. I I , p. 897. 

5. Euler: Methodus inveniendi etc. Lausannae. 
6. Lagrange: Leçons sur le Calcul des fonctions; Théorie des fonctions 

analytiques. Oeuvres T. IX, X. 
7. Jacobi: Werke, Bd. IV., p . 39—55, Bd. V, p. 465—482, Supple-

mentband, p. 43—50, 51—57, 143—156. 
8. Weierstrass: Werke, Bd. VII., Berlin 1927. 
9. Pau lLévy : Leçons ďanalyse fonctionnelle. Chapitre II . , Paris 1922. 

10. Daгboux: Théorie des surfaces. VoL III , Livre 6emc, Paris, 
1894. Kneseг: Lehrbuch der Variationsreehnшig, Brшiswick 1900. 

11. Volterra: Sopra un problema di elettrostatica. R. Acc. dei Lincei 
Voï. VIII , Serie Зa Transunti, Roma 1884. 

12. Hilbert: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen. Göttingen Nachrichten 1904—1910. 

13. Volteiгa: Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni; 
Sopra le fшizioni dipendenti da linee. (Rendiconti delľ Accademia dei 
Lincei 1887, 2° sem., p . 97, 141, 153, 225, 274.) 

14. G. C. Evans: Rendiconti delľ Accademia dei Lincei (5) VIII,. 
1911; (5) X, 1911; Rendiconti del Circolo matem. di Paleгmo 34, 1912.. 

15. Volteггa: Leçons suг les fonctions des lignes, Chap. IX, § 16, 
Paris 1913. 

16. L. Schlesinger: Comptes Rendus de ľAc. des Sciences t. 154, 1914; 
Jahresbericht des deutschen Math. Vereines. Bd. 24, 1915. 

17. Volteггa: Sull equazioni alle deгivate fшizionali. (Rendiconti 
delľ Accademia dei Lincei VoL X X I I I , S. 5a, 1° sem. 1915.) 

18. Freda: II teorema ďEuleгo per le fшizioni di linee omogenee.. 
Rendiconti delľ Accademia dei Lincei, Vol. XXIV, S. 5 a , 1° sem. 1915.. 

19. Volterra: Sulle equazioni int gгodiffeгenziali le equazioni all -J 

derivate fшizionali. (Rend. Acc. Lincei, Vol. XXIII , S. 5*, 1° sem. 1914.)-
20. Hadamard: Mémoire sш? le problème ďanalyse relatif à ľéquilibre 
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