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Prispévek k neeuklidovské geometrii.
L. Illingerova.

(Doslo 20. éervna 1932.)

"V zimnim semestru 1931/32 méla jsem v seminafi pro filosofii
matematiky referat o noetickych problémech v neeuklidovskych
geometriich. Pii té piflezitosti narazila jsem na zdanlivy rozpor
vznikly v riznych zobrazenich neeuklidovské roviny, ktery chei
v tomto &lanku objasniti. Budu se zde zabyvati hlavné kruznicemi,
a to v roviné hyperbolické., v niz se vyskytuji t¥i druhy kruznie
(cykly, horocykly a ekvidistanty)!); naproti tomu v roviné eliptické -
a v rovinach parabolickych jest jediny druh kruznie.

V Kleinové zobrazeni jest kruznice kuzZeloseCkou, kterd se
dvojnasobné dotykd ,,absolutni kuZelosetky*2) a ]est tedy uréena

dalsimi tremi podmmkann (str. 102). Re$me na pt. alohu: t¥emi i

body hyperbolické roviny proloziti kruznici! Uloha, sestrojiti.
kuzelosetku, kterd by prochézela tiemi danymi body a dotykala
se dvojndsobné jiné dané kuZelosetky, jest, jak znamo. &tyi-
znadénd: T¥emi obecné poloZenymi body hyperbolické
roviny lze proloziti étyFi kruznice,

V zobrazeni Poincaréové, které jest konformni s geometrii
v roviné euklidovské a pii némz se absolutni Gtvar zobrazi jako
osa X, kruznice se jevi opét jako kruznice: cykly osu X neprotinaji,
horoeykly se ji dotykaji a ekvidistanty ji protinaji (str. 142, 143).
Tremi body lze v8ak proloZiti jedinou kruznici. Zd4lo by se tedy,
Ze v Poincaréové zobrazeni hyperbolické roviny lze tfemi body
proloziti jen jedinowu kruznici, coz jest vysledek odporujici pred-
chézejicimu, nebot ziejmé vlastnosti hyperbolické roviny nesméji-
zéviseti na tom, jakého druhu zobrazeni bylo pouZito. V téchto
dvou zobrazenich jest tedy zdénlivy rozpor, ktery vysvétlime.’
Kromé toho rozteSime nékteré ulohy o kruznicich v hy perbolické
roviné.

Nejprve uvedu jednoduchou konstrukcl kruznic tremi body
v Kleinové zobrazeni: Bude to vlastné, jak bylo vySe feleno,
TeSeni Glohy: tfemi danymi body a, b, ¢ proloZiti kuZelosetku 1K
tak. aby se dvojnisobné dotykala kuzelosetky K! Obé kuzelo-
setky K, 'K patif do svazku, jehoZ jedna sloZzend kuzZelosetka

1) Viz Dr. V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie (Edice Kruh,
1926) str. 104; v dalSim uvadim pouze stranky této kniZky.

2) Uvozovkami oznatujeme euklidovsky model mneeuklidovského
tvara. : ’
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sklada se ze spoleénych teden T, 2T a druhé dvé splyvaji ve spoj-
nici S spoleénych bodd %, % (obr. 1). Protneme-li tento svazek
" libovolnou piimkou, vznikd na ni bodovd involuce, jejiz jeden
samodruzny bod leZf nutné na 1S, nebot dvojnisobné politana
piimka 2§ jest kuZelosetkou svazku. Jsou-li v nafem p¥pads
- dény t¥i body a, b, ¢ pro hledanou kuZelosetku 1K, dostaneme na,
prlmkach 14 = ab, 24 = be, 34 = ca involuce (@, b; & & ...)
- resp. (b,c;n,in; ..., (¢, a3 L, C, ...) se tfemi dv011cem1 samo-
druznych bodit Im, *m; 1n 2n 1p, 2p. Téchto Sest bodu lezi po tiech
na Styfech p¥imkach 18, 28, 3S 4S ‘které jsou jiZ spojnicemi do-
tyénych bodu hledané kuzelosecky 1K, resp. 2K,3K,*K s danou
kuZelose¢kou K (obr. 1). T¥i z téchto prlmelx 18, 28, 38 protinaji
kuZeloseku K realné, nebot t¥i body im, n, 1p le#i uvnité kuzelo-
- seCky K; ostatni tfi *m, *n, *p lezi vné K a jejich spojnice 4S protind
ji bud také redIné nebo imagindrn&. Je-li kuZelosetka K absolutni
_ kuzelosetkou. hyperbolické roviny, jsou tii kruZnice nasi dlohy
ekvidistanty, dtvrts jest bud ekvidistanta, nebo cykl (podle polohy
bodt a, b, ¢). P¥mky S jsou polary ,stfedd” hledanych kruznic
szhledem k absolutni kuzelosedce. Protind-li pimka § kuZelo-
setku K redlnd, jest kruZnice (v.tomto piipad$ ekvidistanta)
rozdélena p¥imkou § na dvé &dsti tak, Ze z jedné nelze piejiti
na druhou, ponévadZ nemtuiZeme prechizeti elementy nevlastm_
- (. j. ‘nekonetns vzdalené). '

Ma-li hledand kruznice byti horocyklem, pak polara stiedu‘”
dotyka se absolutni kuZeloset¢ky v bodé, v némz ma horocykl
styk tietiho ¥4du s absolutni kuzelosedkou. Horocykl jest uréen
dvéma body nebo bodem a smérem. Ob& konstrukce provedeme.

Konstrukee horocyklu daného dvéma body a, b jest: Na spojnici ad.
najdeme samodruzné body involuce, jejiz jednou dvojici jsou body
a, b a druhou dvojici tvo¥i pruseéiky této spojnice s absolutni
kuzelosetkou. Telny vedené ze samodruZnych bodi této involuce
&k absolutni kuZeloseéce jsou jiz polary ,,stfedd™ horoeykli. V do-
tyénych bodech téchto teden maji herocykly gtytbodovy dotyk
's absolutni kuZelosetkou. Vysledky jsou étyri, dva redlné a dva
imagindrni. Konstrukce horocyklu daného bodem a smérem (t. j.

bodem a tenou v ném) jest: Postup stejny jako pii FeSeni predchozi
“dalohy, pouze s tim rozdilem, ¥e zde body .a, b splynuly v jediny
bod, a jejich spojnice stala se tenou. Na tetn& najdeme bod
polérng sdrureny k danému vzhledem k absolutni kuZéloseéce
-2 z ného vedeme tedny k absolutm kuzelosecce tloha mé dva
- redlné vysledky.

Nyni ptejdeme od zobrazeni Kleinova k zobrazeni Poincaréovu

- a dokdZeme, Ze i zde m4 dan4 tloha (t. j. konstrukce kruzmce tremi
o bodv) ctyn TeSeni.
: o



Nejprve si zavedeme pomocné zobrazeni, které budeme nazy-
vati zobrazenim intermediernim. K tomu pouZijeme transformaé-
nich rovnic, které Hlavaty uvadi ve své knize pro prechod z Klei-

Obr. 1.

nova zobrazeni do zobrazeni Poincaréova (na str. 141 a 142).
Je-li absolutni kuZelosetka Kleinova zobrazeni ddna rovnici

ne— & =0, (1)
zavedeme nové soufadnice u,, u, tak, %e w, = konst. je rovnice

horocyklu- a u, = konst. rovnice kolmice na tento horocykl. Za-
vedeme-li misto homogennich soufadnic &, 7, ¢- nehomogenni



X = %’ Y = g, mé absolutni kuZeloseSka rovnici
Uz1]eme -li rovmc pro horocykhcky pohvb (str. 119) ]est rovnice
Y —X2= e ' (3

rovnici svazku horocyklu bodem (sttedem) o soutadnicich (0, 0, 1),
pfi SemZ u,, jest parametr svazku; pro u, = oo jest rovnice (3)
rovnici absolutni kuZelosecky. — Pro bod 0, {1, 0, 0), ktery lezi
vné absolutni kuZelose¢ky, a tedy pro vSechny bod.y le#ici vnd jest
Y — X2 <0, pro body uvnitt jest ¥ — X2 > 0; e~ mj proto
realnou hodnotu pro body uvnitt absolutni kuzelosecky, imagi-
" nérn{ pro body vné. Omezime se na horocykly, to jest na kuZelo-
-setky  (3), uvnité absolutni kuZeloseky. Ortogonalni trajektorie
horocyklt jsou pfimky prochizejici jejich stfedem O, (0, 0, 1);
X = u, jest rovnice svazku ortogonélnich tra]ektorli svazku
horocykld, u, jest jeho parametr. Zavedeme-li vztahy

: =y Y=o, - (4)
jest podle pravé feteného pro body uvniti absolutni kuZelosetky
y? > 0, pro body vné absolutni kuZelosetky »? < 0 a transformadni
" rovnice pro pfechod z Kleinova zobrazeni do zobrazeni mtermedxer—
nfho zni

*X:.’t, =x2+y . (5)

a obr:icené z=2X, y==+ VY Xz, - (8)
‘Rovnice absolutni kuZelosetky (2) preJde transformact (5) v rovnici
y* = 0, coZ jest dvojndsobn& potitand osa X.

Rovnice ptimky v Klemove rovind AX + BY + 0 = 0 preJde
- transformaci (5) v rovnici '

Az + B2+ )+ C =0, - (6)
co jest v intermediernim zobrazeni rovnice kruZnice se stfedem
na ose X; ve zvldtnim pi{pads, pro B = 0, jest rovnice (6) rovnici
piimky kolmé k ose X. Dvé ,,ruznobezky se protinaji redlné mimo
osu X, dv¥ ,,rovnobezky ma]l spoleény bod na ose X a dvé mimo-
béiky se protinaji imagindrné.

Rovnice kruZnice o stiedu s (81, S 33) a poloméru (hyper-
bolickém) r v hyperbolické roviné pii Klelnové zobrazem jest -
v soufadnicich homogennich . . .

. | . fe2 = fes 88 0052 : . (7

((str. 101), pfi SemZ L B
.' fefe = ne— &, fss'-_— 82*5'3—"5'1 y fes = %(7783 '—!—;,Csz,—- 2£s,).

: véasopis pro p¥stovéni matematiky a fysiky. Rodn[k 62. L . 11 .
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Jsou-li s, # nehomogenni soufadnice ,,stfedu‘‘ kruznice v inter-
mediernim zobrazeni, jest vzhledem k (5)
s s,

i S

S3 S3
Pouzitim rovnic (5), (5”) prejde rovnice (7), kterou muZeme psdt
ve tvaru :

= % 4 %

[3(¢ + Y — 2Xs)]2 = (¥ — X2) (t — s2) Cos2r AT
ve tvar =
(2 4 y? + 5% 4 12— 2s)? = 4y%? Cos?r, &ili (8)
2 4+ y? 4 8% 12— 25 = 2eyt Cos r, &= 4 1; (9)
z toho (z — 8)2 4+ (y — et Cos 7)2 = #2 Sin2 7. (10)

KruZnice Kleinovy roviny piejde, jak plyne z rovnice (10), do dvou
kruznic soumérné polozenych podle osy X (pro ¢ = -+ 1, nebo
&¢ = — 1).» Transformaci (5) pfejde kazdy bod do dvou bodid
soumérné poloZenych podle osy X. Mezi zobrazenim Kleinovym
a intermediernim jest tedy jedno-dvojznaénd korespondence.
- Transformaci naSich bod# a, b, ¢ ziskime v intermediernim zobra-
zeni t¥i dvojice bodu o', a”, b, b, ¢/, ¢” a jimi prolozime &tyti
~ dvojice kruznic. 1K = (a'b'¢’) - (a"b"c”), K = (a'b'c”) + (a"b"¢"),
2K = (a'd"¢’) + (a"b'c”), 4K = (a'b"¢c") + (a"b'c). e
Chceme-li ziskati jedno-jednoznaény vztah, musime se v rov-
nici (5') omeziti na jedno znaménko (zvolime +) a tim ziskdme
zobrazeni Poincaréovo. Kazdému bodu Kleinova zobrazeni odpo-
vidé jediny bod, a to nad osou X (y > 0). Obraz celého Gtvaru
v Poincaréové roviné ziskame, jestlize uvaZujeme v intermediernim
zobrazeni polorovinu nad osou X. Ponévads kazdy ttvar Kleinovy
roviny prejde, jak bylo dokézéno, do roviny intermedierni do dvou
utvarit soumérné podle osy X polozenych, obdrizime cely atvar
v roviné Poincaréové zreadlenim na ose X oné 8asti, ktera je pod >
osou X (v obr. 2 sestrojena kruZnice !K). Viechny poznatky ziskané
pro intermedierni zobrazeni plati v roving Poincaréové, omezime-li
se na Gast roviny nad osou X. Tfi z vySe uvedenych kruinic 2K,
°K,*K jsou z¥ejm& obrazy ekvidistant, ¢tvrtd 1K jest bud cykl
nebo ekvidistanta, podle polohy bodd a’,d’,¢’. Obrazy polir S
- .,stfedd” krugnic Kleinovy roviny jsou v Poincaréové roviné pil-
kruznice, jeZ maji sttedy na ose X a prochizeji priseéiky kruznice
s'osou X. Tak jako v Kleinové zobrazeni nemiZeme ani zde p¥e-
chdzeti z jedné &4asti ekvidistanty na druhou, jsou-li odd&leny
polarou 8 (v obr. 2 poléra 18" rozdéluje kruznici prolozenou body
o a, b, ¢ (a",b".¢") na dvé éasti 1K', 1K” tak, %e na p¥. z bodu ¢’
nelze prejiti do bodu b’). Poldra stfedu cyklu jest zde ziejmé
- imaginarni. Jak bylo vySe dokazéno, jest pro body, které lezi vné
absolutni kuzelosetky Kleinovy roviny, y — e imagindrni:



Idealni atvary Kleinovy roviny (t. j. fy, které lezi vné
.absolutni kuZelosedky) stidvaji se v zobrazeni Poinca-
" réové imagindrnimi. . ,

' Konstrukce horocyklu daného dv&ma body a’ (a"), b’ (b”)
v zobrazeni intermediernim a tedy i v ‘roviné Poincaréové divs

V.M v z

rovnéZz dvé feSeni redlns (konstrukce kruznice dané dvéma body

a’, b a tednou X jest dvojznaéni) a dvé Yeenf imaginirni (pro -

a', b", X). Zobrazi-li se body a, b do bodti a’, b’ tak, Ze spojnice a'd’
je rovnohgZnd s osou X, jest tato spojnice jiz jednim redlnym
feSenim nadf dGlohy. PoloZme si otdzku: Co odpovidd v Kleinové
zobrazeni obecnd poloZené piimee roviny Poincaréovy? Vedle
piimky az 4 by + ¢ = 0 musime uvaZovati zirovenr pifmku

ax—by + ¢ = 0. (zrcadlenim na ose X piejde prvi piimka -

¥ druhou). Transformaci (5) dostaneme rovnici: -
- (a® + b2) X2 4+ 2acX — 52Y + ¢? = 0; '
* jest to kuzeloseSka, kterd se absolutni kuZelosetky dotyké v bodé

(0,1,0). Zdsnlivy rozpor, o kterém jsme se zminili na
: ‘ . ! ' SRR 11*
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podatku, je tedy zpihsoben zaménou zobrazeni Poinca-
réova a intermedierniho. i

Pohybuje-li se v euklidovské roving konstantni Ghel « tak, Ze
jeho ramena MN stale prochizeji dvéma pevnymi body m, =,
probiha jeho vrchol v kruznici. Hledejme geometrické misto téchto.
vrchold v hyperbolické rovin&! Uhel dvou piimek v Kleinové
zobrazeni jest ddn vzorcem

o= —; log A (str. 82),

pii Cemi A jest dvojpomér paprékﬁ MN vzhledem k teéndm ve-
denym z priseéiku (M N) k absolutni kuZeloseéce. Pro konstantni «
jest A =e2a =F% Je-li absolutni kuZelosedka déna rovnici
v homogennich soufadnicich 7{— & = 0, zvolime vhodn& body
m, n, tfeba na p¥imee £ = 0:m (0, 1, 1), 2 (0, @, 1). Z proménného
bodu v (z; y,2) vedeme k absolutni kuZeloselce tedny. Jejich
rovnice jest
T = (gl — &) (yz — %) — 3yl + 3201 — 28)* = 0.
Dale stanovime dvojpcmér (MNT2T), ktery se rovnd dvojpoméru
prisedikd téchto paprskt s p¥mkou & = 0. Stanovime oba pri-
seSiky 1, 2 te¢en 17T, 2T s pifmkou & = 0 a dvojpomér (mn't*) na
- piimee £ = 0 mda byt konstantni.
Body %, % maji soufadnice:
% (0, yz2 — 22% + 2z sz —_— g}z 2?),
% (0, yz — 22% — 2% ]/x2 — Yz, 22),

(mntt3) =

(22— yz + 202 — 2z ]/aﬂ — y2) (a2* — yz + 222 + 2 V;{_ yz) L

(22— yz + 22% + 2« sz — yz) (az? — yz + 222 — 22 sz — y2)
=k

Vynasobime-li a polozime g =X, -g = Y, jest rovnice hledaného

geometrického mista v.nehomogennich soufadnicich:
Y2+ X2 —TY) (e + 1) +aP (1 —k)*—
—4X2(a— 12 (1 + k)2 (X2—Y)=0.
Nalezena kfivka jest stupné &tvrtého K% Libovolnd kruinice
prochizejici body m, » protind ji mimo bedy m, n jesté v Sesti
bodech. Lze tedy Fici: KaZdému thlu « jest na libovolné kruznici K?
piifazeno Sest bcdl takovych, Ze se z nich dva pevné body m, »
které lezi na K2, prcmitaji pcd thlem a. Pro ¢ =0 jest k=1

a1y |



"a kiivka K* se rozpadne na absolutni kuieldseéku a dvojné,sob'no‘u‘ N
‘spojnici bodd m, n. Pro a = :]:% jest & = exs = —'1 a k¥ivka
~ K* jest dvojnisobné poditanou kuZelosetkou:
T (X Y@+ 1) +a=0.

: -Jsou-li ramena MN Ghlu & vzijemns kolm4, pak j jsou polarne
.- sdruzend vzhledem k absolutni kuZeloseéce (str. 86). Pohybu;e-h
T ose pravy thel, vytvoiuji ob& ramena dva paprskové svazky vzd-

jemné pro;]ektlvm o sttedech m, »; vytvorem techto svazku jest
skutetné kuZelosetka. )
- Do roviny Poincaréovy se piimky M, N zobraz{ do polo-
kruZnic M'N’ se stiedy na X. Budeme zde tedy hledati geometrické
misto bodd, v nichZ se kruznice prochézejici pevnymi body m’, n’
{M'’ bodem.m", N’ bodem #’) protinaji pod konstantnim uhlem .
- Transformaci (5) pievedeme body m, n do bodd m', n'. Jejich
soufadnice budou: m’(0,1), =’ (0, ]/a) Uzqeme—h pro vypoéet
thlu vzorce La,guerrova, : ‘

a——logl

Pri cemz l-— (M', N',1I', 2I') jest dvojpomér paprskﬁ M’ N
vzhledem k motroplckym paprskum i, o, ]douclm pruseélkem '
QL'N).

Rovnice kruznice M’, kters, procha.z1 bodem m’ a proménnym
‘bodem o soutadnicich (x ¥, 2) amé stfed na ose X, v homogenmch
soufadnicich &, #; ¢ zni

M= (8 ) — (2P + g ——mprm0
Rovnice krusnice N’ bodem n’ a bodem (2, y,2), jei ma
stred na X, jest ' .

L N'= xz(52+nz)—éﬁ(xz——yz—i—azz)—axzcz—O
. Teény sestrojené k témto krufnicim v prusec1ku (x y, 2):
17 = Ef (2 — g + 22) + 2wynt — wz (2 + y° + 2} = 0
Tesp.

P = EC (22— y? + az?) + 2xynt — xz (2% + ° + az“‘) = 0.
Isotroplcke ptimky bodem (z, y, 2) maji rovnice:
L Isi—mille—a=0

e , zzf—}—zn——C(w—f-y)—O

‘, Sta,nowme dv01pomér pruseclku (¢, %, 4, %) téchto ctyr primek :
“spnmkou§=0 : ) '
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(0, 22 + y* + 22 2y2), % (0, 2% + y? 4 az?, 2yz),
17 (0, yz — 122, 2%), % (0, yz + w2, 22).
(M#242%) =

24 (22 + y2 + 22 — 292 4 2ixy) (2
T Ay — 2 — Zizy) (2
k.

: 4 y? 4 ar® — 2y — Zuay)
+ y? 4+ az? — 292 —l—‘)zxy)

I

PiSeme-li opét z, y misto g—, ‘Z— jest hledana rovnice
(@ + 2+ (@2 —9) (e + 1) + a] (1 —k) +
- + 2zy (@ — 1) (1 + k) = 0;
pro hyperbolickou rovinu musime v8ak uvazovati i k¥ivku vzniklou
zrcadlenim na ose X, totiz :

[(@+ %)+ (22— (@ + 1) +
—Zizy (@—1) (1 + k) = 0.
Vysledna rovnice zni:

[+ 92 + (@ — ) (@ + 1) + a2 (1— k) + 11
+ 4222 (@ —1)2 (1 +k)2=0= K~ :

Pro o = 0 obdriime dvojnasobné poéitanou spojnici obou bodi
a piimku »*=0, t. j. absolutni kuZelose¢ka. Pro « = 4 =
jest kiivka dvojnasobné poditanou ,kuZeloseCkou‘* (22 + %)% +
+ (#2— 9 (@ + 1) + a = 0. Provedeme-li na rovnici (11) trans-
formaci (5), obdrzime (11°). Prolozime-li body m', n’ libovolnou
kruZnici, ziskdme na ni opét Sestibodové skupiny p¥itazené jednotli-
vym Ghlém.

Ukézali jsme, Ze vlastnosti hyperbolickych kruznic
zde zkoumané jsou nezavislé na tom, jaké zobrazeni
volime. Ziejmé plati tato véta pro jakékoli vlastnosti kruznic,
které nezavisi na volbé soufadného systému.

k) —

Jind zobrazeni hyperbolické roviny.

Promftneme-li polokouli ortogonalné do roviny rovniku, pak
geometrie v hyperbolické roviné takto vzniklé jest konformni
s geometrii na oné polokouli (str. 138). ,,KruZnice* této roviny,
t. j. kuZelosetky, které se dvojnisobné dotykaji rovnika, promitaji
se na kouli do kruznic: priméty cykld neprotinaji rovnik, praméty
horocykld se ho dotykaji a priméty ekvidistant maj{ s nim dva
body spoleéné. Nezalezi na tom, kterou polovinu koule uvaZujeme,
ponévadz ortogonalni priméty obou do roviny rovnika splyvaji.
Msme-li tfemi body v roviné rovnika proloZiti kruznice, miéZeme
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tlohu provésti pfimo jako v zobrazeni Kleinové, nebo mtiZeme
promitnouti body a, b, ¢ do bodiia’, a”, 8", b”, ¢’, ¢” na obé poloviny
koule a proloZiti témito body &ty¥i dvojice kruznie:

K = (a'b'c’) 4 (a"d"c"), 2K = (a'b'c”) + (a"b"c’),
‘ 3K _:— (albllcl) + (a/llblcll)’ 4K E (albllcll) + (a’/blcl)'
Zpétnym promitnutim do roviny rovnika obdrZime &tyii Yegent,
z nichZ t¥i jsou opé&t ekvidistanty a &tvrté bud cykl nebo ekvi-
distanta. '

Promitneme-li kouli pravé uvaZovanou z pélu do- roviny
rovnika, jest toto zobrazeni opét konformni s geometrii na kouli
(str. 138). Pro rovinu hyperbolickou se musime omeziti bud jen
na ¢ast uvnitt rovnika, nebo jen na édst vné, ponévad? nemiizeme
prechizeti absolutni elementy. KruZnice se zde zobrazi opét jako
kruZnice. Promitneme nase body a’, a”,b’,b",¢',¢" z pélu do
roviny rovnika do bodl a';, ay, b, 8", ¢y, ¢”; a jimi proloZime
¢tyfi dvojice kruznic, z nichZ vlak uvaZujeme &asti jen uvniti
rovnika (nebo jen vné). Kazda dvojice protind rovnik bud reilné
(ekvidistanta), nebo imagindrné (cykl). Polara , stfedu‘‘ cyklu jest
imaginarni, polara ,stfedu’ ekvidistanty redlnd a zobrazi se jako
kruzZnice ortogondlni na rovnik (str. 138); déli ekvidistantu na dvé
dasti. ‘

Konstrukce horocyklu v obou téchto zobrazenich jest zfejm4.

Uvah, které zde byly provedeny pro rovinu hyperbolickou,
Ize s malymi zménami uZiti pro rovinu eliptickou a roviny para-
bolické. ‘

Ze semindie pro filosofit matematiky.

*
Contribution 4 la géométrie non-euclidienne.
(Extrait de l'article précédent.)

Le cercle de la géométrie de Klein apparait comme une conique
bitangente & la conique absolue. Dans la géométrie intermédiaire
ou dans celle de Poincaré (la conique absolue étant alors une droite)
le cercle apparait comme un cercle. Dans la construction des
cercles on se heurte & une contradiction apparente entre ces géomé-
tries: en effet, si I’on veut construire le cercle déterminé par trois
points, on obtient quatre solutions de ce probléme dans la géométrie
de Klein (trois équidistantes et un cercle qui est, selon la position
des points donnés, soit un eycle, soit une équidistante). Il n’y a,
d’autre part, comme il parait tout d’abord, qu’une seule solution
dans la géométrie intermédiaire ou dans celle de Poincaré. Le
.~ but de cet article est de lever cette contradiction apparente.
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