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Konečně lze uvažovati invariantivné funkce, do nichž vchá
zejí oboje proměnné x i £; takové slují dle Sylvestera smíšenými 
Jconkomitanty; nejjednoduší takový útvar jest a^^ -f- #2̂ 2 + x^si 
jenž linearnou transformací se vůbec nemění. 

Jest patrno, že každá mocnost diskriminantu jest též inva
riantem, a lze snadno nahlédnouti, že forma/jiných invariantův 
nemá. Nebot je-li I invariantem a platí-li 

tu 
I л = T в I, 

ľ _ (T«I)a _ I 
_/« (T2z/>* """"_/«' 

zůstává tedy podíl I 2 : _/* při linearné transformaci úplně ne
proměnným, jinak řečeno on jest absolutním invariantem. Takový 
však u kvadratické ternarné formy může býti jen absolutní 
stálou; neboť příhodnou linearnou transformací lze toho do-
síci, aby nové koefficienty ďhk nabyly hodnot libovolně daných 
— ovšem neannullujících _/' — a zůstává tedy podíl I 2 : _/a týž, 
nechť jsou koefficienty ahk jakékoli, t. j . on jest stálým. Z toho 
ale 

a 

I = CJT, 
jakož jsme tvrdili; cc ovšem jest sudé. 

(Dokončení.) 

Poznámky arithmetické. 
Sdílí 

M. Lerch, 
docent vysoké školy technické v Praze. 

Bud f(x, y) kladná a spojitá funkce souměrná dvou klad
ných proměnných x, y, která roste, když jedna proměnná roste 
a druhá se nemění; je-li z kladné, znamenejme řešení rovnice 

f(x, y) = z 
takto: 

x = F(y;z) aneb y = F(x;z). 
Symbolem E(*) neb [z] znamenejme největší kladné celistvé 

číslo, které nepřevyšuje hodnotu z, takže 
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E0O^f<E(*) + l; 
je-li z -šL 1 aneb záporné, pak značí E(^) nullu. Toto přede
slavše, vedme v rovině křivku K, jejíž rovnice v pravoúhlé sou
stavě souřadnic x, y zní 

f(x, y) = m, 
kde m je určitá kladná konstanta, a uvažujme součet 

S = J]E(F(a;m)). 
( X — 1 

Tu patrně E(F(a;m)) znamená počet bodů o společné 
úsečce x = a, které mají pořadnice y = 1, 2 , . . . a při tom ho
vící podmínce y ^ F(«; m), tedy počet bodů s celistvými klad
nými souřadnicemi ležících na přímce x = a mezi osou úseček 
a křivkou y = F(x; m), t. j . křivkou K; i plyne odtud, že součet 
S rovná se počtu bodů s celistvými kladnými souřadnicemi po
ložených v oboru omezeném osou #, pořadnicemi x = 1 a x = a 
a konečně křivkou K. 

Tato křivka K klesá k ose x s rostoucími úsečkami a tedy 
jest hodnota F(a; m), příslušná poslední hodnotě a = a, nej
menší ze všech hodnot y. Vedeme-li přímku y = [F(a; m)], 
rozdělí se tím náš obor ve dvě části, z nichž spodní jest ob
délník a svrchní je omezena osou #, čarou K a vedenou přímkou. 

Ve svrchní části vedme rovnoběžku s osou úseček 
V = P , P ̂  [F(a; m)j -f 1, (/J = celistvé číslo) 

a určeme počet bodů s celistvými kladnými úsečkami, ležícími 
na této přímce mezi osou pořadnic a křivkou K; úsečky bodů 
těch budou 

# = l , 2 , . . . [ F ( / 3 ; m ) ] , 

ježto rovnici čáry K lze psáti x = ¥(y;m). 
Počet všech bodů naší soustavy položených ve svrchní 

části oboru bude tedy dán výrazem 
LF(l;«»)] 

8l = 5;E(F0í;m)). 
/? = [F(a;m)] + l 

Poněvadž body ve spodní části oboru položené jsou v počtu 
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S2 = a.E(F(a;m)), 

máme z rovnice S = Sx -f- S2 vztah 

a [F(l;«)] 

J ] E(F(a; m)) = a. E(F(a; m)) + £ E(F(/3; m)) 
a = : l ^ = z [ F ( a ; w i ) ] + 1 

aneb přičteme-li na obou stranách členy j3 = 1, 2, . . . [F(a;m)] 
a nahradíme E závorkou, 

o [F(a;m)] [F(l;«»)] 

(1) 2 [F(«;»)] + 2 [F(«;»)] = a [F(a;«)] + ^ ( a 5»)] • 
a — l azz l a n i 

Vzorec ten platí tedy pro každou kladnou a spojitou funkci 
F(x; m), klesající s rostoucím #, která znázorňuje čáru y =F(x; m) 
souměrnou ke přímce x = y, takže též x = F(«/; m). 

Volme na př. f(x, y) = #«/, pak máme křivku K o rovnici 
m xy = m, takže y = F(as; m) = — , a rovnice (1) nám poskytne x 

vztah 

,2) S-(Ť)+§-(Ť)=«-(T)+É-(T). 
* — \ x ' az=l N ' x ' a = l * ' 

kde jsme volili za m kladné celistvé číslo. Je-li a dělitelem 
čísla m, takže m = afe, obdržíme odtud vzorec známý *) 

Ž-(T)+Š-(T)=-^Í!-(T)-
a = z l ' a — i ' ' a = : l y ' 

Volíme-H dále 

flx,y) = (u + x)(u -f-?/), 

kde u je kladné číslo celistvé, bude 

F(#;m) = —; w, 

a tedy zní vzorec (1) v tomto případě 

Viz E. Cesàro (Comptes Rendus sv. 96., p. 1029.). 
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í-r-—1 
a , > L w -r a J / \ 

<3> S f U - H + l " (--+-.-) 

=-,(i+-.H+S« (,-+-.-)• 
Je-li splněna podmínka — ; — 2 Í U , budou veškery ve 

u -j~ a 
vzorci se vyskytující argumenty funkce E kladny (aneb rovny 
nulle), takže bude veskrze 

E ( - 5 - _ « ) = E(-Í_-)-», 
\u-\-x I \ll -f- X] 

a tedy levá strana bude 

azzl azz 1 

kdežto pravá obdrží tvar 

«M«-f-J+f;l-T-«)-l«+E(»-fi)-»)»-
a — 1 

takže máme po náležité redukci 

r ™ i _ u r-_-"l— 

£E ífr_) + 2 E izf_ ~ S E fcrqb 
azzl * ' a_zzl * ' ' arzil ! ' ' 

=--(sf-J-"{"(.-fi)-"(if-J}' 
ve druhém a třetím součtu levé strany pišme nyní a místo u-f- a, 
i obdržíme, připojíme-li u obou navzájem se rušící členy 
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a = 1, 2, . . . M 

I " — 1 

= -tfi)-{»tfi)--(.-qFi)|H-f«(-f) 
Této zajímavé relaci lze uděliti nový tvar, zavedeme-li 

arithmetické funkce ty (p, q), % (p, q), z nichž prvá ^ (p, g) značí 
počet dělitelů čísla p převyšujících číslo g, a druhá počet dě
litelů čísla p nepřevyšujících q. 

. Těmito funkcemi zabývali jsme se na různých místech. 
Ve Věstníku Královské České Společnosti Nauk z r. 1887 do
kázali jsme vzorce 

nt—1 m 

(4) 2ji\)(m — «, a) =z m , V ^ I ( Í » - | - « , « ) = 2ÍW, 
a = 0 a—0 

které jsme pak zobecněli ve sdělení podaném Pařížské Akademii 
(Comptes Rendus ze 16. ledna 1888) a propracovaném vp. Dar-
bouxově Bulletinu (duben a květen 1888); po té podal p. Strnad 
ryze arithmetické důkazy vzorců (4) a prohloubil jich obsah.*) 
Když byl konečně p. John Schróder v Hamburku podal značné 
zobecnění**) prvého ze vzorců (4) a nás o svých výsledcích 
písemně zpravil, odhodlali jsme se Král. České Spol. Nauk v se
zení dne 23. března 1894 předložiti starší svoji práci, ve které 
podány ryze arithmetické důkazy všech dosavadních našich vý
sledků. Konečně jsme téže společnosti ve schůzi dne 22. června 
téhož roku předložili řadu dalších analytických úvah, zabýva
jících se hlavně vlastnostmi těchto funkcí. 

Ze vzorce (3a) dospějeme k vlastnostem funkcí ty (p, q) a 
X (p- q) následujícím spůsobem. 

Značí-li g(a) funkci mající pro celistvé a hodnoty kladné, 
celistvé a různé, pak lze součet 

*) Casopis z r. 1888. 
**) J. Schröder, Einige Sätze über Theileranzahlen sowie einige Anwen

dungen der Geometrie auf Zahlentheorie (Mittheilungen der Mathe
matischen Gesellschaft in Hamburg, HL Bd., 1894), 
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S E \gW 
a=l,2,3,... , J / V - " 

charakterisovati pomocí dělitelů čísel íg m tvaru # («). Rozdíl 

Efe)~E(w) 
je totiž jen tehdy od nully různý, je-li g (a) dělitelem čísla m, 
a v tomto případě rovná se 1; součet 

.JJ^Hfer)!^"-' 
rovná se tedy počtu dělitelů čísla m, které jsou tvaru g(a); 
a odtud nacházíme 

l^)=|S[Mij)-E(^)] ; 

provedeme-li v právo sčítání vůči &, zruší se členové h = m — 1, 
m—2, m — 3 , . . . a zbude 

t^тЖШ)-
Volíme-li g(a) — u + «, bude © (&, #) znamenati počet děli

telů čísla A, které jsou větší než w, tedy počet naznačený sym
bolem tjj (&, u), takže máme dle (5) 

ï*Шфьo-
azzzl \ I / * = i a podobně 

£f(-^=.S-(^pr)=^ft-+-)i 
azra-f-1 * ' ' az.zl v , i / * _ ! 

odečtením plyne odtud 
a s m 

S E ^ =.2-*<*-*>-*<*'« + ->--
a = l \ « / fc=l 
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(3*) 

Podobně obdržíme 

T — l 

a—l y ' k = l y T ' 

Lw+lJ / . m , v 

I-(í)-2-K-Ťi)-
a tak vzorec (3a) obdrží tvar 

•Jj<HM)-^^ 
= a E (-^-)-JE ( » ) _ E ( - ^ ) L 

\w + a/ ( W + l/ \u-\-a]y 

při čemž má býti jako ve (3a) splněna podmínka —j—^ u, čili 

jinak vyjádřeno 

m 5í w (M + a) . 
Pro w = 0 přejde rovnice (3 a) v rovnici (2) a její pře

tvoření bude dle (3*) zníti, ježto 
ty (&, 0) = x (&, m) pro m^k, 

|;{^")-**-))=-t(Ť) 
aneb užijeme-li vztahu ^(t, ř*) + z(*, î ) = ®(*0, kde ® (*) značí 
počet všech dělitelů čísla k, 

(2.) Š.A«>="-(")+£•(*•"-)• 
A-=:l * ' k—l * ' 

Rovnici té lze uděliti další tvar, užije-li se rovnice 

*(Ä,a) = +,-*) + 
1, jeli — celistvé 

' J a 
0, není-li „ „ , 
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která je samozřejmá. Neb není-Ii h dělitelno na a, odpovídá 
h h každému děliteli ů < a čísla h dělitel ď = -^ > — , a dělitel 

,í = a neexistuje; tu bude tedy 

Jř(M) = * ( * i — )• 

Je-li však & dělitelno na a, dlužno ještě do % přibrati dě-
h litele ó = a, jemuž přísluší ó' = — , a tento není zahrnut ve a 

ýlh,—I, takže dlužno t/> zvětšiti o jednotku, aby nastala 

rovnost. 

Klademe-li v rovnici takto dokázané i n l , 2 , . . . m , a se
čteme, obdržíme vzorec 

,6) ! > « > = £*(*, | ) + E(-™), 

poněvadž se v právo přidala tolikráte jednotka, kolik čísel z řady 

( Y¥í \ 
— I. Porovnáním vzorců 

(2*) a (6) plyne pak výsledek 

<7, |[,(*A)_,(* :rj= (._1 ) E(i). 
Pišme nyní ve vzorci (2*) a místo a 

g . * . ) = . í (.-.)+!•(»,•?;-), 

a sečtěme pro a = 1, 2, 3,.,. a. Tu bude třeba především určiti 
součet 

Y SOUČtU 
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2«(*.«) 
a = l 

je určitý dělitel á čísla * čítán tolikráte, kolik čísel obsahuje 
řada a = ď, S -f 1, S -f 2 , . . . a, tedy (a + 1 — ď)kráte. Bude 
tedy 

a  

JJrf*, a )-^(a + l_d) = (a + l)^, a)-£d; 

zde jsme psali (a -f 1)#(&, a), poněvadž konstanta a + 1 se vy
skytne tolikráte, kolik existuje čísel ď, to jest %(k, a)kráte, 
ježto á jsou dělitelé čísla h a nejsou větší než a. Součet 

^ð=x(ka) 
d<La 

patrně je sotičtem všech dělitelů čísla * nepřevyšujících a 
máme tedy 

a 

5)t(*i «) = (* + !)*(*, «) — # (*. «) i 
az=:l 

a následkem toho 
in a w» *w 

(«) s £í(*. «)=(«+-)]&(*» ^- .S315^0^ 
k=l azzrl fe=l fc=l 

Dále zbývá vyšetřiti součet 

V součtu 

m a . . 

IJrM-
14 *) libovolný dělitel ď čísla *, který jest větší než —, je čítán toli

kráte, kolik a hoví podmínkám 

a>:a, o> —, — a 
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čili 
^ w m a^a>~\ 

vn budou tedy dělitelé naši 8 vesměs > — , a vyskytnou se při 
a 

počítání a— \-j- krátě; takže 

J*K)=?H?]). 
kde 8 probíhá dělitele čísla Je hovící podmínce 

a 
(Dokončení.) 

O hyperboloidické čtveřině přímek. 
Napsal 

Alois Strnad. 
pro-fensor v P r a z e . 

V krátké této poznámce chceme ukázati, kterak konstru
ktivně, methodou deskriptivní geometrie, lze vyšetřiti, zda-Xi čtyry 
mimoběíky dané tvoří čtveřinu hyperboloidicJcou. Potřebné kon
strukce vykonáme užívajíce obrazů průmětů centrálných; shle
dáme pak, že jich lze užiti též při obrazech průmětů orthogo-
nálných neb klinogonálných. 

HyperboloidicJcou čtveřinu tvoří každé čtyry přímky téže 
soustavy v ploše jednodílného hyperboloidu. Pojmu tomu jméno 
dal Hermes (Crelle, Journal LXYII. p. 171); při vyšetřování 
útvarů prostorových mívá taková čtveřina obdobný význam jako 
při útvarech rovinných trojina paprsků jdoucích týmž bodem. 
Tak ku př.: Výšky trojúhelníka protínají se v jediném bodě; 
výšky čtyřstěnu tvoří obecně čtveřinu hyperboloidickou {Steiner, 
Crelle's Journal II. p. 97). Dány-li mimoběžky A, B, C, D, lze 
sestrojiti vždy dvě příčky M, N, které danou čtveřinu protínají. 
Kdyby takových příček bylo možných více než dvě, bylo* by jich 
pak nekonečně mnoho, a vyplňovaly by plochu jednodílného hy
perboloidu, jemuž by též přímky A, B, C, D, náležely. 
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