Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Matyas Lerch
Poznamky arithmetické. [I.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 24 (1895), No. 1, 25-34

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123870

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1895

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123870
http://dml.cz

25

Koneéné lze uvazovati invariantivné funkce, do nichZ vchi-
zejf oboje proménné x i &; takové sluji dle Sylvestera smisenymi
konkomitanty ; nejjednodusf takovy ttvar jest =& + .8, + ,&;,
jenZ linearnou transformacf se viibec neménf.

Jest patrno, ze kazd4 mocnost diskriminantu jest té% inva-
riantem, a lze snadno nahlédnouti, Ze forma f jinych invariantiv
nemd. Nebof je-li I invariantem a plati-li

It =T,
I (Tel)? I

de ~ (T2~ ga’

tu

zistivd tedy podfl I?: 4« pfi linearné transformaci tplné ne-
proménnym, jinak feceno on jest absolutnim invariantem. Takovy
viak u kvadratické ternarné formy miZe byti jen absolutnf
stdlou; nebof pffhodnou linearnou transformac{ lze toho do-
sici, aby nové koefficienty a‘s nabyly hodnot libovolné danych
— ovsem neannullujicich 4 — a zistivd tedy podil I?: 4% tyz,
necht jsou koefficienty au, jakékoli, t. j. on jest stilym. Z toho
ale

I=ca?,
jakoZ jsme tvrdili; « oviem jest sudé.

(Dokonéent.)

Poznamky arithmetické.

Sdilf
M. Lerch,

docent vysoké Skoly technické v Praze.
Bud fiz,y) kladnd a spojitd funkce soumérnd dvou klad-
nych proménnych z, y, ktera roste, kdyz jedna proménnd roste
a druhd se neménf; je-li z kladné, znamenejme FfeSenf rovnice

fla,y) =2

2=UF(y;2z) aneb y=F(z;%).
Symbolem E(2) neb [#] znamenejme nejvétsf kladné celistvé
¢islo, které neprevysuje hoduotu z, takze

takto:
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E(s) =2 <E() +1;

je-liz=<1 aneb zdporné, pak znaéf E(¢) nullu. Toto prede-
slavSe, vedme v roviné k¥ivku K, jejiZ rovnice v pravouhlé sou-
stavé soufadnic x, y zni

fla,y) =m,
kde m je uréitd kladnd konstanta, a uvazujme soucet

S= \ E(F(a;m)).
z

Tu patrné E(F(e;m)) znamend pocet bodl o spolecné
useéce = — e, které majf potadnice y = 1,2,... a pfi tom ho-
vicf podmince y = F(a;m), tedy pocet bodl s celistvymi klad-
nymi soufadnicemi lezfcich na pffmce x — &« mezi osou tusecek
a kfivkou y = F(x; m), t.j. kivkou K; i plyne odtud, Ze soucet
S rovnd se poctu bodi s celistvymi kladnymi soufadnicemi po-
lozenych v oboru omezeném osou «, pofadnicemi x =1axz=—a
a konecné kiivkou K.

Tato kiivka K klesd k ose x s rostoucimi tdseckami a tedy
jest hodnota F(a;m), piislusnd poslednf hodnoté «==a, nej-
mens{ ze v8ech hodnot y. Vedeme-li pfimku y = [F(a;m)],
rozdélf se tim ndS obor ve dvé casti, z nichZ spodnf jest ob-
délnik a svrehnf je omezena osou y, ¢arou K a vedenou pffmkou.

Ve svrchnf ¢dsti vedme rovnobézku s osou tsecek

y=p8, B=[F(a;m)|-+1, (B= celistvé ¢islo)
a uréeme pocet bodt s celistvymi kladnymi tseékami, lezfcimi
na této pifmce mezi osou potadnic a kfivkou K; usecky bodi
téch budou
z=12,...[FB;m)],

jeZto rovnici Cary K lze psiti z = F(y; m).
Pocet vSech bodi naSf soustavy poloZenych ve svrchuf
casti oboru bude tedy dén vyrazem
[FQ;m)]
8,= Y EFB;m).
B=[F(a;m)]+1
PonévadZ body ve spodnf ¢asti oboru poloZené jsou v poctu



S, =a.EF(a;m)),

méime z rovnice S =18, 4 S, vztah
[F(1; m)]
2E<F<a m)) = a. E(F (a3 m)) + ¥ E(F(B;m))
a—1 B=[F(a;m)]+1
aneb pricteme-li na obou stranich ¢leny f =1, 2,... [F(a;m)]
a nahradfime E zdvorkou,

[F(a;: m)] [F(1;m)]
(1) Z [F(e; m)] +}] [F(e; m)] = a [F(a; m)] 4 Y[F(e;m)].
e—1 a—1

Vzorec ten platf tedy pro kaZdou kladnou a spojitou funkei
F(z; m), klesajicf s rostoucim , kterd znazoriuje ¢aru y =F(x;m)
soumérnou ke p¥Hmee x —y, takie téZ z = F(y;m).

Volme na pf. flz,y) = xy, pak mime kfivku K o rovnici
zy = m, takiey = F(x;m) = --%:i, a rovnice (1) ndém poskytne

vztah

® Sl )+ZE( o) = () - X ()

kde jsme volili za m kladné celistvé c¢fslo. Je-li a délitelem
¢fsla m, takZze m — ab, obdrifme odtud vzorec zndmy *)

ab ab\ . [ ab
EE( ) Z ,( )...ab +—a§lE (a)
Volfme-li daile

flz,y) = (u+ x)(w +9),
kde u je kladné ¢fslo celistvé, bude

F(z;m)= —u,

m
w2
a tedy znf vzorec (1) v tomto p¥ipadé

*) Viz E. Cesaro (Comptes Rendus sv. 96., p. 1029.).
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TR s T{ERS

:aE(uini_ )‘{':HEE(“:&_O‘ u)

Je-li splnéna podminka

m .
~

= w, budou veskery ve

vzorci se vyskytujicf argumenty funkce E kladny (aneb rovny

nulle), takZe bude veskrze

B () =R )

a tedy levd strana bude

ZE(WH“Z e T
kdeZto pravd obdri{ tvar

[..+1:|‘
+u§E(u+ ) {a+E(um1)-u}u,

takZe médme po ndleZité redukei

o o el [
Yo (i) + X (- X
. m m m .
-l o e = 1)

ve druhém a tfetfm souctu levé strany piSme nynf « misto u -+ a,
i obdrZime, pfipojime-li u obou navzdjem se rusfci ¢leny

aE( m
“—+a
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N E S
(3%) az}E (u+a) +a___f§ ( P ) [ )
el efm () 15 ¢

Této zajimavé relaci lze udéliti novy tvar, aavedeme-h
arithmetické funkce v (p,q), x (», ), z nichZ prvd v (p, q) znaéf
pocet déliteld c¢isla p pfevySujicich ¢éfslo ¢, a druhd pocet dé-
liteld ¢isla p neptevySujicich ¢.

. Témito funkcemi zabyvali jsme se na riznych mistech.
Ve Véstniku Kralovské Ceské Spoleénosti Nauk z r. 1887 do-
kézali jsme vzorce

m—1 hidd
@ Yvm—eo=m, Yomtag=2m,

a=—0 a=0
které jsme pak zobecnéli ve sdéleni podaném PaffZské Akademii
(Comptes Rendus ze 16. ledna 1888) a propracovaném v p. Dar-
bouxové Bulletinu (duben a kvéten 1888); po té podal p. Strnad
ryze arithmetické dikazy vzorcd (4) a prohloubil jich obsah.*)
KdyZ byl koneéné p. John Schroder v Hamburku podal znaéné
zobecnéni **) prvého ze vzorecl (4) a nds o svyich vysledcich
pisemnd zpravil, odhodlali jsme se Kral. Ceské Spol. Nauk v se-

zeni dne 23. bfezna 1894 predloZiti starsf svoji praci, ve které
podény ryze arithmetické dikazy vSech dosavadnich naSich vy-

sledki. Konecné jsme téZe spolecnosti ve schiizi dne 22. ervna
téhoZ roku predlozili fadu dalSfch analytickych tvah, zabyva-
jicich se hlavné vlastnostmi téchto funkef.

Ze vzorce (3°) dospéjeme k vlastnostem funkef ¥ (p,q) a
1 (p, @) nisledujicim spisobem.

Znaff-li g(«) funkei majfcf pro cehstvé o hodnoty kladné,
celistvé a rézné, pak lze soucet

*) Casopis z r. 1888.

*¥) J. Schroder, Einige Sitze iiber Theileranzahlen sowie einige Anwen-
dungen der Geometrie auf Zahlentheorie (Mittheilungen der Mathe-
matischen Gesellschaft in Hamburg, IIL. Bd., 1894).
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%2 i)

a—_

charakterisovati pomocf déliteld ¢isel =< m tvaru g («). Rozdil

m m—1
® () —2(5@ )
(9(“) 9(e)
je totiz jen tehdy od nully riizny, je-li g («) délitelem cisla m,
a v tomto pffpadé rovnd se 1; soucet

Z, 1ot | =emo

rovnd se tedy potu déliteld ¢fsla m, které jsou tvaru g(e);
a odtud nachdzfme

Z@(k 9>~4‘1§[ (5t) =) )

h=1

provedeme-li v pravo séftani vici &, zrusf se ¢lenové & —=m — 1,
m—2, m—3,... a zbude

® Y otin=Y e ()

k=1 a=—1,2,3,.

Volime-li g(¢) = u + «, bude @ (k, g) znamenati podet déli-

teld éisla k, které jsou vétsf neZ w, tedy pocet naznaeny sym-
bolem v (k, ), takZe mame dle (5)

2 (u-{-a) Zlb(k ),

a podobnd

a:%? (’7*%) :aglE (ﬂ%@) :g vk, u+ta);

odectenfm plyne odtud

“§1E (#ﬂ) = k§1 v —vhutal.
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Podobné obdrZime

£ IN
Ir () =Ye(r i)
B
YE =2kt

a tak vzorec (3*) obdrif tvar

o g{«p(k,w—zp(k,u+a);x(k,u—3‘-_-1)+x(k,;%)}

= () =l () R ()

pii Cemz -méd byti jako ve (3*) splnéna podminkau —{—a; u, Cili

jinak vyjéddfeno
m=u(w-+a).

Pro u =0 ptejde rovnice (32) v rovmici (2) a jeji pfe-
tvoteni bude dle (3*) zniti, jezto

¥ (k,0) =g (k, m) pro m=k,

m

g{x( B )— vk, a)}:: aE (;")

aneb uZijeme-li vztahu ¥(k, u) 4 3(k, ) = @ (k), kde @ (k)znaif
pocet viech déliteld cisla %,

m m -
(2%) % (k, @) = aE (-Z‘)—}—Ew(k,va-).
=1 k=1
Rovnici té6 lze udéliti dald{ tvar, uZije-li se rovnice

k
k 1, jeli— celistvé

1 a=v(k )+ N5
0, nenfli , , ,
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kterd je samozfejma. Neb nenf-li &k délitelno na a, odpovids

kazdému déliteli 0 < a &fsla & délitel o’ :—{;—>—z—, a délitel

0 — a neexistuje; tu bude tedy
. k
x(k,a)_tb(k,—a) .

Je-li viak % délitelno na a, dluzno jesté do y ptibrati dé-
litele 0 = a, jemuz prislusf o :% , a tento neni zahrnut ve
1p( k, %), takze dluzno ¢ zvétsiti o jednotku, aby nastala
rovnost.

Klademe-li v rovnici takto dokdzané k= 1,2,...m, a se-
¢teme, obdrZ{ime vzorec

6 \ \ k m
(6) Y 2, “-’:Zw(k’7)+E(;')’
k=1 k=1
ponévadZ se v pravo pFidala tolikrate jednotka, kolik éfsel z Fady

1,2,...m je délitelno ¢islem a, t. j. E(%) Porovnénim vzorct

(2*) a (6) plyne pak vysledek

() lg['l)(k —2)—¢(k, ;n)]:(a—l)E (%)

Pisme nyni ve vzorci (2*) e« misto a

ﬁlx(_k,a):::aE (’z)+§w(7o ’Z)

k=

a seCtéme pro @« =1, 2,3,.,. a. Tu bude tfteba pfedeviim uréiti

soucet
Y Yo
k=1 a—1

v souctu
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ALY

a=1
je ur€ity délitel 0 ¢fsla & ¢éftdn tolikrate, kolik ¢éfsel obsahuje
fada e =40, 01, 0 4 2,...a, tedy (¢ + 1 — d)krite. Bude
tedy

X,z(k 9= Y@+ 1—0)= (a+ Dyt ) — Fo;
d<a

zde jsme psali (a - 1)y(k, a), ponévadZ konstanta a -1 se vy-
skytne tolikrdte, kolik existuje - ¢fsel 0, to jest x(k, a)kréte,
jezto 0 jsou délitelé ¢fsla % a nejsou vetSf neZ a. Soucet

Za: 1 (%, a)

d<a

patrné je souétem vSech déliteld Cisla & nepfevySujicich a
méme tedy

Yk, @) = @+ 1k, &) —x (% @),
a—1

a nésledkem toho

2 Zz(k Q) =(a+ 1)Zz<k a)—-Zx(k ?.

k=1 a=—1

Dale zbyva vyéetﬁti soucet

Z Tl 2
Xels <)

libovolny délitel & éfsla%, ktery jest vatdf nex %ﬁ,- je éftan toli-
krite, kolik & hovi podminkdm ‘

m
a=ua, 0>7“—,v_

V souctu
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¢ili
a>=a> T ;
budou tedy délitelé nasi o vesmés > — ™ & vyskytnou se pti

poéitini @ — [?]krate; takze

. m\ _ m
Bole 2)=2l~[5)):
kde 0 probfh4 délitele ¢isla & hovic{ podmince
o>2.
a

(Dokonéent.)

0 hyperboloidické ¢tvering primek.

Napsal
Alois Strnad.

professor v FPraze.

V kritké této poznémce chceme ukédzati, kterak konstru-
ktivné, methodou deskriptivni geometrie, 1ze vysetiiti, zda-li étyry
mimobésky dané tvori &tverinu hyperboloidickou. Potfebné kon-
strukce vykondme uZfvajice obrazii priméti centrilnych; shle-
ddme pak, Ze jich lze uZiti té% pfi obrazech primétd orthogo-
nélnych neb klinogonslnych.

Hyperboloidickou &tverinu tvotl kazdé étyry pimky téze
soustavy v ploSe jednodilného hyperboloidu. Pojmu tomu jmeno
dal Hermes (Crelle, Journal LXVIL. p. 171); pfi vySetfovani
Utvari prostorovych mivé takovd étvefina obdobny vyznam jako
pti ttvarech rovinnych trojina paprskd jdoucich tymZ bodem.
Tak ku pf.: Vyky trojihelnika protinajl se v jediném bodé;
vysky Ctyrsténu tvoff obecnd &tvefinu hyperboloidickou (Steiner,
Crelle’s Journal IL p. 97). Dény-li mimobézky A,B,C, D, lze
sestrojiti vxdy dvé p¥éky M, N, které danou &tvefinu protinajf.
Kdyby takovych pf{éek bylo moZnych vice neZ dvé, bylo_ by jich
pak nekoneéné mnoho, a vypliovaly by plochu jednodflného hy-
perboloidu, jemuz by téZ ptimky A, B, C, D, nélezely.



		webmaster@dml.cz
	2019-09-13T16:04:17+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




