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0 homogennich souradnicich a invariantech
v theorii kuZelosecek.

Napsal
Eduard Weyr.

. Byl tohlavné Hesse, jenZ zavedl t. z. homogenni soufadnice,
uzivaje jich s dspéchem v theorii ar a ploch druhého a tfettho
stupné. Zkoumdni projektivnych vlastnostf za pomoci téchto
soufadnic vedlo pak prirozené k theorii invariantiiv, zahdjenou
pracemi Cayleye a Sylvestera, kterd obohatila jak algebru tak
geometrii.

. V ndsledujicich Fadefch poddme udvod do vzpomenutych

tvah, pokud se vztahuji k theorii kuZelosecek, ptihliZejice spe-
cialné k Salmon-Fiedlerové ,Analytischc Geometrie der Kegel-
schnitte® a k ,Vorlesungen iiber die Algebra der linearen
Transformationen* od tého% autora a prekladatele. V pFiciné
literatury budi? poukizino k velice tplnym literarnfm poznam-
kim obsaZenym v téchto dvou dflech, mimo to pak ke Clebsch-
Lindemann-ovym ,Vorlesungen iiber Geometrie, v nichZ v L
dile na str. 291. dle Gordana poddn t. z. Gplny system dvou
ternarnych kvadratickych forem. V ndsledujicf ivaze vyvinuty
elementarnymi prostfedky tplné jich invarianty, kovarianty
a kontravarianty; o t. z. smiSenych konkomitantech uéinéna jen
strnénd zmfnka.

Algebraickou formou nazyvime racionalnou celistvou a homo-
genni funkci dvou nebo vice proménnych; jsou-li dvéproménné,
sluje forma binarnow, jsou-li t¥i, ternarnou, atd. Vtéto elemen-
tarné tvaze pfihlédneme k tfem proménnym, jez si vyloifme
jakozto homogennf soufadnice bodu nebo pf¥fmky v roviné.

1. Trimetrické souradnice bodové.

Dén-li pomér vzdélenost! bodu ode dvou p¥imek, jest bod
na jisté p¥fmce, prochdzejicf spoleénym bodem danych p¥fmek;
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dény-li poméry vzddlenost{ bodu od t¥{ pffmek, neprochdzejicich
jednfm bodem, jest bod stanoven jakozto spoleény bod tif ptimek.
Jsou-li totiz

A, =0, A,=0, A, =0

normaln{ rovnice danych t¥{ p¥fmek a r»,, r,, r, ¢éfsla Gmérnd
oném tfem vzdilenostem, pojimanym algebraicky zndmym zpiso-
bem, jest bod na pffmkach
M_hg b Ao b Mg
r Ty P} £ LE 71
patrné jednfm bodem prochézejicich.

"Ddny-li obecnéji tri &isla x,, x,, x,, je# se maji k sobé
Jjako wréité ndsobky kA, k,A,, kA, veddlenosti bodu od onéch
tii pevmych zdkladnich primek, jest tim bod plné stanoven;
nebot pak se ony vzddlenosti k sobé maj{ jako

2, T, %
kl kﬂ k3

Cisla X, %; %3 Sluii trimetrické sowradmice bodu; jsou
tedy definovény rovnicemi

0, =k A, om,=kA, ox;="FkA,,

v nichZ ¢ znaéf hodnotu zcela libovolnou 4 kde v normalnych
vyrazech

A, =zcose, tysine,—p,, (v=1, 2 3),

x, y jsou pravouhlé soufadnice bodu «,, z,, x, &li .
Boq ten, hové rovnicim
klAl J— kiAﬂ — kaAa
xl - xﬂ - "73 !

jest v nekoneénu, jsou-li pifmky
A —AA, =0, LA —AA =0
rovnobézné, pti éemZ klademe na okamZik 2, za ;"; rovnobé-

(4

nost vyZaduje, aby



2, cos e, —A, cO8 @y, A COS @, —A coSey | 0
A sine, —2A,sine,, A sine, —12,sin e, [T

¢., jakoZz rozkladem na Ctyry determinanty snadno plyne,
}'2137 2'32'1’ 2'1)'2

cos @, COS@, COSe |—(Q,

sine,, sine,, sine,

¢ili, ndsobfc soudinem », r, x, a délic %, &, k,,

o Ty T3
bl )
k, k) kK
COS @, , COS@,, COSa,
sine,, sine,, sinea,

=0.

Linearnd tato relace mezi soufadnicemi charakterisuje body
v nekoneénu (rovnice pfimky nekonecné vzdélené).

2. Pro dal$f uvahy jest uutno vyjadiiti naopak pravoihlé
soufadnice =z, y soufadnicemi trimetrickymi definovanymii

rovnicemi
. x’l’
wcosa,,-{—ysma,,——p,,:g-ic—, v=1, 2, 3),
k4

coZ se oviem stane feSenim dle x, y, o, kteréz podivd

Ty

p,, sin e,, -
k,

= —— ,
xi’

cose,, sine,, "
4

Z,

cos @,, p,, k.
v

y= . Ty
Ccos @, SIn ¢, i
v

bl

pfi ¢emZ naznaceny determinanty struc¢néjsfm, vSak prihlednym
splisobem. Jevi se tedy x a y jakozto podily homogennich line-
arnych funkef soutadnic trimetrickych o témz jmenovateli; a jest

pozoruhodno, Ze lze kaidé dvé rovnice tvaru
. 1*



Ay + 4,0, + Aty

= Cut + Cyo, + Gy

B2 + B,x, + By,

C,2, + Cpx, + Cyy’

timto spiisobem interpretovati, t. j., Ze lze pojimati =, x,, z,
jakoZto hodnoty Gmérné urcitym ndsobkiim vzddlenost{ bodu =z,

y od t¥{ pevnych primek; pfi tom ovSem nutno predpoklddati,
Ze determinant z koefficienti X + (A,B,C;) nemizi.

Predpokldadejme na okamzik, Ze vyrok jest spravny; polo-
#ime-li pak x, =0, x, =0, mdme pro soufadnice x, y prvnfho

Y=

vreholu zakladného trojuhelnfku hodnoty %l, Ié‘ Zvolme tedy
1 1

body (é g) é—:-, g—:’), %3, Igi) za vrcholy zdkladného troj-

uhelniku, coZ arci supponuje, Ze nejsou na piimce, t. j. Ze de-

terminant X + (A, B,C,) nemizf. Oznacfme-li nynf literami X,

X,, X, tfi hodnoty umérné vzdilenostem bodu w, y od stran

tohoto trojihelniku, méme

— X, + &,X, 4 X,
71Xy + 7. X, + Xy

y.__.ﬂ"lX +ﬂ2X2+ﬁ3
"Xy + 7, 2+7’3X,

a zérovei —- prihlédneme-li k vrcholim — mdme

a A, BB,

—_C v, G’

t. j.
a’”:ﬂ'ﬂ:y'ﬂ:A’V:B’ﬂ:CV’
takze :
o, =M, B, =AB,, y, =4AC,,
a2 :MA2’ ﬂﬂ :yBﬂ’ 7}2 = MC2’
o, = vA,, B, =vB,, y, = (.
Uéinfme-li nyn{

2,02y = AX, 1 uX, 1 vX,,
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piejdou poslednf dvé formule po z, y na pfedposledni, a tvrzeni
jest dokdzdno; zdrovein nalezen zikladnf trojihelnfk, jakoZ i ¢i-
selné faktory, vchizejicf do definice trimetrickyeh soufadnic.

3. Trimetrické souradnice primkové.
Rovnice ptimky
Az+By+C=0
piejde zavedenfm trimetrickych soufadnic na
A (A, + Ay, + Ag2y) + B (B2, 4 By, - Byary)
+ € (€, + Ca, + Cyy) =0,

t. j. na homogennf linearnou rovnici

&, + &, &2, =03
a naopak kazd4 takovd rovnice repraesentuje pffmku, jelikoz ji
lze psati
Ek A, + EkyA, - £k Ay = 0.

Hodnoty £,, §,, &, — na jichz pomérech jen sejde —
zoveme trimetrickymi souradnicemi primky; magi ten geometricky
vyanam, Ze jsou umérny urcitym ndsobkim vaddlenosti této primky
od vrcholi zdkladniho trojihelniku.

Normalny tvar rovnice piimky & jest

&1k, A1 + kA, 4 53’0 Ay

kde odmocnina vzata s nalez1tym znamenim. Vzdédlenost zdklad-
nfho bodu
2, =0, 2, =0,
t. j.
: A, =0, A;,=0
od nf jest tedy
oy = b,
znadf-li V onu odmocninu a h, vzddlenost onoho zakladnfho
bodu ad strany A, =0, t. j. prvnf vySku zakladniho trojihel-
nfku, ovSem algebraicky pojatou. Obdobné jsou



kR k.h
v, = éﬁ—‘?J, vy = givs_g
vzddlenosti zdkladnfch vrchold O, «,, O, resp. 0, 0, x; od
pHmky §&.
Tedy

v, 10, vy = E MK, Bk, E Rk,
a lze tudiZz poloZiti
&bk, = ov,,
kde o jest libovolny faktor; tim

a geometricky vyznam hodnot £ nalezen.

Obycejné pifmkové soufadnice », v — zdporné vzaté
reciproké hodnoty usekil, stanovenych pffmkou na pravotihlych
osich soufadnych — souvisf s homogennfmi soutadnicemi &, §,,
&, analogicky jako souvisely pravoihlé soufadnice z, y s homo-
gennimi «;, z,, «,. Skuteéné lze rovnici

§@y + &y, + Gy, =0

&k, (xcose,+ysine, —p,) =0,

psati

z ¢ehoZ patrno, Ze soufadnice w, v této pfimky jsou

" — &,k cos o, &k, cos a, |- £k, cos ay
- — (&, keyp, £ EFeyp, + Ekgp,)

_ &k sina, + £k, sin &, + £k, sin o
— (&Ko, + Ekop, + E5Kspy) S

tedy opét podily homogennfch linearnych funkef soutadnic &,
o témZ jmenovateli. A zase plati, Ze lze kazdé dvé rovnice

“w = A]'§1 i {“ Azgz + A:3_§§
T O+ G, + ngs ’

v = B1§1 + B2§2 + Bsgs ’
TG+ Cod, + Gk’

ey
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tfmto zplisobem interpretovati, t. j. pojimati &, £, & za tri-
metrické soutadnice primky u, v, arci za supposice, Ze determi-
nant X + (A,B,C;) nemizi.

Abychom to ukézali, pfipomehme, Ze hodnotim §, =0,

(Jl
v, atuno praky (3, B, (&, B) (& B
spravny, dluzno pr.Imky (Cl, ol \c, 02), G,' G,
brati za strany zdkladniho trojihelnfku; to ovSem supponuje,
Ze neprochdzej{ jednim bodem, t. j. ze 2 + (A,B,C,)=o.

& =0 pifslusi hodnoty w — j—i—l-, v :% a Ze tedy, je-li vyrok
1

Oznaéfme-li pak &, &, &, ti hodnoty Gmérné vzda-
lenostem vrchollt zdkladnfho trojihelniku od libovolné piimky
w, v, tu pfedevSfm mdme

hk, = hkey = bk, =1,

¢imZ se jevi stdlé k,, %,, %, jakoZto reciproké hodnoty vysek
onoho trojihelniku, a ddle pro w, v rovnice (1), pfSeme-li v nich
& na misto £ coZ ptehlednéji napiSme ve tvaru

— o 8 + oy By
T - SN
v = 61 E] +52‘5'2 —’_—_ﬂ_‘lgﬂ .
V18 T+ Vo - Vel
Souradnice zdkladnich pfimek poddvaji ihned uméry
a,:p, Vo = Av : Bv_: Cva

takZe definujeme-li nové soutadnice & proporef
E 1k = A 1 pE, i vE,

kde 4, g, v maj{ ty% vyznam jako v predeSlém c¢lanku, piejdou
poslednf dvé rovnice pro » a v na rovnice pfedposledni, ¢fmZ
vyrok dokdzdn. Ziroveh patrno, %e nynf lze poloziti

=1 =21 ,=1
o hlkl, “= h2k2, o h3k3,

ém¥ nalezeny stilé k,, k,, k,, vchézejicf do definice trimetrickych
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bodovych soufadnic, jiini pi’[slﬁéi pifmkové soutadnice &, &, &,
pravé definované.

4. Rada bodovd, svazek paprskovy.
Hov{-li trimetrické soutadnice bodu x a pifmky & rovnic

6,2, + &2, + &2, =0,

tu bod x je na pffmce £ a prfmka & prochdz{ bodem z: Pokl4-
ddme-li hodnoty &, £,, & za dané, hovi této rovnici soutradnice
z vSech bodid pfimky £ :jest to rovnice piimky & Pokladdme-li
vSak hodnoty z,,.x,, #, za dané, hov{ této rovnici soufadnice &
viech ptimek prochazejicich bodem =« : jest to pak rovnice
bodu z.

Dvéma body «’ a z” jest stanovena pifmd tada bodovd;
x' 4 Az jest libovolny bod této rady, a A jest wmérno délicimu
poméru jeho, vzhledem k boddm x' a x stanovenému. SouFadnice
v3ech ttf bodl patrné hovi linearné rovnici

8

1 2)

8 8

1 1) == O’ -

7

] 8
8 8 8

2
“ ‘
2

B

k] k)

)

" a jsou tudiZ tyto tfi body na pifmce, Oznacime-li jich pravo-
uhlé soutadnice («, ¥'), (2“, ¥*), (x, y), mame relace tvaru

:xn —_— A‘lx'liA2x'l ‘{‘_A:}xla
= 0, + Gl + Gl

o = Azl 4 Aol + Az
— Gal 4 Gy + Gy’

ZA, (x,+Ar,) DAz, +AZAx,
r= 7 . — 7 7
z Cv (.70,, + lxv) z waﬂ + Az wav

a tedy, délfme-li ¢itatel i jmenovatel soustem X C,x,,

A12C,,
x' + xu —_—
2C,z,

Az Ca,
2 C,x,

v

r=




z CehoZ patrno, Ze zminény délfe{ pomér jest

G2, + Gy, + Gy
Gz, + Gy, + Gy’

— i

Jest tedy dvojpomér bodd «’, «”, 2" 4+ A x”, ' 4+ u 2" ddn
zlomkem i; obecndji dvojpomér bodd o’ + Az”, & 4 ux”,
w

v—h o—4
v—pe—p

x +va’, & 4 ex” jest

Reciprokym spisobem lze ¥ici, ze piimky- &, &7, & 4 18"
prochdzej{ jednim bodem, a Ze A ‘jest hodnota tmérnd délicimu
poméru tfet{ pifmky vzhledem k prvnfm dvéma, jakoz ptimo
patrno z rovnice oné piimky

B 4+, =0t j T, + 12, =0;
dvojpomér ptimek & -+ A&7, & - ug”, &+ vE”, & -+ 08" jest
opét dan df{véj$im vyrazem.

Rada bodd 2’ - Az jest tedy s Fadou a* 4 ua”, aneb téz

‘se svazkem paprskit & - u£” projektivnd, jsou-li 2 a w sdruze-
nych elementdt vdzany obapolné linearnou relacf

(2) alp ~+bA 4 cu - d =0;

specialné jest fada bod& x’ - Az s fadou x’ - Az’ projektivnd
a sice jsou #‘ a z/, x a x sdruzené elementy.
Chceme-li sdruzené elementy vyjadtiti jich rovnicemi, na
pt. paprsky dvou projektivnych svazkiiv, oznaCme literami- P,
Q, R, S linearné homogennf funkee soutadnic x a piSme
P+2Q=0, R+uS=0

jakozto rovnice sdruZenych paprskiv, arci za supposice relace
(2); a rovnice ty jsou rovnicemi sdruZenych bodd dvou projekto-
vanych fad, mdme-li proménné za soutadnice pfimkové.

5. Dwvoji geometricky vijenam linearné transformace tri-
metrickyjch souradnic.

Jsou-li z,, x,, «, trimetrické soufadnice bodu z, y, méme
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— Ay Aoz, o+ Agz
C,x, + Cyz, + Cya,’

x

3)
y= B,z, 4 B,x, + Bya, .
Cyzy + Gy, + Cyary

Applikujeme-li na x,, x,, x, linearnou transformaci, t. j.
zavedeme-li misto x,, @, x, tfi nové promémné z;, z,, =z
rovnicemi

x, = t,2, + t,%, 4 6,7
4 Ty = by, @, Lo @, + 1555
.’I)3 — tﬁlxl + t321’2 + tasxa k)

nutno predeviim predpoklddati, Ze determinant z koeficientd s
¢ili modul substituce

biyy oy Tyg
T = t 0 tzs
lagy tga T

327 "33

jest rézny od nully, sice by proménné z,, x, x, nemohly
nabyti libovolnych hodnot. Nésobfme-li totiz rovnice (4) resp.
minory ptisluSnymi elementim nékterého sloupce determinantu T,
obdrifme jich sectenfm pfi T — O na pravé strané nullu a tedy
linearnou relaci mezi z,, ay, z,; je-li vSak T =0, ptfslusf libo-
volnym tfem hodnotdm z,, z,, z, vidy ur¢ité t¥i hodnoty x;,
x5, x, a naopak.
Substituct (4) ptejdou rovnice (3) na rovnice tvaru

A\, + A, + Asa

O, + O, + 0.z’

_ Bia, + B, + By,
Y=0Cx 0z, +Cy.’

xr =

a patrné tu determinant

A, A% AL Ay, Ay A L gy b
B,, B,, B, | =| B,, B,, B, fas Loy byg
-G, G, C; Cy, G G ts1y tgas Lo
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jest r@zny od nully. Lze tedy hodnoty x|, z), x, pojimati
jakoZto trimetrické soutadnice téhoZ bodu z, y ¢ili =, 2, z,,
oviem stanovené vzhledem k jinym zdkladnfm p¥fmkém a s ji-
nymi faktory %, k,, & ; z toho patrno, Ze linearnd substituce
Jest vyrazem transformace souradnic k gjingm zdkladnim ele-
mentiom.

Totéz platf do slova o linearné transformaci soutradnic
ptimkovych &, &, £.

Koeficienty substitucnf jsou pfi téchto dvou transformacich
v jednoduchém vztahu; p¥fmka & md totiZz rovnici

&z, + &, +‘ &2, =0,
tj.

& (b2, b, 44,75 + 52 (B 159%), + £33 73)
+ & (t31x1 + b, + t557) =0,

a mame tedy pro jejf nové soutadnice &), &,, &, rovnice

§, =t + 1€ +tads,
) &, = tof s 10k,
& T tydy - thgdy - leds

Substituci tu nazyvéme vzhledem k substituci (4) éransponova-
nou, a proménné & touto substituci transformované se zovou
kontragredientnimt s proménnymi z.

Pri transponované substituci se shodujf fadky se sloupei
plvodnf substituce, vyjadfuji-li se ovSem nové proménné
starymi. .

Druhy vyklad linearné substituce (4) jest ten, Ze pojimédme
2 a z' za souradnice sdruZenych bod@ dvou rovnin, stanovené
vzhledem k libovolné vytéenym zékladnim trojihelnikdm.
Roviny tak souvisici se zovou kollinearnymi; dle predchoztho
¢linku jest patrno, Ze v nich pfimé Tadé a svazku piisludf opét
pitmd fada resp. svazek s onémi projektivny, nebof ptisludi-li
rovnicemi (4) hodnotdm =, hodnoty x,, hodnotdm z, hodnotyz, ,
tu tymiz rovnicemi p¥isluif hodnotém =, - Az, hodnoty z, + 1z,

a podobné pro rovnice (5). Linearnow transformaci lze pojimats
JakoZto poltdrsky vyraz kollineace dvow rovinngch soustav.
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6. Céry drubého stupné a druhé tridy.
(Cara, jejiz rovnice v pravoihlych souradnicfch m4 tvar

[z, y) =0,

kde f znaéf racionalnou celistvou funkei n-ho stupné promén-
nych z, y, sluje algebraickou carou z-ho stupné, kdezto c&ara,
jejlz tecny majf souradnice u, v, hovic{ obdobné rovnici, sluje
algebraickou ¢arou n-té tifdy. Cdru prvngj$f protind kazdd
piimka obecen¢ v % bodech, k ¢dfe poslednéjSi prochdz{ libovol-
nym bodem » tecen, jakoZ ihned vychdzi, TeSfme-li rovnici Cary
a rovnici primky resp. bodu dle neznamych x, y resp. w, v.

Nahradfme-li x, ¥ jich vyrazy v homogennich soufadnicich
z,, %,, x, (v. €L 2.) a odstranfme-li jmenovatele, nabyvd rovnice
cary n-ho stupné tvaru

(6) Sy, o, xs) =0,

kde f znalf racionalnou celistvou a homogenn{ funkei n-ho
stupné proménnych z,, z,, #,; a obdobné znf rovnice iry n-té
ttidy v soufadnicich pffmkovych.

Je-li

&X, + 86X, 4 §X, =

rovnice teény C¢dry (6) v bodu wx, musi jf byti vyhovéno, nahra-
dime-li bézné soutadnice X souradnicemi daného bodu x a bodu
sousedntho x -} dx na ¢afe, ¢fm# mame pro koefficienty &, &,,
£ rovnice

§y + &7, + &7, =0,
¢.dzx, 4 &,dx, + Eday =O.
 f
.’ dx,’ dx,
differencovati a ptripomenouti si vétu Eulerovu o homogennich’
funkeich '

Rovnictm tém hovi hodnoty ~= ; stacfrovnici (6)

z ‘f+x2-\f+xs f—'"fv

1oz,

bychom se o tom presvédéili.
Jest tedy
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Tx+ L5 +lx=0

rovnice teény.

Obdobné by plynulo, Ze rovnice bodu, v némZ se teéna
£ cary

P (&, &, &) =0

dotykd, jest
o WP P P
ok, ™ T, T g T

Cara prvnfho stupné jest pifmka, a éira prvnf tifdy jest
bod (pojmuty jako obalka vSech pffmek jim prochdzejicich).

(4ra druhého stupné ma rovnici

f=0, kde f(x,, &, &) = Zawrixe, bE=1,23; ar= ax)
tedy vypiSeme-li
AT} + Ga®; + @y @5 - 20,2, 8y + 20,,2,8, + 205, 2,5, = 0.

Pripomenme ihned, Ze ucinfme-li

1 df
fr = PR méne f= X z,f,.

Nejjednodussf édara druhého stupné jest soustava dvou
ptimek; jej{ rovnice jest

f=0 pii f=AB,
znalf-li A a B linearné funkce a,x, 4 a,x, 4 a,2, resp. bx,
+ b2, + b,,.
Polozme si otizku, kterak lze poznati, Ze c¢dira druhého

stupné se sklddd ze dvou pifmek, ¢i Ze degeneruje? V pifpadé
tom médme

¥ —aB +b,A,

ex,,
a hodnoty z,, x,, #,, jez annullujf linearné vyrazy A a B, a z nichZ
alespon jedna jest libovolnd, annullujf tudiz také f,, fo fa3
maj{ tedy linearné homogenn{ rovnice
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Si=0, f,=0 =0
teleni, jeZ se nesklddd ze samych O, profez musi vymizeti de-
terminant z jich koefficientd, ¢ili t. z. diskriminant formy f:

11y Qroy g
A= Og, gy Gy | =0,
Agyy Qg9 Qg

Naopak, plati-li tato rovnice, tu se f rozloz{ na dva linearné
faktory. Pfi ditkazu rozezndvejme dva pifpady.
a) Jeden minor diskriminantu alespoii nechf nevymizi,

na pf. néktery minor, jehoz elementy stoji v 1. a v 2. Yadku;
pak nutné téZ nevymizf{ minor, jehoZ elementy jsou v 1. a 2.

fadku a v 1.a v 2. sloupci, a3 Jest

totiz vzhledem k o = O tteti fadek slozen z prvnich dvou, a tedy
také tret{ sloupec z prvnich dvou; kdyby A,, =0, rovnal by se
kaZdy minor z 1. a z 2. fddku utvofeny nulle, proti supposici.
Nynt nésobenfm ttettho sloupce hodnotou x, a priétenim x -nd-
sobného prvnfho a x,-ndsobného druhého sloupce obdrzfme

Qyps Cygs S
Agqy Pagy fz
Q15 gy f3

a toutéZ operaci vzhledem k tfetimu fddku

Uy By Sy
Qagy Gagy S3 |,

fli fza f

k]

- 0=dz, =

0 =dzx;=

z &ho¥ Yelentm dle f

1
f= i, (a0afT — 20,111, + a,,13).
Oznaéfme-li tedy literami 4, A, kofeny rovnice
Ay — 2a,54 + a,y = 0,

které vzhledem k A, = a,a,, —a;, =0 jsou rizné, mdme
totoZnost
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F= xR =0 (i —hfy),

a f skuteéné rozlozeno na dva linearné faktory.

b) Necht vymizeji vSecky minory diskriminantu, ale ovSem
alespon jeden minor nizsf, t. j. jeden element a; necht nevy-
miz{, n. pf. element z 1. Fidku. Pak nutné a,, =0; dle suppo-
sice jsou 2. i 3. fddek ndsobky prvniho, a tedy i 2. a 3. sloupec
‘ndsobky prvnfho a méla by tudiz rovnost a,, =0 v zapét{ 0,
0, 0 jakozto prvn{ Fadek, proti supposici Nynt

A=y fi= wfis
f— z.fi + 2A + 2ufy = (0, + 22, 4 way) f

a a :
= (o5t + 2= I,
1

jest tedy f Uplnym cétvercem linearné funkce, a ¢ara se skladd
ze dvou splyvajicich p¥fmek.

Pokldddme-li v této uvaze x,, x,, 2, za soufadnice pffmkové,
mame ten vysledek, Ze mizicf{ diskriminant jest vyrazem toho
fakta, ze ¢ira druhé tifdy f= O se sklad4 ze dvou riznych neb
splyvajicich car prvnf tifdy, t. j. bodd.

1. Nezvrhld édra druhého stupné jest Carou druhé tridy
a naopak; oznadujl se spoleénym ndzvem kuZelosedek.

Za soufadnice £,, &,, £, teény v bodé¢ x ¢iry f = 0 miZeme

o LY 10, 1of A )
vziti ) axl’ 2 2, 2z, a mime tedy relace

Ay &y + Gy + @25 = &),

A%y + Ggy%; + Gy @3 = &34

31 @) + B3q®y + Gga; =

&2, + &2, + &%, =0,
z nichZ eliminacf hodnot x,, z,, #; plyne rovnice kvadratick4
mezi soufadnicemi teény &
Qyyy Gygy Gyyy £y

(1) G G O S| T (g =0,

Gy1s Oggy Qggy &y,

€ & & O
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A naopak, plati-li tato rovnice, lze pfi supposici 4 =0
vidy vyhovéti Ctyfem homogennfm rovnicfm o neznimych z,

Zyy T3y Q2

ay, &) - 1,2, - a3, — 08, = 0,
1

Ay By~ Gy | Gyp 5 — 0§, =0,

Ay By + Bao®y - A3, 2, — 0, = 0,

2, + &,y + &3, — 00 = 0,

a sice lze ¢ libovolné voliti, jezto étvrtd rovmice jest linearnd
sloZena z prvnfch tif. To ale znamens, Ze jsou £ soutadnice
tecny éary f=0 v bodé x, a ze tedy II(£) =0 jest rovnice
této ¢ary v soutadnicich primkovych.

Zcela jinak se véc md pti zvrhlé cire

J=AB=0;
zde soufadnice teény jsou Dixf,, =a,B40,A, a tedy, je-li do-

tyény bod na pfimce A =0, mime £ :§,:& —a,:a,:a, aje-li
na pifmee B =0, mime ovSem & :&,:& —=b,:b,:b,, a jsou
tedy soufadnice ¢ vizany dvéma rovnicemi, totiz tou aneb onou
proporef; pro bod obéma pffmkim spolecny nabyvaji soufadnice
& neurcitého tvaru, majice vlastné oboje hodnoty. Z toho vy-
chazf, Ze zvrhlou ¢aru druhého stupné nelze poklidati za ¢aru
piimkovou, t. j. obdlku p¥fmek. *

Uvahy reciproké, plynoucf z toho, interpretuji-li se pro-
ménné x jakozto soutadnice pfimkové, a tedy & jakozto bodové,
¢tenat snadno sam si vyvodi.

8.' Theorie poliw a polar.

Dva body #’ u z” jsou vzhledem ke kuZelosecce sdruZené
neb konjugované, jsou-li harmonickymi vzhledem k priseénym
bodiéim jich spojnice s kuZeloseckou; je-li

I (@ @y ) = Z aptazr =0

rovnice kuzelosecky, vyjadfuje

’ a “ 3
2%0')‘,,:0 aneb Exva—f- =0
xﬁ’ xv
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, P 9
tuto sdruzenost, p¥i ¢emz znaéf n. pt. *i, hodnotu ¥ , vlozi-
oz, oz, .

me-li do nf x, 7}, z, za z,, 2,, x;.
Bod 2’ -+ Az spojnice a’'z" jest totiZna kuzeloseéce, plati-li

Z ay, (%, + Axy) (x, + Az,

kofeny 4,, 4, této kvadratické rovnice jsou umérny délfcim po-
mérim présecikiv,! a jsou tedy tyto vzhledem k 2’ a 2”7 harmo-
nické pfi A, +A4, =0, t. j. tenkrdte, kdy koefficient p¥i A
v rovnici této vymizi, t. j. kdy

2 ay, (w,x, + x,2) =0,
¢ili vypsdno
2 (0,%) + 043, + 413%)) &7 - 2 (05, %) + 0557, + a5, 7,) 7
+ 2 (33,2, + 435, + a337,) 25 =0
tim tvrzenf dokdzdno.
Vedeme-li danym bodem z’ libovolné p¥imky a stanovime-li

na kazdé bod sdruZeny k bodu z’, hovi tedy vsecky tyto sdru-
Zené body rovnici

9

Dxf x1+ f x2+ba{: xs""O,
jez jsouc linearnd, ukazuje, Ze geometrické misto sdruZenych bodii
jest ptimka, t. j. polara bodu z’, jenZ slove jejim polem. Je-li
pol x' na kuZelosecce, jest jeho polira patrné tecna.

Rovnice poliry jest vzhledem k soufadnicim z a #’ syme-
trickd, z ¢ehoz ihned plyne, Ze, prochdzi-li polara jednoho bodu
druhgym, téi poldara druhého prochdzi pronim.

Pri nezvrhlé kuZeloseCce lze kaZdou pimku poklidati za
polaru ur¢itého bodu; lze totiz rovnici libovolné p¥mky

X, +&6X, + 86X, =0
stotoZniti s rovnic{ poldry bodu =:
19 19f 19f

20 X+ 2 o, 4L+3 2 0, X, =0
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to vyZzaduje, aby platily rovnice
a‘le‘1 + av‘z'fc; + av:%'x:, = 5,, (V: 11 23 3)’

jichZ feSenfm, které jest vzhledem k #=0 vidy urcité, plynou
soufadnice polu z), z,, .

Vymizf-li ale diskriminant, je-li tedy fsoucinem dvou line-
arnych faktorit AB, tu poldra bodu z’

A +6,4) 7, +B,A +6,B) 7, + (bsA + a,B) 2, =0
¢ili
BA4+A'B=0

vidy prochdz{ bodem A = 0, B—=0; poldra tohoto bodu pak
jest zcela neurcita.

Naplni-li pol primou Fadu, naplni poldra svazek s onou
Fadow projektivny; ptislusi totiz polu x’ 4 Ax” polara o rovnici

af ‘ ‘e
z 2, (x, +4iz,) =0,
t. j.
) af g af oo
2_5_5 z, +lz'a—x:x,_.0.

9. Reciprokd funkce.

Naznaéme struéné reciproké tuvahy. Dvé pifmky &, &“
slujf .vzhledem ke kuZeloseéce sdruZenymi, oddéluji-li harmo-
nicky obé teény, jez jich spoleénym bodem prochdzejf. Je-li

I, &, &) =0
rovnice kuZeloseCky v soufadnicich pffmkovych, jest

& o1 " AT
ne = Cli1 Ny —
L4 ag y 0 v agv

vyrazem sdruZenosti. VeSkeré pifmky £ sdruzené s danou piim-
kou ¢, hovice linearné rovrici

I
© %&+%§+%a=m

prochézejl jednim bodem a ten jest polem préimky &. Soutadnice
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T
jeho jsou totiz z) = '5? a jde pak jen o to ukdzati, Ze hodnoty
v

9
g, jsou tmérny hodnotdm 5{ . K tomu cfli zavedeme i jinak
v

dalezity pojem reciproké funkce (u Gausse adjungovans funkce).
Zavedeme-li do kvadratické formy
Sf=Z awxizs , (h, k=1, 2, 3; am = a)
na misto proménnych z,, x,, x, t¥i nové proménné £ definované
rovnicemi

® £ =95,

snadno nahlédneme, %e f ptejde na novou formu kvadratickou
So (&, &, &), a tato sluje reciprokou funkci dané funkce f.
Oznaéfme-li totiz minor diskriminantu 4 p¥isluSny elementu an
literou A;s, médme FeSenfm rovnic (8) dle z,

dwv = A!v 1 + A2v§2 + A3v§3 )
a tedy

f= ;Daf 1+;:£ 2+1 af xy = §,%; + §;%, + &;,

= 726, (A1h + Anty + ot = 7 ZAubit.
Méme tedy za platnosti rovnic (8)
f (@ 2 @) = fr(§yy &, &) = 21' Z Anénée.

V jiném tvaru lze reciprokou funkei f, obdrZeti eliminaci
hodnot #,, «,, #, z rovnic

19 1 9f 1 of _
20z, §1_0,2M b= 0’23.1' —&=0,

%, + 2y + 28 — f=0;
tim nabyvime
F



Qyyy Gygy Gy, &
Qg1y Bagy Gy, &,

g1y Ggoy g3y &5 =0,
by & & S
Gili
@1y Bigy B3y £ @1y Bygy g3y O
g1y Gy Gyoy &5 Bgyy Gy Byg O —0
Q315 B3y Gz, &, A3y G3gy B33, 0 7 7
§11 52, gsa 0 gn gz) §37 f
t. j.
I+ 4f=0,
z Cehoz
(11) F=t=— s & &),

Porovndme-li to s rovnic{ (10),mame IT ve tvaru
I (&, &, &), = — Z Auéér
Reciprokd  funkce reciproké funkce jest piwodni funkce,
odkud i ndzev jejl. Pokldddame-li totiz v rovnicich
f=F =&z + &, + &2,

£, &, & za neodvislé proménné a =z, x,, x, za jich funkce,
méame derivovdnim

c%’z

L=a 1+51; +h e

a jinak téZ
Ao _ _f = Of Da:,+ of dx,

agl ’gl 0x, D‘fl oz, 2§, 0xy OF,

=2 5 2k g H2ATE

¢imz ptredchozi relaci miizeme psati
2) r oy
f = l + a‘é I
t. j.
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23, T2, TR

x, =

Jelikoz za téchto t¥f rovnic plati rovnost f.(§) = f(=),
jest tvrzeni dokdzdno. Zaroven patrno, Ze linearné rovnice

1 of _
gr%_gy, =1, 2, 3)
maji resent

_ 1o

Ty — 9 3—5 )

¢imZ dokdzén hotejs{ vyrok o polai‘e, nebot f, = O lze pokla-
dati za rovnici dané kuzeloseCky f=0 v soufadnicich p¥imko-
vych, pravé tak jako IT = 0.

Otdci-li se poldra kolem bodu, vytvorujic svazek, napliuje
Jeji pol primou radu se svazkem projektivnou; jest totiz rovnice
polu pffmky & — A& vzhledem k soumérnosti rovnice (9) v pif-
¢iné liter & a &

ST EH Do 6D+ G A8 =0
1 2 3
¢ili
a1 |, aur
255_,, £+ }.23—55,_0.

10. Poldrny trojuhelnik jest trojihelnik, jehoZ strany jsou
poldrami protéjsich vrcholliv. Zvolivie jeden jeho vrchol A
libovolné, nutno druhy B voliti na poldfe @ prvntho a ttetf C
pak poloZiti do spoleéného bodu piimky @ s polirou b bodu B;
a to také stacf, nebot poldra ¢ pak prochdzf body A a B a polira
b body A a C. Reciprokym zplisobem miZeme zvoliti jednu
stranu @ libovolné, vésti jejim polem A druhou stranu b a za
tiet{ stranu ¢ vziti polaru priseétku stran a, b.

Je-1i néktery polarny trojihelnfk dané kuZelosecky zvolen
za zdkladnf trojihelnik, jest polira bodu z,, 0, O, t. j. pifmka

(@, + 4192, + a375) 7, =0

totozna s pifmkou z, = 0, a tedy @,, = a,; = 0; obdobné vzhledem
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k obéma ostatnim zdkladnfm vrcholim jesté plyne a,, =0, tak
%e rovnice Cdry za uéinéné supposice jest

@37 + Agy%; - age; = 0,
t. j. obsahuje jen Cétverce soufadnic. Jakozto pffmkovou rovnici
mame

IT (§) = — (@39855&} + a330,,8; + 0,0,,5;) = 0.
Pfipomenme, Ze rovnice ¢éiary prochazejici vrcholy zéklad-
ntho trojuhelniku patrné mé tvar
2 6,92,%, + 2 a33%,25 + 205,73, =0,
a rovnice kuZeloseCky vepsané do tohoto trojihelnfku:
2008, 85 + 036,85 + 24, £,6 = 0.

11. Pojem snvariantu, kovariantu, kontravariantu.
Zavedme do kvadratické ternarné formy

f = 22Xy T
nové proménné z,, x,, z, substituct
(12) =t + .2, + 4,2, (=12 3)
o modulu T = X + (¢,,%,,55) rizném od nully; a méjme tak
[z, 2, ) = f (2, 2, @) = Za,z .

Vymizi-li diskriminant 2 formy £, tu se tato jevi jakozto
soutin dvou linearnych faktoriiv, které vykonanou substituci pte-
jdou opét na linearné vyrazy novych proménnych; jest tedy
také f soucinem dvou linearnych faktord, t. j. také diskriminant
této formy vymizi. Vymizf-li tedy o, vymizi téZ 4, z CehoZ
lze souditi, Ze vyjadffme-li a‘u a tedy i 4 pomoci hodnot a;

a transformaénich koefficientdi, vyraz pro 4 bude obsahovati
faktor 4. Tomu skuteéné tak jest, nebof plati relace

13) a4’ =T?4.
Abychom to ukédzali, vyjidfime nejprve nové koefficienty a‘su

pomoci{ plvodnich aj). Koefficienty kvadratické formy jsou
poloviéné druhé derivace jeji; i odvodme nejprve
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f Of o, + Af dmwy | Uf Omy

de’y T L 0 a dxy x'n ' Ly 0T’
h) b
= a£ b - 39{2 o + ta
a ddile
?f ,
N~ — tlh (2 (228 tlk + 2 a12t2b2 alstu) + tz}. (2 azltlk
o ,.ax k

. + 2-a,2t2k + 2 a%tab) + tsn (2 aa,tu +- 2 asztg;, + 2 a,stak),
t. j. délivie 2

'me =t + tonTor + CaiTar,

znacfme-li poloviéné t¥i zdvorky literami =z, T, 7q
Vyndsobenfm determinanti mdme, kombinujice sloupce se
sloupei na Fddky,

‘ ‘ ’

s tigs big Ty Tigy Ty @iy Bypy Ay
- ‘ ‘ ‘
by1s tagy log To1y Taoy Toz | = | Bayy Qyay Ay
‘ ¢ ‘

319 Uags Tgs T31y T30y Tsg Ayyy Gyyy Qyy

¢ili, rozlozivSe druhy determinant na soucin dvou,
TT 2 & (a,,8,58,3) = Z + (a),4,,4;,),

jak bylo dokdzati.
Celistvé racionalné funkce koefficientd danych forem, jez

— jako pravé uvazovany diskriminant — majf tu vlastnost, Ze
byvSe utvofeny z koefficientd transformovanych forem se repro-

dukujf{ ndsobené jistou mocnost{ modulu transformace, zoveme
tnvarianty danych forem nebo téz simultannims invarianty v pii-
padé vice forem. Vymizeni takového invariantu patrné charakte-
risuje vlastnost nezavislou na soustavé soufadné, anebo nezrusi-
telnou kollinearnou transformacf, nebot vymizi-li invariant I,
vymiz{ téZ hodnota I utvofend z koefficientd transformovanych
forem, jelikoz
I'=T“I.
Obdobné se definuje kovariant jakozto celistvd racionalnd funkce
koefficientdt danych forem a proménnych, hovicf rovnici
K'=T*K
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v nf% znaéf K’ vyraz K, utvofeny v8ak s proménnymi linearnou
transformac{ zavedenymi a s koefficienty transformovanych forem.
Cara K =0 m4 patrné k danym &aram opét vztah na soustavé

soufadné nezdvisly, anebo kollineaci nezruSitelny. Ptiklad vy-
tkneme p¥i soustavé dvou kuZelosecek.

Kontravariantem se zove celistvd racionalnd funkce I pro-
ménnych & a koefficientd, jeZ hovi obdobné rovnici

I/ =TL,

pfi nfZ v8ak proménné &, vchazejici do L‘, souvisf s promén-
nymi & substituci transponovanou. JakoZzto prfklad uvedme vyraz

Qyyy Bygy By &
Qgyy Bogy Gz, &5
Qgyy Bygy Qg &5

517 §21 53’ 0

jenz jest kontravariantem kvadratické formy f = Z‘a,.,cz,;wk. Majice
totiz na paméti, Ze transponovand substituce jest

§ =& 1 + b,
&y = g8 o085+ lgabss
& = tia8, - taefs - £5eds

nalezneme, kombinovanim ¥adké se sloupci na fadky,

II =

Qyyy Gyzy Gygy & f11y gy bygy O Ty Tagy Ty &
Gg1y Bggy Bygy & bory Bagn bags O | | Tany Tagy T &
Qgyy Gggy Gggy & bors Bagy B35 O | 7| Tapy Toay Tagy &5 |°
&y &y & O 0, 0, 0, 1 &y & &, 0

a dile kombinovdanim sloupcéi se sloupci na fidky

tias bigy bygy O T Tigy Ty & @y @y @y &

' ‘ ’‘ Y
tyys tagy Bysy O Ty Tosy Tam a | | Ghus Goyy @y, &
ts1s Uazs Tgs0 O Toy Tags Tagy 83 | | @gar @ans Gy & |

i’ / / / v i’ i/ 1
O'l 01 Oa 1 §n §n §n 0 Sn lﬁbn 537 O.
t. j. vzhledem ku p¥edchoz{ rovnici
TOT =11,

¢imz tvrzeni dokdzéno. ‘
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Koneéné lze uvazovati invariantivné funkce, do nichZ vchi-
zeji oboje proménné «x i &; takové sluji dle Sylvestera smisenyma
konkomitanty ; nejjednodusf takovy ttvar jest =& + x,§, + ,&;,
jenZ linearnou transformaci se viibec neménf.

Jest patrno, Ze kazd4d mocnost diskriminantu jest téz inva-
riantem, a lze snadno nahlédnouti, Ze forma f jinych invariantiv
nemd. Nebof je-li I invariantem a plati-li

4 =T,

I (Tel)? _I*
de ~ (T24yx ~ 4o’

tu

zistdvd tedy podil I?: g« pfi linearné transformaci tplné ne-
proménnym, jinak feceno on jest absolutnim invariantem. Takovy
vSak u kvadratické ternarné formy miZe byti jen absolutnf
stalou; nebot ptthodnou linearnou transformaci lze toho do-
sfci, aby nové koefficienty a‘sx nabyly hodnot libovolné danych
— ovSem neannullujicfch 4 — a zistiva tedy podil I2: 4% tyz,
necht jsou koefficienty au, jakékoli, t. j. on jest stilym. Z toho
ale
e

I=ca?,
jakoz jsme tvrdili; & ovSem jest sudé.

(Dokonéent.)

Poznamky arithmetické.

Sdilf
M. Lerch,

docent vysoké Skoly technické v Praze.
Bud fiz,y) kladnd a spojitd funkce soumérnd dvou klad-
nych proménnych z, y, ktera roste, kdyz jedna proménnd roste
a drubd se neménf; je-li z kladné, znamenejme FeSenf rovnice

flz,y) =2
z=F(y;2) aneb y =F(z;2).

Symbolem E(2) neb [#] znamenejme nejvétsf kladné celistvé
¢islo, které neprevysuje hoduotu z, takze

takto:
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