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0 symbolech analytické geometrie a jich
upotfebeni.
(Pise K. Zahradnik.)

(Pokracovani.)

11. Castéji zminili jsme se d¥ive.o paru piimek, vyjadiujice
jej dvéma rovnicemi, totiz rovnicemi dvou pifmek, z nichz se zmi-
nény par skladal. PoloZime si nyni za tkol vyjadiiti taky pér
pifmek rovnici jedinou.

Jsou-li P, =0, P, =0 rovnice dvou ptimek, nutno JeJICh
soucin

P, P,=0 (14)
povaZzovati za rovnici pdru piimek; neb soufadnice kazdého
bodu, jenZ na jedné neb na druhé pfimce lezi, vyhovuji této
rovnici a naopak, musi vSechny body, jejichZ soufadnice rovnici
(14) vyhovujf, bud na ptimce P, =0 neb P, = 0 leZeti. *) Ro-
vnici paru pifmek tedy obdrifme co soucin rovnic pifmek
tohoto paru.

Dané-li rovnice dvou prfmek ve tvaru

P —2P, =0, P—puP,=0,
bude rovnice tohoto piru pifmek

P?—(+wP P,+ipP?=0,
aneb obecné, poloZime-li

B C
l+”:_7‘1—" l‘u,:z,
AP+ BP,P,+CP*=0 (15)
Jinj par piimek ,
~ P, —i, P, __O P, —pu, P,=0,

prochazepcfch tfmz bodem (P, Pz), bude ddn rovnicf
A, P>+ B P, P,+C P*=0 " (16)
kde /11—]_”1—_—_%,1,@,:%1.
Podminka, by jeden pir pffmek délil harmonicky druhy
pér, jest (dle rov. (6), pag. 177.)
Au—3@A4u) (R +8)+4 g =0,

' *) Viz Hesse Vorlesungen pg. 65.
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kterazto rovnice po dosazeni hodnot za 4 w,... piejde v:
A4, C—1B B4+ C 4 =0. (17

Rovnice (15) p¥i proménnych koéfficientech 4, B, C pred-
stavuje ndm veSkeré péary pifmek, jeZ harmonicky délf uréity
pédr pifmek, stiva-li mezi onémi koefficienty linedrné rovnice:

Aa+ Bb+ Cc=0.

Dle vyméru involuce (€l. 7) tvoif t¥i takové pary involuci
pifmek.*) Tak na pt. tvoil pdry pifmek (15) a (16) a tietl pdr
ptimek, dany rovnici:

' 4,P*+ B, P P, +C, P,2=0 (18)
involuci, 1ze-li tii veli¢iny a, &, ¢ tak uriti, by vyhovély ndsle-
dujicim tfem rovnicim : ‘

Aa+Bb+4+Cc=0,

Aya+ B)b+ Ce=0,

A,a+ B,b+ C,e = 0.
Z theorie determinant zndme, Ze

A4 BC A4 A, 4,
4,B,0,| = | B B, B,
| 4, B,0, cq ¢ |

z Cehoz soudime Ze, daji-li se tfi veliciny a, b, ¢ tak uréiti, Ze
vyhovi poslednim tiem rovnicim, téZ jiné t¥i veli¢iny e, 8, p,
se nalézti dajf, které vyhovuji ndsledujicfm ttem rovnicim :

Ao+ 4,4+ 4,y =0,

Ba+ Bif+ B,p=0,

0a+01ﬁ+027 :Oa

kterézto tii rovnice téZ podminku involuce vyjadiujf.

*) Mame-li na pi. kuzZelosecku se stfedem, jejiz rovnice jest
a, 22420, oY + @, Y = ayy
bude rovnice dvou priméri zdruZenych
y—= tg@) [(?/ (alz + Qa2 tg@) + z (au + a2 tg@)]:: 0

aneb nésobi-li se .

Y (a1 @y 19 O) + 2y (a7, — Ay, t9* O) — 229 O (a,,+ @y, 196) = 0.
Rovnice paru asymptot (bud pii hyperbole realnjch neb imaginirnych
pfi ellipse) jest pak a,,y* -+ 2a,, 2y + a,, 2 =0.

Coefficienty téchto rovnic vyhovuji rovnici (17) neodvisle na thlu ®
z CehoZ plyne, Ze asymptoty rozdéluji libovolny pér sdruZenych pri-
_mérl harmonicky. SdruZené priméry tvoi tedy fnvoluci paprskovou.

18%*
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Rovnice uvedené podivaji ndm ndsledujici vétu:

TFe pdry primek, prochdzejicich tyms bodem a dangch ro-
vnicemt (15, 16, 18), tvori involuci, daji-li jejich rovnice ndso-
bené stdalymi &initeli za soudet identicky nullu.

1L

12. PristupmeZ nyni k upotiebeni danych vét, z nichz
zjevno bude, jakych vyhod ndm ono zkrdcené oznaceni p¥imky
poskytuje.

Md se wréits podminka, vedle Fteré tr¥i pricky wvedené
vrcholi daného trojihelnika se protinaji v bodé jediném.

Budiz a, a, a; dany trojihelnik ; rovnice jeho stran a, a,,
a, a;, a; a, budtez P, =0, P, =0, P, =0, rovnice pak ptiéek
prochdzejfcich vrcholi @, a, a, budou posloupné:

P,—1 P,=0=¢,
P,—4, P,=0=9,
P,—1, P,=0=¢,

Znésobime-li druhou rovnici 4,, tfeti pak 4, 1, a sefteme-li

je, obdriime

A+4 L2 R=0=Q +4,Q+hh

_ Addy =1 w
neb prejdeme-li ku geometrickému vyznamu coefficientu 2 (¢l. 4.
pag. 175), obdriime: '
sin (P Q) sin(PyQ,) sin(P Q) 1 o)
sin (Py @) * sin(Py Q) ~ sin(Pp Q) —

Rovnici tu v jinou zméniti miZeme, nahradime-li sinusy
tseky na strandch. Oznaéfme-li prisek (¢, P,)=b,, (@,P,) =25,
(@5 P;) = b,,") bude

a, b5 __a, a5 .sin (P, Qy)

a, b, — a, a,.sitn (P, Q)

ay b, __aya .sin (P Q)

a; b, " aya,.5m (P, Q)
a, b, __a,a,.sin(P, Q,)
a, b, — aza, . sin(P; Q)

tedy

*) PHsludny vjkres snadno si kazdf sdm sestavf..
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Znésobfme-li tyto rovnice, ohdrifme vzhledem k rovnici (2):
a, b,.a,b, .a,0, =a,b; .a,b,.a, b,
znamou to vétu Cevovu.
Z rovnice (1) plyne pak dile:

o) Primky rozpolovaci vnitini dhly trojdhelniku daného, pro-
tinaji se v bodé jediném; neb 4, =4, =1, =1.

B) Piimky rozpolovaci dva zevnéjsi a jeden vnitfni Ghel troj-
tihelniku daného protinaji se v bodé jediném, neb v tomto
pifpadé jsou dvé i rovné —1, tfeti pak -} 1.

) Kolmice z vrcholit na zdkladnice spusténé protman se
v bodé jediném; neb obecné jest

_ sin (P, @)
P sin (P, Q)
Stojf-li @, —L- P,, bude I (P, €;) = 90° — @, ; oznaéfme-li
tihel ve vrcholi @, pismenem «,, bude tedy
sin (P, @3) = cos «,
sin (P, @;) = cos e ,

prodeZ
oS o,
cos a,
podobné obdrzime pro 4, a A, cyklickou zdménou p¥fpon
_cosay , _CoS o,
' " cose,” P cose,
0) Pifmky spojujici vrchole trojhranu se stfedy stran proti-
lehljch (téZné pHmky) protinaji se v bodé jediném. Neb
__ stn (P @)
ST sin (P @) T
Znalf-li b, stfed strany a, a,, podobné b,, b, stiedy stran
ostatnfch, bude

Ay =

%, = @y by Sin «y,

% =a, b, sina,

Ay = % SNk
%, Sine,

tedy

neb a, b, —a, b, .
~ Rovnice (2) jsme obdrZeli pro involuci Sesti prfmek )
z CehoZ plyne véta: ,Vedeme-li 2z daného bodu rovnobéiky ku

* pg. 183. tfeba pouze misto P psiti @, a misto @ poloZiti S a pkejde
n4m rovnice (2) v rovnici vyjadfujicf podminku involuce. Na str. 183,
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sirandm a prickdm protinajicim se v bodé jediném, obdréime
involtict Sesti primek.“ Vétu tu miZeme i ndsledovné vyslovit:
,Dané &yry body miZeme tFikrdte po dvou spojit a vedeme-li
danym bodem k témto pdrim rovnobésky, tvori tyto involuci.“

Na zakladé této véty mohli bychom sestrojiti Sestou pffmku
pifslusnou ku tfem pdrim pifmek tvoifcich involuci, ddno-li pét
piimek, ale seznime pozdéji daleko jednodusi sestrojeni, proteZ
toto pomijime.

13. Jsou-li dva trojihelniky v také poloze, Ze kolmice
2 vrcholit jednoho trojithelnika na strany druhého spusténé, je-
dinym bodem probihaji, tu probihaji té3 kolmice 2 vrcholic dru-
hého trojuhelnika na strany prvého trojuhelnika spusténé bo-
dem jedinym.

OznacémeZ strany prvého trojihelniku P, =0, P, =0,
P, =0, druhého pak trojihelniku P,‘=0, P, =0, P;'=0.
Vrchole trojihelnikd oznaéme pismenou « s piiponou protilehlé
strany, tedy (P, P,) =a,, (P’ P,’) =a,’, atd.

Rovnice primky vedené vrcholem @, kolmo na stranu
P,’= 0 bude:

P, cos (ey— ;') — P, cos (a;'— ;) = 0, 1)
nebof rovnice pifmky prochizejici vrcholem a, ¢ili prisekem
pifmek P, =0, P, =0 jest

P—i, P,=0=2¢,, @)
aneb v rozvedeném tvaru, . _
x (cose, — Ay cOS @y) +y (sin &, — 4, sin @) — (p, — 43 p,) = 0.
M4-li pifmka @, stiti kolmo na pifimce
P/'=0=xzcosa,’+ysine,' —p,’,

mus{ dle znimé podminky kolmosti dvou p¥imek byti

cos e’ (cos e, — 4, cos ey) -} sin ey’ (sin &) — 4, sin ;) =0,
z kteréZto rovnice si miZeme A, jednoznalné ustanovit a sice
bude tu
__cos (&' — @)
~ cos (0, — @)

@)

3

vyskytujf se v této rovmici chyby tiskové; tfeba ji takto pséti, coz
ostatné g nésobenf onéch t¥{ rovnic patrno:
L — $n(Q, 8) sin (Q, S,) sin (@, 5,)
sin (@, 8)) stn (@ S,) sinvQ, Sy)
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Polozime-li hodnotu za 4, do rovnice (2), obdriime uvedenou
rovnici (1).
Podobné najdeme rovnice kolmic s vrchold a,, a, na P, =0,
P, = O spusténych, které téZ ze symetrického oznadeni cyklickou
zdménou obdrzime a sice:
P, cos (¢; — ') — Py cos (o — w,), @
P; cos (w) — a,)— P, cos (ay' — a3). ’
kdez
__cos(e) —ay) __cos (e — a)
P cos (@ —e) T TP cos (w, — @)
Dle ¢él. 12, (1) probihaji tyto kolmice bodem jedinym,
plati-li 4, 4, 4, =1, neb
cos (g — @, ") cos (e, — &%) cos (otg — o;*) = cos (@, — &,) cos
(ay'— 3 ) cos (ay'—a; ), ®)
kterouZto rovnici téZ obdrzime vyloucenim P,, P,, P, z rovnic
(1 a 4) ve tvaru determinantu :
0, cos (e — a'), — cos (e, — oy )
—cos (&' —eay), O ,  cos (e, —e'y) | =0.
cos (e, — a,’), — cos (e’ — @), O

Ziménou « s o« obdrzime z (5) rovnici podminecnou, by
kolmice spu§téné z vrcholu trojihelniku druhého na strany
prvého probihaly tymz bodem. Zaménfme-li tedy e s &’ vidime,
Ze rovnice (5) se neméni, ¢imZ uvedend véta stvrzena.

14. Prvé nez piistoupime k dal§fm piikladiim, vyloZime
jeSté jednu vétu, kterouZ ihned velmi prospéSnou byti shle-
dame.

Zndme-li tFi primky P,, P,, P,, kiteré se neprotinaji
v bodé jediném, miseme vidy rovnici jiné pFimky P vyjddrite
pomoct symboli dangch t¥i pFimek a to tvarem :

MP, + 4, P,+4 P, =0 (1)
Neb, je-li obecné
Pr=xcosoy+ ysin ey —p. =0,
tu prejde rovnice (1) ve
x (A cos @, | 4, cos o, + Ay cosey) 4y (A sine, + A, sine, -+

Ay sin a3) — (4 py + A, p, + 4, p,) =0,
kterdZto rovnice ndm bude ptedstavovati rovnici p¥{mky P, po-
loZime-li
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Ay cose =2, cos ay 445 cos ey = cose,
A, sine, 2, sina, 4+ 4, sine, = sine,
Wy +d4p +4Hp =p.

Z téchto tif rovnic miZeme ale 1,, 4,, 4, vidy urdéiti
ptedpokldddme-li, Ze neprochdzi dané tii pfimky bodem jedinym.
Podobné jako v ¢l. 9. mfiZeme tuto vétu ndsledovné vyjadriti:

Zndme-li ctyri p¥imky P, =0, P,=0, P,=0, P, =0,
mufeme nalézti Styry Cinitele A té vlastnosti, e identicky bude

AP+, P, +4, P, + 4, P,=0.

Tato rovnice ndm totiZ vyjadfuje, Ze pod vjrazem — i P
vyrozumivati mame vyraz i, P, + 4, P, 4 4, P; . Princip tento
objasnime nékolika pifklady : .

15. Maji-li dva trojuhelniky takovou polohu, Ze prisediky
pFislusnyjch stran ledi na primce, tu prochdzi primky, jes spo-
Juji pFislusné vrchole téchto trojihelnika bodem jedingm.

Dva trojahelniky v takové poloze*) nazyvime homologické,
perspectivické, neb collinedrni, piimku, na které se piislusné
strany protinaji, osou homologie, atd. a bod, jimZ prochézeji
pi{mky spojujici vrchole, stfedem homologie atd.

Strany prvého trojihelnika budtez P, =0, P,=0, P, =0
a piimka, ve které se pifslusné strany trojihelnika protinajf
budi? ddna rovnicf '

WP 44 P42, =0=9. 1

Druhého trojihelnfka strana 8, &, **) prochézi priisecikem
¢, ptfmky @ s piisluinou stranou @, a; = P, neb dle podminky
protfnaj{ se strany a, a, a b, b, v bodé ¢;, jenZ lef na Q; tudfz
mizeme psiti rovnici pifmky b, o, dle ¢l. 3. ve tvaru

Q—u ’P 1 =0;
Dokud u libovolné, znalf ndm tato rovnice dle di{véjstho svazek
paprskd, jehoZ vrchol (@ P,).

Za urcitou hodnotu p = u,, obdriime uréity paprsek tohoto

svazku, jenZ bude totozZny s prodlouZenim strany trojihelnfka

*) Porovnej kapitolu VI. pg. 62. Tato véta i se svou reciprokou vétou
plipisuje se Desarguesovi (1593 —1662). Poncelet pojmenoval dva
trojihelnfky v také poloze homologickymi (podobné i pojmenovén{
osa a stfed homologie od ného); Mibius nazyvd dva trojihelnfky
v také poloze collinearngmi, Weyr pak perspektivickyms.

*#) Pslusny vykres necht si laskavy étendf sdm vyvede.
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b, b,, prodei pak (2) bude rovnicf strany &,8,. Podobné rovni-
cemi stran 5,6, a 6, b, budou

Q—u, Py=0 3)
Q@—uyy, P,=0 4

Odedteme-li rovnici (2) od (3), obdrifme
ty Py —up, P, =0. ®)

Ptimka rovnici (5) vyjddfend prochdz{ prisekem stran 3, b,
a'b, b, tedy vrcholem b;; dle tvaru rovnice (5) poznavéme, pak,
Ze téZ probfbd priisecikem stran P, a P, tedy a,.

Dle uvedeného jest tedy (5) rovnice pifmky

agly o . py P —u, P, =0;
podobné

@by .. gy Py—u, P, =0.
a6, .. 4y Py—py P, =0,
Soudet téchto tif rovnic rovnd se identicky nulle, tedy a, b;,
a,b,, a,b, probthaj{ bodem jedinym.
16. Ddn budiZ trojuhelnik a, a, a,, prolo¥me vrcholi tfi
pricky, protinajici se v bodé jediném a vysetrme vlastnost tohoto

skupent primek.
Rovnice stran a,ay, 6,4, a,a, bu&tei posloupné P, =0

P, =0, P,=0, rovnice pak piicek asb,, a,0,, a,b, budou
posloupné

4P —1, P,=0=¢,,
MNP, —i, P,=0=¢,, . a -
_ AWP,—4 P,=0=9,.
Spojme paty piéek &,, b,, b,, ¢fm% obdrifme t¥i pimky
b, b, = R,, b,b, = R,, b, b, = R,. Tyto pifmky protfnajf pro-
tilehlé strany trojibelnfka v bodech
a=(@B, B), ¢, =B, B), ¢;= (B, Fy).

Vedme dile pifimky a,c, =Ty, a, ¢, =T}, @, = T, .
Rovnice pf{imek R, S, I' miZeme nyn{ dle uvedeného prmcxpu
vyjddfiti pomoci symbold p¥imek P. .

Pifmka R, =1b,d, prochdzejic{ bodem b2 (priseéfkem pif-
mek P, =0 a @, = 0) a bodem &, (prisecikem piimek P, = 0
a @, = 0) vyjidiena jest rovnici
APy 421, P,—i PL=0=R, ()
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neb vzhledem k rovnicfm (1) miZeme rovnici (2) dati tvar *
}'2 P, 2 Qz =0 9
Ay Py — @, =0.
z nichZ prvd ndm ukazuje, Ze pitimka R prochdzi prisekem
piimek P, a @,, tedy bodem b,, druhid pak Ze prochdzi téZ
prisekem pifmek P, a ¢, ; tedy skutecné zni, jak svrchu uvedeno,
rovnice p¥imky b, b, .
B =4,P,+4P,—1P =0,
a podobné pi{mky
by by R, =4, P+ 4 P, —1, P, =0
b0, BR,=MP, 44, P, — 2, P, =0
Primky tyto protinaji protilehlé strany ir oyuhelmka v bodech
téze primky S, jejié rovmice jest
' A P +4 P44, P,=0=8 @)
Dikaz lze snadné provésti ndsledovné: R, —4 P, =0
jest rovnice K svazku paprskd, jehoZ vrchol jest (B, P)) =c¢,;
pro A—= — 24, obdrzime rovnici urcitého paprsku tohoto svazku
a sice, ptililfZfme-li k rovnici (2)
i WP, 42, P, — A4 P, +24 P, =0,
kterdZto rovnice po redukeci Gplné s rovnici S = O se shoduje.
Jest tedy S urtity paprsek svazku
R, —A4 P =0,
procez prochdzi téZ jeho vrcholem c,.
Dikaz totoZné se vede pro bod ¢, a ¢,; leif tedy body
¢,y ¢, Cy, Da pifmce S, jejfZ rovnice jest (4).
Zbyvs ndm jestd rovnice pifmky 7' = ac pomoci symbolé
pifmek P vyjidfiti. Rovnice piimky 7; = a; ¢, zni:
MP+4,P,=0=1T, )
neb z tvaru jejtho vysvita Ze prochazi bodem a, = (P, P,);
mimo to méZeme tuto rovnici psiti ve tvaru
T,=R,+1, ,=0,
z CehoZ patrno, Ze pifmka T; prochdzf prisekem pifmek (R, P;)
totiz bodem ¢, .
Jest tedy rovnice pifmky
' a;e;, T,=4 P, +1,P,=0,
™ podobné pﬁmky
ay ¢, T, =2 P44, P, =0,
ayc, I,=4, P,+4 P, =0.
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Nyni mdme rovnice vesSkerych piimek naSeho obrazce vy-
jadirené symboly pifimek zdkladniho trojhranu. Pohledneme-li na
obrazec, jenz se snadno podlé predeSlého uddni sestroji, vidime,
Ze kazdym vrcholem trojithelnika probihaji ctyry pFimky a rov-
nice jevi ndm jejich harmonickou vlastnost.
Vezmeme na pt. vrchol a;. jimZ prochdzej{ pi{mky a, a,,
a,a,, @ b, a,c, jsou rovnice jejich posloupné
P,=0, 4, P,—i, P,=0=¢,,
P,=0, AP,+4,P,—=0=T,, .

a dle ¢l. 4. tvoif tyto Ctyry piimky harmonicky svazek, jelikoZ
_ (P, P@ T)=—1.

Podobné obdriime pro vrchole a,, a,

(PP Q,T,)=—1, (7) -
(P, P,Q, T;)=—1, ‘

Porovndme-li rovnice (1) a (6), vidime, Ze tfi primky 7%,
1,Q,, podobné T, 7,Q,, T, T, @, probihaji jedinym bodem.
Z vySetfovani uvedeného plynou pak ndsledujici vzdjemné véty:

1. Vedeme-li v roviné trojuhelniku a, a, a, libovolnow pricku
S, kterds sece strany trojiuhelnikw v bodech ¢, ¢, ¢, @ stanovime-It
si na kaddé bod harmowicky sdrufeny k bodu priseénému piicky
se stranou vzhledem FE vrcholiom trojihelniku, tw prochdzeji
primky spojugict tyto harmonicky sdruzené body s protilehlym
vrcholem tymé bodem 0.

2. Vedeme-li v roviné trojuhelniku libovolnouw pricku a
volime-li na strandch trojihelniku dva body, které tyto strany
s prickou harmonicky déli, pak ledt tyto dva body s prusecikem
strany treti s prickou na téZe primce.

Pakli jest ptitka nekonecné vzdélend, prejdou tyto daveé
véty v ndsledujici:

«) Spojime-li v trojihelniku stFedy stran s protilehlyyms vrcholi,
prochdzeji spojujici pFimky bodem jedinym.

B) Primka spojujict v trojuhelniku stfedy dvow stram jest
ku trett strané rovnobéénd.

Nebude snad od mfsta, piipojim-li nékteré zZvlatnf pipady
uvedenych rovnic, kterychz pti feSenf riznjch 1loh 1ze upotiebiti
PrihliZejice ku ¢l. 12.y, a ku rovnicim (3) tohoto ¢&l., obdrZime

P, cosa,— P, cosa, + P, cosa, =0
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co rovnici pt{mky, kterdZ spojuje dvé paty vysek trojihelniku
a, a, a, ; déle, Ze

P, cosa, 4+ P, cosa, -+ P, cosa, =0
zna¢f rovnici pifmky, na nfZ leZ{ prseky pifmek spojujfcich
podvojné paty viSek daného trojihelniku s protilehljmi stranami.
Podobné

P, sina, 4 P, sina, — Pysina; =0
jest rovmice pifmky spojujici stfedy dvou stran trojihelnika;
tyto pffmky protfnaji protilehlé strany v bodech leZicfch na
pifmece, jej{Z rovnice zni

P, sina, —+ P, sina, 4P, stna, =0;
rovnice tato vSak zna¢f ndm pifmku nekonetné vzdilenou,
¢imZ téZz véta vyslednd (8) dokdzdna.

17. Harmonické vlastnosti &tyrihelnika iplného plynou
zcela ze €. 16; neb piihliZfime-li misto k trojihelniku a; a, a,,
ku Ctyrdhelniku a, @, ¢, ¢;, budou body a,, m ¢, priseky diago-
nal, tedy body diagondlnymi: Tu ihned dokizati miZeme, Ze
paprsky diagonalnymi body prochdzejici jsow harmonické.*)
VezmémeZ na pi. diagonalny bod a,, jimZ probihaji paprsky

a6, MP+d P,=0=1,.

Tvar téchto rovnic (¢l. 4) podivd ndm soucasné dikaz
véty uvedené. Této vlastnosti Uplného CEtyrahelnfku upotiebuje
se ku sestrojeni Ctvrtého harmonického paprsku, dané-li jsou
tti paprsky.

. *) Kapitola 1IL pg. 82.
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