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invariantnimi utvary geometrickymi, po piipadé jesté differen-
cidlnfmi invarianty, aby vy3etkil, existuji-li mezi subgrapami
témi nékteré ekvivalentni, z nichZ by bylo pouze jednu podrzeti.
Z ktivek mohou byti invariantni pouze p¥fmka a prost. kfivka
kubické; rovinnd kiivka musila by miti invariantni souhrn svych
telen, jenZ vSak nemiZe patfiti komplexu. Neexistuje koneiné
%4dnd subgrupa s invariantni kfivou plochou bez invariantnich
kiivek a bodi a z4dnd subgrupa bez invariantniho itvaru bodového.

V Brné, v listopadu 1908.

O separaci kofentt rovnic algebraickych.
(Poznidmka prvi.)
Napsal K. Petr.

Z véty Descartesovy, Ze rovnice algebraickd
f@)=Ad2" + Az 4 ... A, = 1)

o redlnych koefficientech 4;,, 4,, ... 4, mé nejvyse tolik ko-
fent kladnych, kolik je v Fadé &isel 4,, 4,,... 4, zmén zna-
ménkovych, ndsleduje-jednoduchym zpisobem dalsi véta dilezitd
pro separaci kofendl rovnic algebraickych.

Dosadime-li do levé strany rovnice dané

_at+by
T 14y’

dostaneme rovnici
A+9r 7 (FHE) =B+ Byt A B0,

jejimz kofendm kladnym odpovidaji kofeny rovmce (1) polozené
mezi @ & b a naopak

Uzijeme-li tudiz véty Descartesovy na rovnici (2), mdme
ihned tento ddsledek-pro rovnici (1): Rovnice (1) md nejvyse
tolik kotfeni mezi a & b, kolik jest v fadé tisel B, B, ... B,
zmén znaménkovych,
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Mluvé o tomto disledku pravi F. Klein*): ,Das ist so
einfach, dass es Wunder nehmen miisste, wenn dieser Ansatz
nicht schon in friiherer Zeit bemerkt sein solite. Und in der
That findet sich derselbe beispielsweise bei Jacobi in Crelle’s
Journal Bd. 13. 1835 (Observatiunculae ad theoriam aequationum
pertinentes) Nur fiigt Jacobi merkwiirdigerweise hinzu: regula
a clarissimo Fourier proposita multis nominibus praestat.“

Tato zcela stfizlivd pozndmka Kleinova zavdala patrné
podnét k tomu, Ze se pro disledek svrchu uvedeny Descartesovy
véty ujalo jméno ,Jacobiovo kriterium“ **). Toto pojmenovéni
jest vSak zcela neoprdvnéné. Nebof jiz pied Jacobim bylo vy-
licené uzitf Descartesova theoremu znidmo, ba dokonce i prak-
ticky pro separaci kofend uZivdno. Byl to F. D. Budan, ktery
tuto methodu pouZil v pojedndni uvefejnéném v roce 1807 ***),
Budu tudiz v ndsledujicim misto pojmenovdni ,Jacobiovo kri-
terium“ uzivati prosté  roziffend véta Descartesova“.

K témuz tcelu jako roziifend véta Descartesova slouzi
t. zv. véta Budan-Fourierova, kterd pravi, Ze mezi a a b (a <<b)
jest nejvySe tolik kofend kladnych, rovnice (1), o kolik jest

v fadé &isel
F(®), £ @), ... ()
zmén znaménkovych méné nez v Fadé

S(@), f (@) ... f®(a).

*) F. Klein, Geometrisches uber Wurzelrealitit (Katalog mathem.
und math.-physik. Modelle, Apparate und Instrumente, Munchen, 1892,
str. 3 a nésl.).

*¥) Viz ku pf. »Weber, Lehrbuch ‘der Algebra,< 1. vyd., str. 311,

**#) F. D. Budan, Nouvelle méthode pour la résolution des équations
numériques d’un degré quelconque; d'apres laquelle tout le calcul exigé
pour cette résolution se réduit & I'emploi des deux premiéres régles de
I'Arithmétique. Paris, 1807. V kapitole prvni jest poddn historicky pfehled
method pro separaci kofend rovnic algebraickych. Zajimavo jest tam misto-
vztahujici se ku svrchu zminénému disledku véty Descartesovy: »Si dans
cette esquisse des travaux de deux siécles concernant la résolution des
équations numériques, l'immortel Descartes semble avoir été oublié, c’est
que nous nous sommes réservé d'en parler ailleurs. Comment aurions-nous
pu oublier sa fameuse régle des variations et des permanences de signes,
publiée pour la premiére fois en 1637, et qui, longtemps négligée, regoit
dans notre méthode une application nouvelle, et, en quelque sorte, une
nouvelle existence.<
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Uddvaji tudiz i roz&ifend véta Descartesova i véta Budan-
Fourierova horni hranici pro polet kofenii dané rovnice mezi
{isly a a b. Tato hornf hranice shoduje se v obou vétdch piesné
s pottem kofend mezi a a b, kdyZ jsou vSecky kofeny dané
rovnice redlné; tu ddvaji roziffend véta Descartesova a véta
Budan-Fourierova totéZ tislo. V tom pfipad® vsak, mé-li dand
rovnice téZ komplexni kofeny, mohou uddvati ob& véty riaznd
¢isla pro horni hranice; cenn&jsi vysledky poskytuje oviem ta
véta, kterd pro hornf hranici uddvd ¢islo men§i. Pomér obou
method — av8ak toliko pro stupeii 2 a 3 rovnice alg. — ob-
jasnil geometricky Klein 1. ¢. a ukdzal, Ze od pravidla Des-
cartesova lze s velikou pravd&podobnosti ofekdvati vysledky
(pro hranici poétu kofent poloZenych mezi @ a b) blizsf sku-
tetnému pottu kofend mezi a a b.

Obecné vyplyvd toto tvrzeni z vé&ty, kterou C. Stéphanos
bez dikazu uvefejnil *). Dikaz této véty uverejnil A. Zoukis™**).
V ndsledujicim poddvdm rovnéZz dikaz véty Stephanosovy a uka-
zuji, Ze uzitim zndmych vztahG pro poldry bindrnich forem
Ize dospéti k dikazu neobytejné jednoduchému ***),

L.
K dikazu véty Stephanosovy pouziji této pomocné vétyt):
Utvorime-li z Fady n + 1 Cisel redlngjch

Ggy @1y Qgy .« . Any . (e

Fadu n -+ 2 é&isel

Mooy M@+ ooy May + ay; oo e = pna18ny pnln, (B

kde gy Myoeo hny o ... pa jsou &isla redlnd Kladnd, jest
v Fadé (B) bud tyZ polet zmén gnaménkovych jako v Fadé (a),

*) Intermédiaire des Mathématiciens, t. VIIL. (1900), str. 117.

**) Bulletin de la société mathématique de France, t. XXX,, str.
181" v pojedndni >Sur quelques formules des fonctions homogénes et sur
la démonstration d’un théoréme qui s’y rattaches.

*+¥) Tyto historické pozndmky, jakoZz i dole provedeny dikaz véty
C. ‘Stephanosa naznatil jsem v jedné prednisce na stfedodkolskych kursech
velikonoénich; konanych o velikonocich r. 1909.

1) Podobné véty pomocné pouZivd i Zoukis, 1. c.
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anebo jest podet zmén zmaménkovijch v Fadé (B) o sudy pocet
mendi nesli podet zmén znaménkovijch v Fadé (e).

Diikaz pomocné véty vyplyvd snadno obecnou indukef.
Ze véta jest platna, kdyz » = 1, jest témé&F bezprosttednd jasno.
Predpoklddejme, Ze jest platna pro fady o poitu ¢lend menifm
nezli » -+ 1 (resp. » -+ 2) a dokazme, Ze pak plati pro fady
(a) (resp. (B)). Soutasné miZeme pfedpoklidati, Ze Zddny ¢&len
fady («) neni rovny nulle. Nebof kdyby ku pf. bylo a: =0,
rozpadla by se Fada (@) na dvé

@y Byy o oo Qo1 & Qppry Bida o o o Any
a rovnéz fada (8) na dve
Ty M@y Mol o v o ph Brmt & Mef1 @ity o o o fnlng
a ponévadz pro jednotlivé fady rozpadnutim vzniklé véta nase
dle supposice plati, plati i v tomto pfipads (ar = 0) i pro fadu
() (resp. (B)), jak snadno patrno.
Budiz tedy zejména a,_;, a a, od nully rdzno. Dle pfed-

pokladu (Ze véta pomocné plati pro Ffady o meniim pottu tleni
nezli jsou (&), (B)) jest v fads

Goy Gy« + - Any ()

budto tyz pofet zmén znaménkovych anebo o sudy polet vetsi
jako v fadé '

Aoy 2@y + @y, . . o dum1 @noy F pn—a @y pno18na. (6)
M4-li v8ak a,_, a a. stejné znaménko jest v fads (a)
a (e’) tyz potet zmén znaménkovych a rovnéz tak v fadé (8)
a (8'). Maji-li a,_; a a, riznd znaménka, jest v fadé («) o jednu
zménu znaménkovou vice nezli v («’); v Fadé (B‘) jest polet
zmén znaménkovych o lichy polet rizny od poltu v fadé (B)
a mize tento rozdil obndSeti toliko &+ .1; nebot fadu (8) do-
stdvdme z (8°) pfidénim jednoho &lenu a pozméndnim posledniho
tlenu v (8), nemize tudiZ rozdil zminény dosahovati ku p¥f. 4 3.
Jest tedy v fadé (8) potet zmén znaménkovych budto
o sudy polet mendf nebo rovny poltu zmén znaménkovych
v fadé («).. o
Zcela stejné bychom dokdzali vétu ndsledujicf:
Utvorime-li # ¥ady n + 1 éisel redlnych
Qgy Gyy o o Ony
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Fadu n + 2 &isel

— M@y, — ha, 4 pay, — La, +pma, ...
— Ay + Un-10n—1y PnQn,y

2]

kde 2 ... dny poy ... pn jsou Cisla redlnd kladnd, jest podet
zmén znaménkovijch v Fadé (y) vétsi o lichy podet nef podet
zmén gnaménkovych v Fadé (a).

Tuto druhou vétu sice v ndsledujicim nepotfebujeme; Zze
ji zde uvddim, md p¥itinu v tom, Ze z ni bezprosttedné vyplyvd
znimym zplsobem véta Descartesova.

11

Utelno jest ddle pro ndsledujici zavésti oznateni homogenni.
Budeme tudiZz levou stranu rovnice (1) psdti ve tvaru

v f (@, ) = dgz" + A,z 'z, + A2 ...+ Aax};
jest tedy

F@ =1 D5 f, ) =af(3);
mizeme pak (2) psdti ve tvaru \

. fla—+ by, 14 y),

anebo 'kdyé i vzhledem ku y, a, b zavedeme oznateni homogennf

f@yy + biys, ayy + bey,).

Koefﬁclenty této formy u y*y2—* jsou t. zv. poldry formy
f(z,, z,); 1 budeme pii oznalovdni ]1ch v z4sadé dbéti obvyklych
tu zplisobt, kladouce

F(ayy + by ayy + byn) = far . ¥t Sy 'y,
+ Sy 2y + L fonh (3)
Pti tom jest patrné
: S =f(ay, ag), for =f(by, by);
ostatni pak koefficienty vytvoi'ime Z for pomoci opétovného po-
‘ uthi operace (poldrnf) :

2
Doy = ﬁ'b'+b—a,’b“
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Provedeme-li totiZz na (3) tuto operaci, znatice pro krdtkost

of (#y, Of (%4, 2y '
Yt = f, e, LEAL =1, ),

obdrzime po krdceni &initelem y,

bf1 (@ Yy 4 8195, Gy + 83Ys) - by fa (4 yy + b1Y0 ary, + bay,)

= Dafor . 477" 4 Dasfar=15 . Y772 4. . . 4)

Derivujeme-li viak rovnici (3) dle y,, dostivime pro levou
stranu rovnice (4) tento vyraz

=Sy + Yt 977 0, ©)

odkud (srovndnim (4) a (5)) ihned vyplyvd
fa”—'b = -Dabfa" ‘fa”—2ba = 2Dgpfan—1, . . . (6)
San—tok ==k Dy fan—k+1 k=1, . . . )

Podobné vztahy bychom mohli psdti vzhledem k operact
Dyay vyplyvd ostatné bezprostfedné (zaménime-li soutasns a,, a,
S b, b, a y, 8y, z rovnice definujici for,m—t, Ze

Sakon—k = fyn—kqk .

1V.

Véta Stephanosova tykd se poétu zmén znaménkovych v fadé

Jany fan=10y fan-22, . . . fin. (8)
Oznadme tento podet Z.,. Pak véta ona zni:
Jestlize
LIRS

a2 by cr.
a f» 2= 0, pak jest platna tato rovnice
, ab+ Zbc+2k— acy (9)
kde celé éislo & = 0.

Dikaz provedeme tplnou indukef, pfedpoklédajice vétu
platnou pro formy stupné (» — 1) v proménnych. Na zdklad®
tohoto pfedpokladu dokdZeme nejprve, Ze véta plati pro formy
stupné n-tého, u nichz

fon0, fau = 0; fo 0, foZt0
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Ponévadz jest véta Stephanosova platna dle supposice pro
kazdou formu stupné (» — 1), jest také platna pro formu

by fr @1y %) + bofy (24, 2y)- (10)
Potty zmén znaménkovych, o nichz véta Stephanosova
mluvi, oznatime pii této formé
.- ,Z‘ab) Z’be, Z’ac;
i jest tudiz ~ :
Zw+ Z'he + 2k = Z'ac; ¥ = 0. (11)
Rada uddvajici poltem zmé&n znaménkovych Z',, redukuje
dle (4) a (B) (numerické kladné koefficienty 2, 3, . . . vynechd-
vime)

fa.”—l by fa""'2b2 y e fbn ; (Zl“b )
podobné k ureni &sla Z‘, mdme Fadu
S, fo—u?, ... ... S (Z%)

a konetné, abychom dostali fadu stanovici Z';;, nahradime &,,
b, v (3) tsly ¢,, ¢, a provedeme na obou strandch operaci D.
Obdrzime ihned (po krdceni y,) vyraz pro formu
b, fy (@Y, + €1Ya, @Yy + €Ys) + bafy (@Y, - ¢,y ay; + Coy)
= Dabfu”-y";—l + D fa”-lc?/?_qu + Dgy fan—22 y’f‘sy: + ...
+ Dg fac"—ly';_l-
I mdme tudiz pro fadu urdujici Z’.:

Dabfa”, Dab an—ley Dab a"—2:2, . . . -Dabfac"—l' (Zlat‘) '
Pro prvni a poslednf &len jest (dle (6) anebo téZz p¥fmo)
Dabfa" =fa”—'b; ‘Dabfac"_1 =fbc”“- (12)

Pridejme ku fads Z';, na prvé misto f.n; tim se tato
fada zméni v. (8), fadu to urlujici Z,; podobn& p¥iddnim fo
na prvé misto dostdvime ze (Z%.) fadu pro Z.. V fads (Za)
kone¢né piidejme na prvé misto fon, na posledni fe, tim ob-
drzfme fadu (o n - 2 ¢lenech) majici polet zmén znaménkovych
Z" 4. Témito piidavky zvétsil se poet zmén znaménkovych
v faddch (Z') 8 (Z‘) dohromady o tolik,. o kolik v fadé
(Z's), jak vyplyvd z (12) a z té okoluosti dosud pfedpokld-
dané, Ze fan—15 2= 0, fr—15 2|~ 0. I mdme tudiz z (11)

o et ZetW =20 . (13)
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Abychom z této rovnice dospéli ku vztahu (9), postati za-
byvati se fadou urfujicf Z“. (0 n -4 2 tlenech), t. j. fadou
fa”‘, Dabfa”, Dabfa”_’c; SRS -Dabfac”—l, fcn; (Z“cw)
a jejim vztahem ku fadé stanovici Z,. (0 » - 1) €lenech

Jany far—te, fan=2e2y . o . fens (Zac)
a k tomu ndm bude uzitetna privé véta pomocné. dokdzand,
v odst. IIL.
Vezméme v uvahu ku pf. (¥ 4 1)-vy ¢€len fady (Z“.),
t. j. viraz Dafo—k+14—1; oznalime-li k-ty ¢len fady (Z,.) pro
kritkost ¢ (kladouce gr = fan—t+14—1), mdme ihned dle definice
operace Dg

Dapfon—k+1k— == = a‘p" b + a(plc b
déle dle véty Eulerovy pro formy stupné (n —k41)

0
=k Dp=3"a 5%
a konetné dle (7)
0 0
‘Pk+1—k( P ¢ +5- ‘pk )

Eliminujeme-li z téchto ti vztahd g—:", g‘;”‘, obdrzime 1i-
1 2
nedrnf relaci mezi (£ 1)-vym ¢lenem fady (Z%.) a (k- 1) vjvm

a k-tym Ctlenem fady (Z..) ve tvaru

. bicg — byey
Dapfan—rtrg—1—= (n — k 4 1) 22— Pa——y
4L by —ab

k ac, — ayc

Koefficienty v$ak, kterymi na pravé strand jsou nésobeny
Pr, Prt1, jsou vzdy kladnd &fsla (nehled® ku pifpadu oviem, Zze
k=mn 4 1); i moZno tu pouZiti pomoené véty svrchu doka-
zané, kterdZ davéd

2o 4+ 28" = Zoe; k" = 0. (14)
Z (13) a (14) méme viak bezprostiedns '
Zay + Zne + 2= Zp; k>0, ©(9)

36
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Tento vztah dokdzdn oviem za jistych omezeni, jichZ viak
snadno se zbaviti Nejprve ukéZeme to o predpokladu, %e
Jan—1y 1 f—1, — prvnd to Elenové fad (Z'w), (Z%.) — jsou rizny
od nully. Budtez za tim tgelem

BP, 8D; k=12 ...9 ,
viecky hodnoty, které za b,, b, do fad (Z), (Z’.) dosazeny
byvSe ¢ini néktery ¢len téchto fad rovnym nulle. Nechf tyto
dvojice tisel jsou spofdddny dle velikosti pifsluiného poméru,
t. j. nechf jest
kB
g_(}) S F=1L2.. 01,
a necht jest dvojice (B, BP) obsaZena v intervallu (a) ... (c),
pod ¢mZ vyrozumivim platnost nerovnin
Y B 4
a, \ﬂ(’”< ¢
Nenf-li £(8{°, B{) == g rovno nulle a rovnéz tak fu»
i f, pak miZeme téZ psati

Zog® + Zgo. + 2 = Zaey k20, (15)

i kdyZz bud fun—15®, anebo fn—15" anebo oboji far—15®, fer—15®
jsou rovna nulle.

Nebot je-li (b, b,) dvojice libovolnd jenom obsaZend
jednak v intervallu (a) ... (¢), jednak v intervallu (8®)...
(B*+), pak platf o nf (9). Rady viak urtujici Zegm, Zgw. lisi
se jenom potud od fad pro Zu., Z,, mdme-li na mysli toliko
znaménka jednotlivich &lend, Ze nékteif Clenové fad prvych
jsou rovny nulle, a jsou tudiZ &fsla Z.gm), Zgo. vidy Eisla bud
rovnd, bud menif nezli jsou &sla Zu,, Zs a to mendf o sudf
pocet, jelikoz to jsou vidy ¢lenové vnitini v piisluinych faddch,
jez dle ptedpokladii utinénych mohou byti rovny nulle. Nésle-
duje tudiz z (9) i (15), kde %, = %. .

Jedté snadnéji lze odstraniti dalsf omezeni p¥ dikazu
predpoklddané, e f(a,, a,) = fuor & fm od nully jsou rizna.
Jestlize ku pt. f,» = 0, tu pfidénim tohoto &isla ku (Z'«) resp-
ku (Z'a) se v pottu zmén znaménkovych téchto fad pranic



563

nezméni i kdyz fen—1, =0% a tudiz i v tomto pifpads
vztah Stephanosiv jest platny, je-li platny pro formy stupns
(n — 1)-vého. Stejné jest tomu, kdyZ fi» — O anebo kdyZz i
Jan 1 fen jsou soutasng rovna nulle.

Véta svrchu vyslovend jest tudiZz u forem n-tého stupné
pro kazdy pifpad dokdzdna, platna-li jest pro formy, jichZ stupeit
jest n — 1. PonévadZ viak jest platna pro formy stupné prvého,
jak bezprostiedné vyplyvd, jest obecné platna.

V.

Vétu odstavce piedchazejictho lze snadno roziftiti i pro
ten piipad, Ze f(b,, b)) = fir = 0.

Budiz tedy (by, b)) snullovym bodem® formy f(z,, z,) a
to Fddu p-tého. Pak miZeme psdti vztah

Zas + Zoo + % + 4 = Zao (16)

ke k=0 a hie <t <0
ag by Co

*) Jestlize fin — O, L. J. jestlie f(a,, a,) =0, nemide f,n—1, stiti
se nullou v intervallu (a) ... (c), neni-li viibec identicky (pro kazdé b,, by)
nullou. Nebof tu jest (a3, @3) nullovy bod formy f(x;, x,) prvniho fidu
a lze ji psiti f(x,, x9) = (@g%;, — ayx,) g (#,, x,), kde g (a,, a,)=|=0.
Pro fan—1; pak jest

Jan—1p = (agbh; — a,b,) g (ay, a,).
Jestlize obecn& (a;, 44) jest nullovy bod w-tého Fadu pro formu
f(xq, xg), t. j. jestlize
F(@1, 23) = (a22y — @, Zg)* g (%4, zo), g (a1, @) =50,
pak jest identicky (pro kazdé (&,, b,))
Jan =0, fanm1y, =0,. .. fa—pt1zu—1—0
a zérovei
San—tgn — (ayby — a,bo)* g(a,y, ag),
Jjak bezprostfedn& z rovnice (3) vyplyva.

Jest tedy prvé z Cisel fon—x, jeZ neni v tomto pripadé identicky

rovno nulle, v intervallu (a) ... (c) stile od nully riizno.

Plati tudiz i v tomto pfipadg, (Ze f,n = 0,) okolnost svrchu pouzitd,
Ze stanou-li se pro nékterou z dvojic (8(k), pR) nachézejici se vintervallu
(@) ...(c) néktefi Clenové Fad (Z,,), (Z;,) nullou, isou to vidy &lenové
vniténi,
36*
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Dikaz v odstavei pfedchézejicim podany plati i v tomto
piipadé; nebof pii tom dikaze supposice utinénd fi»==0 se
nikde neuplatnila, aZ teprve ve tvrzeni, Ze véta dokazovand jest
platna pro formy stupné prvého.

. Tedy i vyrok (16) v tomto odstavcei uéinény bude platny

pro formy =-tého stupné majici v (4,, b,) nullovy bod u-tého
¥ddu (n>p), je-li platny pro formy (n— 1)-tého stupné majici
rovnéz v (b,, by) nullovy bod p-tého fddu (v—1=pu). A tudiz
tvrzeni (16) bude dokdzdno, potvrdime-li je pro formy u-tého
F4du, majici v (b, b,) nullovy bod p-tého Fidu.

Formy v3ak p-tého ¥4du majici v (b, b,) nullovy bod
u-tého fddu lze psiti ve tvarm '

A (byz, — byx,)”

a pro n& platnost tvrzeni bezprosttedné vyplyvd; nebof tu jest
Zay =0, Zoe=0, Zoe = .~

VI

Z véty Stephanosovy rozsfiené pro piipad, Ze fy» =0, lze
snadno odvoditi nejprve vétu Descartesovu. BudteZ nullové body
formy f(x,, x,) obsazené v intervallu (@)...(d), (e?, «f),
1=1, 2,...90; kazdf bod fddu p;. Pak opétovnym uzitim
rovnice (16)*) vyplyvd
Loy =Zaa® + Zemo® + «.. + Zy@s+ p, +p, + ... +"e ~+ 2k,

k= 0;
t. j. pofet zmén znaménkovych v fadé (Z.) jest rovny anebo

jest vé&tdi nezli jest potet nullovych bodit v intervallu (a)...(d);
tato véta jest roziffend véta Descartesova.

Vétu Descartesovu v pivodnim znéni bychom dostali, kdy-
bychom tu polozili @, =0, @, =1, b, =1, b, = 0.

*) Stadi k tomu cili séitati rovnice:
Zaa® + ZoW)g@) + 2ky + 11 = Z, ),
Z,0@ + Zy@y® + 2ky + 1y = Zaa(s),

...................

Zoa@ + Zo@)  + 2kg + 1o = Z,
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Klademe-li ¢, =1, ¢, =0 8 a, —=a, ¢, = 1; b, =13,
b, = 1 a nahradime-li v tomto piipadé znatku c symbolem ®,
mime z véty Stephanosovy (odst. IV.)

Zar + Zyo + 2k = Z

Zab — T —Zb,, — 2k. (17)

Aviak dle definice Ctisla Z.., jest toto rovno poftu zmén zna-
ménkovych v koefficientech formy

f(ay, + v 1),
t. j. rovnd se pottu zmén znaménkovych v fadé
f(a), f(a), . . . f*(a)

amdme tudiz dle predchdzejiciho a z rovnice (17) ihned dikaz
véty Budanovy.

AvSak rovnice (17) nad to pravi, Ze, davaﬂ-h rozifend
véta Descartesova a véta Budanova pro horni hranici kofeni
rovnice dané v daném intervallu rizné vysledky, ddvd véta

Descartesova vysledky mensi, t. . vysledky prakticky uZitet-
néjsi *).

anebo

VII

Znatnou ddlezitost md otdizka o praktickém provddéni
separace kofeni pomoci roziirené véty Descartesovy. Atkoliv
odpovéd zcela na snadé leZi, jest piece zpisob, jak by tlelnd
bylo zafiditi potiténi tisel fon, fan—1s, fan—22, ... mdlo zndm.
Vylozim jej v n4sledujicim a provedun, abych vyklady pfedchd-
zejici a jich uzitek pro separaci objasnil, separaci kofentd dvou
algebraickych rovnic.

K potitini tisel fan, fan—t15. . . . lze uZiti t. zv. Hornerova
schematu. Pomoci Hornerova schematu se potitaji koefficienty
polynomu v y

f(a + y) e A’n + A’n—ly + A'n_gy‘z+ .
kterézto koefficienty jsou 7(a), ﬁ f (a), §1-!—f” (@), ... Schema
*) Tento disledek jakoZ i moZnost dikazu véty Budanovy z vety

Stephanosovy vytkl jiz Stephanos sdm. Viz Zoukis L. c., kde se nachézi
dikaz pfisludnyg.
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- to jest pro polynom
. f(x) = onn + Alx"—l + “ .. + An

‘nésledujictho tvaru

A, A, A, 4, . ...... Ans, Anyy, Aa
0 aB,, aB, aB,.......aB.s, aB._y aB,
BO) Bl) Bz, .B3 ....... .Bu—‘); -Bn—l, L-}i?‘l
0 aC, aC, aCy....... aCu—s, aCuy
C, C, Gy Coou.u... Co-zy, Coa (@)
"
0 aDy, aD,, aD, ....... aD,_;
D, D,, Dy D;::ii.... Dn_s
; —

V tomto schematu jest kazdé ¢fslo pod horizontdlni Earou
rovno souétu dvou nad nim nad tarou se nachizejicich (isel,
ku pt. C, = B, -+ aC,. Cisla B,, Co_y, Du—g, En—s, ... ném
d4vaji hledand ¢fsla; jest ~

B, =f(a) == A’m Cim = —il—!f’ (a) = A’"—‘l;

D,y = J—f“ @ =A%>s...

Schematu (a) fikejme schema’ Hornerovo pro a a pro Yadu
Agy Ayy .. . Ao
 Cisla fun, far—s, . . . jsou koefficienty v‘ polynomu
ay + b h
1 »
a+or(TEr)

(vracime se opdt k oznaleni nehomogennimu). Aviak

L fa b b—a\ -~
() =+ 571)
a tak vidiine, %e k vypottu éisél-f,;'i‘ ﬂn——lb, ees postaéi pro-
vésti tyto.tii vikony po so0bd: :
1. Sestaviti Hornerovo schema proa a pro fadu Ao, : S I

:2.-Z fady, ‘kterou tak dostévaime, A, A, . 4 odvo-
dltl fadu - :

A=A, A = (b — a) Ay, A= (b — )% A, .
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3 Sestaviti Hornerovo schema pro 1 a pro fadu A4,
A“, ... A" Talo tfeti operace ndm jako vysledek poskytne
far = A"y, far—tp = A"}, ... %)
1. pFiklad. Provésti jest separaci redlnych ko¥enii rovnice
326 — 2525 - 34z* —- 3123 + 88x% — 215z + 331 = 0.

Dle Descarteéovy véty vSechny redlné koteny této rovnice
jsou kladné, jako hornf mez kofeni miZeme poklddati ¢islo 9
(nebof pro &fsla = 9 jsou vyrazy 3z® — 25z° 34x* — 3123
. 88x% — 21bz, 331 stdle kladny) Stati tedy vySetfovati intervally
0 ..1,1...2 ....... ,8 ..9; vySettovdni budeme pro-
védéti dle véty Budanovy a teprve tam, kde Budanova véta
ddvd vysledky mdlo urcité, pouZijeme roziiiené véty Descarte-
sovy. PH vySetrovdni intervalli vyznatenych vystatime se sti-
tdnfm; (nebof veSkerd ndsobeni potfebnd jsou ndsobenf jednotkou).
Hornerovo schema pro 1 a pro 3, — 25, .. . jest

3 —95 34 —31 88 — 215 331

3 —22 12 —19 69 — 146 185
3 —19 —17 —2 43 -- 103

3 —16 —23 —49 —¢6

3 —13 —36 — 85

3 —10 — 46

3 —7

Dospéli jsme tak k fadé tisel poskytujici dvé zmény zna-
ménkové, jsou tedy nejvySe toliko dva kofeny redlné vétsi nez
1 (dle véty Descartesovy) a ponévadz pivodni Fada koefficientd
poskytuje 6 zmén, jsou dle véty Budanovy mezi O a 1 nejvySe
4 kofeny dané rovnice. PonévadZ tento vysledek jest neurtity,
zkusime rozsifenou vétu Descartesovu pro a =0, b = 1. Vy-
potty piisluiné redukuji se -tu na sestrojeni schematu Hornerova

*) Tato tprava vypottu &isel f,», f,»—1;, ... neni jedind: Casto lze
dociliti jests jednodussim zpisobem vyslednich koefficientd. I tu se uplatiiuje
uzitek oznadeni homogenniho. Tak ku pi. kdyz b —a + i, uzijeme tohoto

k
vztahu +ak+1)
) = sl
y+k rtk
i vidime, Ze se tu redukuje podet na sestaveni dvou Hornerovych schematd,
prvni pro &islo a, druhy pro ¢&islo k.
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pro 1 a pro ¥adu 331, — 215, 88, ... Toto schema jest

331 —2156 88 —31 34 —25 3
331 116 204 173 207 182 185

Statilo pocitati toliko jeden Fddek schematu, abychom se-
znali, Ze koefficienty hledané jsou vesmés kladné a Ze tudiz
dle rozs&ifené véty Descartesovy neni redlného kofene mezi O
a 1. Jsou tedy jisté aspoii 4 kofeny dané rovnice komplexni
a nejvyse dva redlné.

Abychom vy3etfili intervall (1, 2), sestrojime Hornerovo
schema pro 1 a pro fadu 3, — 7, — 46, . . .; dostaneme -

3 —7T —46 —8b —6 —103 18b
3 —4 —bB0 — 130 — 141 —244 — 59

Rovnéz statilo potitati toliko jedinou ¥4dku, abychom seznali,
e mezi 1 a 2 jest jeden a toliko jeden kofen redlny: druhy
pak musf byti mezi 2 a 9. Tim jsme zjistili, kolik dand rovnice
md kotend redlnych, jakoZ i nafli intervally, ve kterych se na-
chdzeji, a separace kofeni jest tudiZ provedena.

2. p¥iklad. Provésti jest separaci redlnych kofent u rovnice

16z2* — 3223 + 4232 — 408z + 102 = 0.
Budanovo schema pro 1 a pro fadu koefficientd této rovnice jest
16 — 32 423 — 408 102

.16 —16 407 —1 101
16 0 391 390
16 16 407
16 32,
Dle vysledku docileného jsou vZecky kofeny redlné dané
rovnice obsaZeny v intervallu O ... 1. Abychom si zajistili

urlitéjdi vysledek, uzijeme roziifeného kriteria Descartesova
pro intervall 0. .. 1. K tomu ucelu stal{ sestaviti toto Horne-
rovo schema :
' 102 — 408 423 — 32 16

102 —-—306 117 85 101

102 —204 —87 -2

102 —102 — 189

102 0
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I jest tedy potet kofend redlnych v intervallu O0...1
nejvyse rovny 2; aspoit dva kofeny dané rovnice jsou komplexnf.
Abychom si zjednali vysledky jesté uréitéjsi, uzijeme Descartesovy

. 1, 1
véty na intervally (O cegj 8 (? N 1).

Pro prvni intervall jest poéitati Hornerovo schema pro 1

a pro fadu

102, —408.2 493. L _ 39 21 1

5 ) S 16. 16
Odstranfme-li zlomky a provedeme p¥isluiny potet, mdme

408 — 916 423 — 16 4
408 — 408 15 1 3
408 0 15 14

.............

odkudz vyplyvd, Ze v intervallu (O . —;——) ﬁeni redlnych

kofentt. Pro intervall (—;— ces 1) pouZijeme k vypottu p¥isluiné

Descartesovy Fady koefficientd svrchu vypottenych (16, 32,407,...)
a sestrojime Hornerovo schema pro 1 a pro fadu

1 1 1 1
101, - 390 . T, 407 . "a:‘, - 32 . —g-, 16 . ‘1—6’

i dostdivame odstranivie zlomky

404, — 780, 407, — 16, 4
404, — 376, 31, + 15, 19
404, 28, 59, -+ 74

z tehoZ opét jest patrno ihned, Ze ani v.intervallu (% cet 1)

rovnice dand nemd redlnych kofeni. Nemd tudi* rovnice dand
vibec redlnych kofent.
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