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Příspěvek k plochám pseudosférickým. 
Napsal Fr. Velísek v Praze. 

(Dokončení.) 

Zajímavo jest, zda možno obdržeti mezi systémy substi­
tučních koefficientťr takové, že hořejší substituce odpovídá jen 
pošinutí plochy v samu sebe. Zůstává totiž totální křivost pro 
nové souřadnice invariantní. Vyjádříme-li rovnost úhlů co, o^ 
a koefficientů při u} ttX} resp. v, vt v lineárních elementech, 
obdržíme relace: 

ili2 = ač — /3y, QHI + 1CQVI = ch -f- cx, QUJC + Qvi cxh -j- c, 

z čehož plyne 
Qui z== Ctf QVi "=. C. 

-Musí tedy koefficienty ,a} /3, y, d. vyhovovati rovnicím ply­
noucím z (12), (13), (14) 

a« + /9a _ 2a/J* = y * - + * a — 2ydh = ad — (ty = M* 
ac1+pC = c1M} c3 + c,y = cM}

 ( } 

při 
ad - (ty 4= 0. 

Rozeznávejme 2 případy 

I) M* = +(ad —/Jy). ' 

Z posledních 2 rovnic (16) plyne jako podmínka společ­
ného řešení 

M[2M ~ a — d] = 0. 
tedy 

..-. a + d M——-•— 2 " 
Máme tudíž 

upraveno 
( a — ÓV)2 " = ; — 4/3/. 

Pomocí poslední rovnice a posledních 2 systému (16) ob­
držíme řešení při M 4= O jen jediné 

d = a, 8 = y = 0, M=a, 
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což odpovídá substituci vyhovující podmínkám samozřejmě 

ut = au, vx = av. 
Pro 
H) M* = pr — ad. 

Poslední 2 rovnice (16) dávají opět při M + 0 

$ = — a, 

první dvě rovnice (16) pak 

(P + y)(p-y) = Zak(p + y). (16') 
Pro 

0 + 7 = 0 
obdržíme z rovnic těch 

/3 = ak, y = — až, 

a tedy z posledních 2 rovnic (16) relaci mezi geodetickými kři­
vostmi c, cx 

ck + c1 (1 — kx) = 0. 

Odpovídá tedy substituce: 

«/, = a (M + &v). tfj = — a (ku + v) 
za podmínky 

ck + c, (1 — i j = O 

pošinutí plochy v samu sebe. Obdrží se tedy lineární element 
pro křivočaré souřadnice «., v. z onoho v souřadnicích u, v 

ds* = -r--— — % — — — — (du* + 2k du dv + dv*) 
[(ck + Cl)u + (cxk + c) vY 

záměnou u, v, resp. v uiy i\. Poloměr plochy Ji dán jest pak 
výrazem 

j ; _ i 
Vca + c\' 

nezávisí tedy na úhlu ca, což jest možno jen 'pro 

lc{c*k + kc\ + 2cc,) = 0, 

neb vzhledem k daným podmínkám 

ck + c . (1 - *.) = 0, 

což jest relace dříve již nabytá. 
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Eovnice (16') splněna jest též pro 
/3 — y — 2aJc} 

z rovnic pak pro geodetické křivosti (16), které se obě redu­
kují na 

c*fi — c\y + 2acc, = O, 
obdržíme 

a « c + ci& o ci + c * 
P = 2a*i vrzrb' V = 2«c -J-ZT7-- Pro c* 

c2 + cj + 2cc,7<; 

c\ — ť' ' c* - c 
Poněvadž pak 

M= cc 

verifikujeme snadno, že relace (16) jsou substitucí hořejší spl­
něny identicky; nejsou tudíž geodetické křivosti c1} c vázány 
žádnou relací. 

Vyjádření pravoúhlých souřadnic plochy skýtá tytéž obtíže 
jako týž problém pro pseudosférické plochy o lineárním elementu 
ve tvaru parabolickém. Abychom aspoň v nejjednodušších pří­
padech úlohu řešili, použijeme rotací a translací triedru sta­
noveného tečnami a normálou plochy v orientaci Darbouxově. 
(Darboux: Théorie des surfaces, sv. I.) 

Poněvadž pak možno vždy lineární substitucí přejíti k čarám 
souřadným konstantní geodetické křivosti orthogonálním, tedy 
pro něž w1 = sr/2? nabude lineární element tvaru 

ds* = e*(du* + dv*) pro e = \—, 
K • ' r cxu -f- cv 

zachováme-li původní označení. 

Rotace triedru dány jsou pak výrazy (Darboux, sv. II., 
str. 385) 

. - 1 de 1 de qx + p = O, r = — = ce, rx = — -r— = — cxe 7 e dv ' J e du 1 

dp dpx dv~du - - ' M + %^ 

af- - gj = £(cp* + ciP), m — .Pii = *2(c2 + ci2)-

(17) 
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Translace f, £,, t\, %l jsou definovány rovnicemi 

| = *, f t = 0 , y = 0, Vl=e. (18) 

I když uložíme ještě podmínku c = c17 nelze systém (17) 
řešiti obecně; a proto nutno se omeziti jen na specielní případy. 

Nechť rotace jsou jen funkce *?, t. j . funkce jedna druhé. 
Ze systému (17) plyne pak pro obecnější tvar €, že musí býti 
toto jen funkcí c}u -f- cv, což v našem případě samo sebou 
splněno. Substitucí 

v1 = cxu + cv, ux = cxv — cu 

přejde lineární element ve 

neb při použití 
1 

R = 
Ve2 + c. 

0 2 (du* + cfo2), 

ponecháváme-li původní označení proměnných, kde -5- jest geo­
detickou křivostí orthogonálních trajektorií čar geodetických 
uzzzlconst. Systém rovnic (17) nabývá tvaru 

ь+p = Q> r = ---. ri=° 

_ . _ _ ? ! đq_—P± a ю — a t ) -
dv - v ' dv — v ' - l P qP,~ 

1 
= — «* 

posledních 3 rovnic plyne 

dp , dq 1 A 

(17') 

integrací 

p* + 32 _j_ _ _ fconst. — m\ 
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Řešením systému (17') plyne snadno při integrační stálé l 

&= Iv, q = \Jm*-lW-jš, 

Pl=(±r-l*v*y.\lm*-lV-± i t = - l v : 

Pro kosiny úhlů hran triedru s osami v prostoru pevnými 
(Darboux, sv. 1. str, 47, 48) 

dcc _ dfl dy D 

- = ^ - 7 2 , - = yp-ar, - = aq-(ip, 
Da „ 3 / ? dy a

 (" ' 
— = p r i - y q t , — = y P l - a r i , - = aqi-§Pl. 

Dosadíme-li za rotace známé hodnoty, obdržíme s ohledem 
na relaci 

a<* + /32 _|_ y 2 _ i 
partikulární řešení předešlého systému nezávislé na ^l 

\jm*—ÍV--V _lv_ _ \m—lv---— _ 

tudíž dle známé zásady pro vyvození nových řešení ze systému 
(18) jediné. 

Užijeme-li tohoto řešení pro třetí skupinu úhlů (Darboux, 
sv. I. str. 5), které svírá osa z pevného systému s hranami 
triedru, obdržíme pro jich kosiny a", V, c" relace pomocí úhlů 
Eulerových 0, o;, ty ; 

\ / w - « Í V — Í - , 
• n • lv • n V v 

— s^n 0 siM op = — , — s^n 0 cos op = , 
^ m7 m 7 

cos 0 = . 
mv . r . •. 

Z rovnic těchto plyne, že 0 a o; závisí jen na v. 
TA relací pro rotace plyne pro úhel \p 

svn 0 — = p sin o; + q cos qp, 

s.n 0 -=— = p, sera qp 4" 2i c a 5 °Pr 



170 

z čehož, násobíme li rovnice sin 6 a dosadíme příslušné hodnoty 

____ _ _ dyj___ mlv*{m2v2 — 2) dV 
du ~ ' 3t> — ( m V — 1) \/m V2 — ř2t>4 — 1 ~ *> * 

Integrací obdržíme 
^ = F — mi/, 

kde 
v2 (m2v2 — 2) dv 

v=ml r—*i 
J (m*v*—: 

(m*v* — 1) \Jm2v2 — l2v* — 1 

Vyloučíme-li specielní případ l = 0, jest V vždy integrálem 
m* elliptickým pro reelní plochy; zároveň musí býti - j - :> l2. 

Položme 
m V — l = o_, 

kde OJ jest positivní, poněvadž mv > 1, tím 

V ~ 2m 
co 

Položme 

1_ Г (_ — 1) (w + 1) „OJ 

V(«.+1) ^ _—(в, + i)«j 

_ o_ — (OJ + l ) 2 = — (o — OJJ (OJ — OJ2), 

kde OJ,, OJ2 značí kořeny hořejší kvadratické rovnice, které jsou 
positivně reelní. Pohybuje se tedy w v mezích 

» - > ( » > co2, 

dle toho, zda 
ю, > oэ2. 

Béřeme vztah hořejší. 
Zavedeme novou proměnnou g tak, aby hodnotám pro 

co . . . — 1 , G J 2 , O J I ; oo 

odpovídaly hodnoty pro 
1 

0 .-••*>, O, 1, --r, 

" - i - i'? • p ř l ^ -r+^-< L 
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Z toho 
, 7 2 l + ra2 OJ2 — 1 + 2fc8g 

<fa=*'(i-ifc-gV ^ w - 1 = — i - ^ ' 
_1_ 1 — J_+__L 

a tudíž F 

___ 1 + BJ, r Qc*Q + ra, + *»P - 1) <*> =f— 
°1 (^V 

2m Vl + »! J (OJ, + * *Q) (1 — *2?) \JQ (1 — e) (1 — * V) 
1 1 _ 

— ! + ^2 r 1 — k*Q <»2+*2(> , 
_ 2m V l + " « í ^ V? (1 — P) (1 - *"P) ^ 

Q probíhá intervall mezí 0 . . . 1. Můžeme tedy klásti 

Q = sin2 cp. 

Výraz pro V nabude pak tvaru 

v _ 1 + <pa r <fy 
"amV-T+í^ (l-* 2 sm 2 (r) | 

1 + roQ /" dqp •f; 2m a)2 Vl + «i (1 + n sin2 <p) Vl — * 2 sin2 qp 
kde 

— *1 
n — <v 

Tím redukovány integrály ve výrazu pro V na tvar nor­
mální. Pro redukci na transcendenty Jacobiho klademe za posi­
tivní hodnotu n 

n = — k2 sin2 id = 7Í2 tg2 am (d, Tct)9 

kde kx značí komplementární modul ke k, dále 

t = / . — — , tedy op = amt. 
J
0 Vl ~ k* sin2 q>' J v 

f á » 9 ř <ft = .."(O. 
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Pomocí předchozích vztahů obdržíme 

r dg _ _ A» sntcht E(t) 
*I V(l — V1 sin3 <p)3 ~~ *! *»' *í 

r dg 
«I0 (1 + n sin2 <j>) V(l — A2 sin2 qp) 

= ' + O T f ^ i r ^ ' ! Í ' - n ( ' ' a ) ' 
neb při použití o.ro2 = 1. 

f dg, 
J (1 .+ » srn2 <p) Vl — A2 sin'' q> 

w i ( 1 + ^ a ) 
výraz to reální. 

Pomocí známých úhlů Eulerových % 1/!, 0 dány jsou kosiny 
všech 9 úhlů, které tvoří hrany triedru s osami pevnými, a 
označíme-li analogicky s dřívějším kosiny úhlů osy #, resp. y 
s hranami triedru a, i . c, resp. a'? 6', c', dány jsou souřadnice 
x, y, z bodu plochy (Darboux, sv- I , str. 66) 

f- = aí + H %=a'í + l,% £ = «".+.",, 
| . = o | ,+K, ?f. = a'|t + í',„ |?-=a"{, +i",„ 

kde v našem případě 

t R ' t ^ R 

a tedy hořejší systém rovnic přejde ve 

?_!—_-? M. ' ^ ^ 0 u R 
du v ' du v * du v ' 
dx^_bR dy__b_^ 7)z __h"R 
dv v ' dv~~ v ; 3y v 

(19) 
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Nahradíme-li úhly 0, gp; \p výrazy dříve vypočtenými, totiž 

1 \ j í~ cos 0 = — , sin 0 = V 1 -;-„. vm7 v m V 

_ v /m-Ч?« — ř2гr* — 1 . fø2 

008 <jp = ү - ^ , .sгiг q> 

= C05 WW 

sw mu 

\p _-= F — mu, 

obdržíme dle známých rovnic Eulerových 

_ Iv 

V,»V— ř V — 1 / 1 T , 
-f- - ;=__==___. cos (V — mu) 

V m V - 1 _ _ _ _ _ _ 
T to si» F , \JmV — l*v*~^i „ 1 i -v- cos V I 
[ m\JmV~— 1 Vň-""* — l J 

r Iv cos V \lm*v* — i 2 » 4 — 1 . - I 
I — . — — -—• . — sm V], 
[mV»»V - 1 Mm*v* — 1 J 

a podobné výrazy pro b, c, a', b', c'. Označíme-li krátce 

Iv sin V , Vw»e- — I V - - - T _ 
y -»—. , 1 , z. — — . COS r 

1 m\]m*v* -^-"1 \fm*v* - 1 ' 
^ Iv cos V \lmQv2 — l2v* — 1 . „ 
F 2 = — . - — •*— . 8tn F 

m\Jm2v2 - 1 \Jm*v2— 1 
^ \JmW- I V - 1 . T7. Zv2

 T 7 
F 3 = - , sin F — t . r 008 F ; 

mi; \Jm*v* — 1 \/m*v* — 1 
F 4 = 008 F + • s^n Vy 

mv \Jm*v* - 1 V ^ 2 — 1 
obdržíme 

a = F_ 00s WM — F 2 sú* mw, b = F 3 008 mw — F 4 8in m«. 
a ' ----- F 2 008 mu -}- F, 8in mu; 6' = F 4 008 mu -\- F 3 8iw mw, 
„ » _ t o x y i V ^ 2 ^ 2 — * 2 o 4 — 1 

w mv 
Dosadíme-li tyto hodnoty do rovnic (19), hoví tyto pod­

mínkám integrability. Integrací pak, nehledíme-li k additivní 



174 

konstantě plyne 
R 

x — — (V, sin mu + Vq cos mu), mv v l 

7? 
y = — ( F 2 s/w mw — Vx cos mu), (20) 

Obdržíme tedy plochy šroubové o 2 parametrech Z; m. 
Pro vyloučený případ Z = 0, jest též 

7 mv 7 mv7 

tudíž 

^w op = 0, SÍW 0 = — - , cos 0 = — , -ÚJ = — ww, 
JWV mv T 7 

t. j . hrana #-ová triedru jest stále rovnoběžná s rovinou xy 
systému pevného, a sklon os z závisí jen na v\ obdržíme tedy 
plochu rotační; jejíž souřadnice podává systém (20), klademe-li 

F 1 = l , F 2 = V 3 = 0, Vt=±, 

R . R R /A/m2t>2 — 1 , x = — s^n mu, y = cos mu, &•=. — / -- dv mv 7 * mv mj v2 

neb (20') 

z = — [ml (mv + V / m ^ 2 3 7 ! ) -\Im*v*—l]. 

Plocha definovaná rovnicemi (20) dá se též odvoditi z pod­
mínky rozvinutelnosti na rotační plochu (20'). Klademe k vůli 
jednoduchosti 

Ji 
r = — , w, = mu, 

mv7 1 7 

pak dán jest lineární element plochy (20') 

element lineární šroubové plochy, dané rovnicemi 

o? = Q cos,w} y = Q sin co, .z = n <o + <p (p), 
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kde n znamená poměr rychlosti postupného pohybu k rychlosti 
rotační, qp (Q) rovnici tvořící křivky plochy, při čemž z jest osou 
plochy, 

ds* = [1 + <p'2(so)] dg2 + 2n <př(Q)dQdm + (e2 + n«) dm*. 

Transformuj eme-li výraz tento na pravoúhlé křivočaré sou­
řadnice, kladouce vzhledem k rozvinutelnosti na plochu rotační 

— Ы-n ftШ± 
_*tt. nj , , я „ + 

kde k libovolná konstanta, obdržíme 

*»"=í- + ^JrrrVI «fc* + *2 (P2 + w2) *•?• ,L i 9 У ' ( P ) 1 

"[ ' e" + »"J 
Srovnáním obou elementů lineárních plyne pro rozvinu-

telnost 
r°- = 1c* (p2 + n% 

,dr* 
r*-

z čehož 
, n - V I * y - T ( ? 2 + ~ r c y 

a tedy 

(*+£$)*•=- 2 1 
2 ? 

, = ^ + y ( i - ^ F ^ - ) v
 g W . + ll. -** 

1 ^ •' k»+W2)3 /2 

Zavedeme-li pak původní proměnné t*; v, obdržíme 

. 1 NJ^W(R* — i«m«n"V) — JB2 ^ 
# = n#m?4 — ^— / - - ~ ' dv. 

km +* v* 
J?Z 

Dáme-li konstantám n, k hodnoty, resp. —--, k = — 1, 
obdržíme 

kterýžto výraz jest totožný s oním pro e v systému (20). 
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Podobně možno řešiti případ, kdy střední křivost jest jen 
funkcí proměnné v. Ukáže se však snadno, že lze obdržeti opět 
jen plochy šroubové. (Raffy: Bull. de la Soc. math. de Franc, 
sv» 19.: Sur certaines surfaces, dont les rayons de courbure etc.) 

Jednoduchý příklad dvojnásobné řady, která 
nepřipouští výměnu.pořadu summačního. 

Sdílí M. Lerch. 

Takovou řadou je následující 

-s0 + Sl + 0 + 0 + 0 + 0 + 
+ 0— 6-3+ 82 + 0 + 0 + 0 + 
+ 0 + 0 - s 2 + 8 3 + 0 + 0 + 
+ 0 + 0 + 0— 53 + s4 + 0 + 
+ O + O + O + O — 84 + s, + 

+ 
Součty jednotlivých řad (vodorovných) jsou 

81 8o> 82 ^1? ^3 ^2; ^4 ^3» ^5 "™" ^4; • • • 

a jejich součet jest 
lim (sn — So). (1) 

M = 0 0 

Naproti tomu jsou součty ve sloupcích vesměs nullami* 
Napsaná dvojnásobná řada dává příklad dvojnásobné řady 

oo co 

2 2 ctiu,v, 

která konverguje, ale má hodnotu různou od řady 
oo oř» 

2 2J QfiljV, 
I*=L1 V=1 

která vznikne změnou summačního pořadu. A má tento příklad 
tu přednost, že nevyžaduje žádných transformací k vyšetření 
součtů, o něž se jedná. 

Předpokládá-li se, že lim sn neexistuje, máme příklad dvoj­
násobné řady, která při obráceném pořadu summačním diverguje. 
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