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Prispévek k plocham pseudosférickym.
Napsal Fr. Yelisek v Praze,
v (Dokonéeni.)

Zajimavo jest, zda mozno obdrzeti mezi systémy substi-
tutnich koefficientl- takové, ze hofejsi substituce odpovidd jen
poSinuti plochy v samu sebe.- Zistdvd totiz totdlni kfivost pro
nové soufadnice invariantni. Vyjddfime-li rovnost uhli @, @,
a koefficientd pii u, u,, resp v, v, v linedrnich elementech,
obdrzime relace:" -

M* = a0 — By, Qu + ko = ck + ¢, \"lk + ou ok ¢
z tehoZ plyne
Oy = €y Oy — O,
-Musi -tedy koefficienty «, 8, 7, d. vyhovovati rovnicim ply-
noucim z (12), (13), (14) o
e? 4 B — 20f3k = y* A 0% — 2p0k = @b — By = M*

ac, + e =, M, b+ ey =chM, (16)
pii
el — By=0." "
Rozezndvejme 2 pripady
D M= (a8 — fy).

Z poslednich 2 rovnic (16) plyne Jako' podminka spoleéQ
ného fegeni
MP2M - ¢ — 8] =0,

tedy :
¢+ d
M= —y—
Méme tudiz
o4 @
()=
upraveno o

(& — 8)*'= — 4fy.
Pomoci posledni rovnice a poslednich 2 systému (16) ob-.
drzfme ¥eSeni pfi M == 0 jen jediné

N ﬂiy;o, M= e,
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coZ odp‘ovidii substituci vyhovujiéi podminkdm samozfejmé

u, =.au, v, =av.
Pro
1) M? = By — ad.
Posledni 2 rovnice (16) dévaji opét pii M =+ 0
0= —a, '

prvnf dvé rovnice (16) pak’
B+7B—7)=2k(B+7). (16")

B+r=0

Pro

obdrzime z rovnic téch
B=ak, y=—=—ak,

a tedy z poslednich 2 rovnic (16) relaci mezi geodetickymi kii-
vostmi ¢, ¢,
ck4+e,(1—k)=0.
Odpovidd tedy substituce:
_ u, =a(u -+ kv), v, =— a(ku + v)
za podminky
ck4+c¢(1—k)=0
podinuti plochy v samu sebe. Obdri se tedy linedrni element
pro kfivotaré soufadnice u,, v, z onoho v soufadnicich u, v
k3
[(ck + ¢;) u + (e, + ¢) v]

zéménou u, v, resp. Vv u,, v;. Polom&r plochy R dén jest pak
vyrazem

dst =

o (Au® + 2k du dv + dv?)

nezdvisi tedy na dhlu e, coz jest moZno jen pro
k(c* + kei + 2¢c,) =0,
neb vzhledem k danym podminkdm
ck+e(l —k)=0,
: coi jest relace dffve jiz nabyt4.
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Rovnice (16’) splnéna jest téZ pro
f — v = 2ak,
z rovnic pak pro geodetické kiivosti (16), které se obé& redu-
kuji na
¢*p — cly + 2ace, =0,
obdrzime

_ ¢+ ¢k _ ¢ + ck
B = 2ac, 2 — V= 2“6'63 e PrO G = e
v 1 1

Ponévadz pak
o c? 4 ¢} + 2c¢c,k

2 2 )
i —¢

M=

verifikujeme snadno, e relace (16) jsou substituci hofejsi spl-
nény identicky; nejsou tudiz geodetické kiivosti ¢, ¢ vdzdny
Zddnou relaci.

Vyjddfeni pravothlych soufadnic plochy skytd tytéz obtize
jako tyZ problém pro pseudosférické plochy o linedrnfm elementu
ve tvaru parabolickém. Abychom aspoii v nejjednodussich p¥i-
padech ulohu Fesili, pouZijeme rotaci a translaci triedru sta-
noveného tetnami a normdlou plochy v orientaci Darbouxové.
(Darboux: Théorie des surfaces, sv. L)

Ponévadz pak mozno vzdy linedrni substituci pfejiti k éardm
soufadnym konstantni geodetické k¥ivosti orthogondlnim, tedy
pro né* o, — =/2, nabude linedrni element tvaru

ds? = &*(du® + dv®) pro ¢ = ’c‘,Z%-E’
zachovdme-li plivodni oznaleni.

Rotace triedru -dény jsou pak vyrazy (Darboux, sv. II,
str. 385)

1 0 . 1 ¢
% +p=0, r=—’;‘—w=“; "1=T§E=—cle
(73 W, _ _
% 3% — —2@q+ten), L (17)
2 2
a_g - a_g' =<¢(epy + o), apy — p7y = &¥(c* + ¢f).
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Translace &, §,, 1, %, jsou definovdny rovnicemi
‘ §=4¢ £ =0,9=0, 3, —e. (18)

I kdyz uloZime je§té podminku ¢ = ¢,, nelze systém (17)
fefiti obecng, a proto nutno se omeziti jen na specielni p¥ipady.

Necht rotace jsou jen funkee ¢ t. j. funkce jedna druhé.
Ze systému (17) plyne pak pro obecn&j¥i tvar &, Zze musi byti
toto jen funkci c¢,u -} cv, coZ v naSem piipadé samo sebou
splnéno. Substituef

vy, =cu -+t cv, u = cv— cu
piejde linedrni element ve
2 2
ds =@ -[-c“) ——g (Gu® -+ dv?),
neb pii pouilti
— 1 _
BGETE
2
ds? = % (du? 4 dv?),

ponechdvame-li piivodni oznateni proménnych, kde —ng- jest geo-

detickou kfivosti orthogondlnich trajektorii &ar geodetickych
u = konst. Systém rovnic (17) nabyvéd tvaru

1
¢ +p=0, ’.=_,U‘) r, =0 l
~ 17
dp _ ¢ dg_p@ —ap = _ L a0
W= e o WPTIREToE

Z poslednich 3 rovnic plyne

dp. dg 1

tdv q%—ﬁzO,

integraci

p® + q* + _1)1_“_ = konst. = m?®.
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ReSenim systému (17’) plyne snadno pii integratni stdlé I

p=1v, ¢g= \/m”—l2 "'—-01—2,

_(_._ 1% 2) \/m~—l“v , 4= —.

Pro kosiny dhli hran triedru s osami v prostoru pevnymi
(Darboux, sv. 1. str. 47, 48)

(L W __ . oo
=P — 10 o= —an 5-=aqg—fp,
e (18)

? 2
%-z Bry — a4, a_g_:?’pl — ory, 3—3::0‘41 — Bp,.

Dosadime-li za rotace zndmé hodnoty, obdrzime s ohledem
na relaci
@t g4 =1

partikuldrni feSeni predeslého systému nezdvislé na u

l_’—l - .
oo Neere—ge
o = = —

m = m T e

tudiz dle zndmé zdsady pro vyvozeni novych feSeni ze systému
(18) jediné.

Uzijeme-li tohoto i‘eéeni pro tfeti skupinu uhli (Darboux,
sv. I str. b), které svird osa z pevneho systému s hranami
triedru, obdrzime pro jich kosmy a” b”, ¢” relace pomocf thld
Eulerovych 0, ¢, v

\/m“ — %% — _:_g

) . v .
~sm@smq;=7n—, — sin O cos ¢ = - ,
cos O = —.
my

Z rovnic téchto plyne, ze O a ¢ zdvisi jen na v.
Z relaci pro rotace plyne pro thel

sin @g—l-:-=p sin ¢ 4+ ¢ cos ¢,

sin @?biv =p, sing 4 q; cos @,.
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z tehoZ, n4dsobime li rovnice sin O a dosadime ptisluiné hodnoty
(A dqp_ mlv? (m*? — 2) _av
(. W (mWw—1) Vm2o® — %% —1 T v’

Integraci obdrZfme

Y=V — mu,
kde

— il / v2 (m%? — 2) dv
(m%% — 1) \/m%? — %% — 1
Vyloutime-li specielnf ptipad ! = 0, jest ¥ vidy integrilem

4
elliptickym pro reelni plochy; zdroveii musi byti %- > 12

Polozme
mi?— 1 = o,

kde o jest positivni, ponévadz mv > 1, tim
1 (@ —1) (0 + 1) do

—_— .
om
m \/(“"'l"l)l:l’m (03+1)2]
PoloZme

kde o,, w, znadf kofeny hotfejsi kvadratické rovnice, které jsou
positivnd reelni. Pohybuje se tedy o v mezich
@, 2 0 2 W2,
dle toho, zda
w0 Z o
Béteme vztah hofejsi.
Zavedeme novou proménnou ¢ tak, aby hodnotdém pro

o...—1, 0, @, ©
odpovidaly hodnoty pro
1
0...90,0, 17 ']Z’g"
2
w= b;’jkk pii k= 1 + mw, <1
1
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Z toho
14w _ 0, — 14 2k%
dw:kaﬁ———ic—“égﬁ)_”dg’ 0o —1= Ql——-kgg s
14w
+1—'1—k“9’
a tudiz V )
140, (% + oy + k% — 1) do
V= ‘_/ e 2 )
2m V14 @, (05 4k%) (1—1%) Ve (1 — ¢) (1 — k%)
1 1
14+ o, 1—7%% o,Fk%

do.

T 2mVIde,Y Vel —e) (T — F%)

o probihd intervall mezi O ... 1. MiZeme tedy kldsti
o = sint ¢.
Vyraz pro V nabude pak tvaru

— 14w do
T om\l F o,/ (L—EK*sin®q)d

I e __f dg _
2mo, 1+ o,V (14 nsin?g)\1— k2sin®q’
kde
k'l
n = —.
@,

Tim redukovdny integrdly ve vyrazu pro V na tvar nor-
mélnf. Pro redukci na transcendenty Jacobiho klademe za posi-
tivnf hodnotu

n = — k*® sin® id = k* tg® am (9, k,),

kde %, zna’f komplementdrni modul ke %, ddle

?
do
t = ————  ted = amt.
[Vl-—k“sin“q;’ ve
t

S anss at = E@.
0
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Pomoci pfedchozich vztahli obdrzime

?.
/‘ dg . "___Esntcht_i_E(t)
L VA=K sintg)®  ky  dnt kY

[

S =
s (14 nsin? ) VI — k?sin®q)
sn (9, %,) cn (0, k,)

=t+ i @ R i TI(t,48),

neb pti pouziti oo, =1

[
f_ v dq7 :
o (L+ n sin® ¢) VI — %2 sin®
— Vito, . ...
=t+ e 11 (, i9),
vyraz to redlni.

Pomoci zngmych thli Eulerovych ¢, v, © diny jsou kosiny
viech 9 dhld, které tvofi hrany triedru s osami pevnymi, a
oznatfme-li analogicky s diivéj$im kosiny whli osy z, resp. y
8 hranami triedru a, b. ¢, resp. o/, b’, ¢, diny jsou soufadnice
z, y, 2 bodu plochy (Darboux, sv. I, str. 66)

ax_ 3!/__ ’ ‘ ?i_ ” ’”
30 — ¢ + b, 5,;—‘4§+b?2, oy — 2 &+,
2z 2

. o C ., 0z , Y
‘55“::“51 =+ by, %:a'gx"“b’?x; é-v—:_a'E,—{{-b’m,‘

kde v naSem piipadé
§=—v_’ gl =77=0; m :7’ '
a tedy hofejsi systém rovnic pkejde ve
a._x.-—q_l_z ly_—a'f_" .a_i.—a“'R ’
u v’ dw v dw T v’ 19
% _bR W _VR 0 _V'R (19)

w v’ W e’ w v
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Nahradime-li Ghly O, ¢, v vyrazy diive vypoéteny’mi, totiz

1
cos@_m, smO_\/l

m‘v”’
cos \/m’v’ — l%* —1 sin © — v?
?= —. m2y? ) SMP= Vma_va 1’
¢ = V — mu, ’
obdrzime dle znémyeh rovnic Eulerovych
0 — v V_
= Vg —1 VW— sm ( mu)
m¥Ww?® — (%2t —1
- V _ cos (V — mu
Vm®® —1 ( )
‘ . ' 22 __ [2p4
== c0s mu ——Zﬁ_f_l—n_L_— \/mv R 1cos 14
m\Im¥?* — 1 \/m“v2 —1
2,2 J2.4
— sin mu ZM_——VM?__“)__ 1sinV,
' m \Im%?® — 1 Vim0 —1

a podobné vyrazy pro b, ¢, o/, b, ¢’. Oznatime-li krétce

lvsin V Vm®? — %% — 1

V, = -—— ¢os ¥,
1 ——— e ’
m\/m%?® — 1 Vm%2 — 1
v cos V \Vm2%? — %% —1 .
V, = —_— — — sin V,
m \lm%? — 1 Vm®? =1
m¥? — %t~ 1 Iv?
Va = V ——— sin V — ————— cos V,
41 212 29,2 1
mv Vm v? — 1 miv? —
mw? — 1% — 1 w® .
V,= v — cos V + ——sin V,
mv \Im%? — 1 \Vm%?® — 1
obdrzime '
a =1V, cos mu — V, sinmu, b= Vg cos mu— V, sin mu,
’ . .
& =V, cos mu -+ V, sin mu, b= V, cos mu - V3 sin mu,
o= : o Ym¥? — 1% — 1
=— ! = B
m mv

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnic (19), hovi tyto pod-
minkdm integrability. Integraci pak, nehledime-Hi k additivnf
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konstanté plyne

R .
T=_— (V, sin mu 4+ V, cos mu),

y= % (7, Sin mu — V, cos mu), (20)
R .\/m’v’z — %t —1
f=— (lu + p dv) .

Obdrzime tedy plochy Zroubové o 2 parametrech I, m.
Pro vylouteny piipad I =0, jest téz

"w—0 b,,_\/m?v"—l w1
=0 V=T =
tudiz

_\/m%“—-l

. . 1
sing =20, sin 0= ,cos@:%,qu—mu,

t. j. hrana z-ové triedru jest stdle rovmobéZna s rovinou zy
systému pevného, a sklon os z zdvisi jen na v; obdriime tedy
plochu rotadni, jejiz soufadnice poddvd systém (20), klademe-li

1
V,=1, V, =V, =0, V4=m,

R . R R p\m*® —1
X =-— Sin mu, Yy = — — COS MU, 2 =— — ———g———dv
mv mv m v

neb (20")
R _— 01—
= [ml (v 4 \Im™? 1) -—TVm“v“ —1].
Plocha definovand rovnicemi (20) dd se téz odvoditi z pod-
minky rozvinutelnosti na rotalni plochu (20). Klademe k vili

jednoduchosti
R

r=-— 4, == mu
my 1 )

pak dén jest linedrnf element plocily (20")
. 2
ds* = R* ‘% + % du3,

element linedrni Sroubové plochy, dané rovnicemi

Z==0Cosm, Yy=gQsinw, z2=nw 4 ¢lo),
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kde » znamend pomér rychlosti postupného pohybu k rychlosti
rotatni, ¢ (o) rovnici tvoiici kiivky plochy, pfi CemZ 2z jest osou
plochy,

ds? = [1 4 ¢"*(0)] do* + 2n ¢’ (@) dedo + (o* + #*) d.

Transformujeme-li vyraz tento na pravothlé kiivotaré sou-
fadnice, kladouce vzhledem k rozvinutelnosti na plochu rotaéni

9' (o) do
0% + n*’
kde % libovolnd konstanta, obdriime

dsﬂz[u-" ‘P+ 9)] do® + 1% (o + n%) dul.

Srovngnim obou elementid linedrnich plyne pro rozvinu-
telnost

o="Fu, —n

= B gt + ),
( + Q fpu(@)) do® = R“ dr

*+n
z tehoz
, VEZ%? — (¢ -|-%2)2
(o) =
7 o Vo + n*
a tedy
—_—— 1—_m \VEB% —(e* £ n%)?
? nu+f( 0”+”2> o Vet + n* e
_ "o VR%® — (o* —I-n“)Q
= nku, —}-./ (o 1 nh

Zavedeme-li pak pévodni proménné w, v, obdrZime

1 f\/k”m%“(R“ R

z2=nkmu — — = o
km v?

Déme-li konstantim », % hodnoty, resp. I"i—lg, k= —1,

obdrZime
[ 2n® — 204 __
z:“(lu—{—f\’mv tv ldv),

kteryzto vyraz jest totoZny s onfm pro # v systému (20).
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Podobn& moZno Fesiti piipad, kdy stfedni kfivost jest jen
funkef prom&nné v. UkdZ%e se viak snadno, Ze lze obdrZeti opét
jen plochy roubové. (Raffy: Bull. de la Soc. math. de Franc,,
sv. 19.: Sur certaines surfaces, dont les rayons de courbure etc.)

Jednoduchy priklad dvojnasobné rady, ktera

nepripousti vyménu.poradu summaéniho.
Sdili M. Lerch.

Takovou fadou je ndsledujici

— st s+ 0404040+,
+0—s5+s54+04+04+04..
+04+0—s;,4s;,4+04+04..
+0+0+4+0—s+s 4+ 0+.

L 040404 0—s,ds+..

Souéty jednotlivych fad (vodorovnych) jsou
Sy — Soy Sg — Syy Sz = Spy Sy — S3» S5 = Sgy . -
a jejich soulet jest
lim (s, — $0). (1)

Naproti tomu jsou soutlty ve sloupcich vésmés nullami.
Napsand dvojndsobnd fada ddvd piiklad dvojndsobné fady

@ -]
2: 2 a'u,v’
r=]1 p==1

kter4d konverguje, ale md hodnotu riznou od fady

E :‘3’ Apu,v,

u=1r=1
kterd vznikne zménou summainfho pofadu. A mé tento piiklad
tu pfednost, Ze nevyZaduje Zédnfch transformacf k vySetfeni
souttli, o ndz se jednd.

Predpoklddé-li se, Ze lim s, neexistuje, méme pifklad dvoj-
ndsobné fady, kterd pfi obrdceném pofadu summatnim diverguje.
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