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Priloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Prispévek k novéjsi geometrii trojuhelnika.
Napsal V. Jefabek.

Stted kruhu trojihelniku ABC (obr. 1.) opsaného budiz
O a vepsaného O’. Kruh vepsany nechf se dotykd stran troj-
thelnfka ABC v bodech A’, B', C’, jest tedy AB'— AC’
=s —a, BO'=BA" =s —b, CA'=CB ' =s—c¢, jeli
a+b+4c=2s '

Délici poméry bodit A‘, B’, C‘ jsou

r—STb e s—e g, ST
— s o F= s—a PV E T 5Ty
Jezto &’'f'y’ == — 1, protinaji se piitky 44’, BB, CC’' dle

véty Cevovy v jediném bodé G, ktery sluje bodem Gergonnovym
trojihelnika ABC.

Jsou-li 4’;, B’;, C'; body isotomické, ¢ili soumérné k bodim
A", B', C" dle stiedii a, b, ¢ stran BC, CA, AB a znamendme-li
jejich délief poméry o’,, B’,, #',, jest

o —_ 5 =€ g __Ss—a , __ s§—1b
e T sy P T T s e T T e
a ponévadz «',p’,7", = — 1, protinaji se téz ptitky 44',, BB',,

CC’y v jediném bodé N, ktery nazyvd se bodem Nagelovym
trojahelnfka ABC. ,

Dva body G, N, jimiZ prochdzeji podvojné pitky 4G,
AN; B@G, BN; CG, CN, protinajici protilehlé strany BC, CA4,
AB v bodech isotomickych, jmenuji se body reciproké.

Maji-li dva body M, M, (obr. 2.) takovou polohu, Ze
ptitky AM, AM,; BM, BM, ; CM, CM, jsou podvojné sou-
mérné (stejnoihlé, isogondlné) dle os pilicich Ghly 4, B, C,
nazyvaji se body inversni (inverse trojihelnikovd).
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1. Bod inversnt G, k bodu Gergonovu G jest vmitinim
stredem podobnosti kruhi (ABC), (A'B'C’).

Primky AG,, B@,, CG,, jez jsou isogondlné sdruZeny
s piitkami AGA’, BGB’, CGC" protinaji vepsanou kruZnici
(A'B'C’) v bodech 4,, B,, C; soumérnych k bodim A4’, B, ¢’
dle pifsludnych os 1hld trojuhelnika ABC. Ubly 4,4'B,
C,C’B’ jsou stejny, nebof ramena jejich, stojice podvojné kolmo
na piisludnych osdch soumérnosti ihlid A4 a C, jsou v protivném
sméru rovnobéznd. Téz Ghly 4,C,B" a C,4,B’ jsou si rovny,
ponévadz jsou vypliky stejnych Ghld 4, 4'B’, C,C’'B’ a to, prvni
ve Cttyfihelniku A4,4'B’C, a druhy ve ttyfahelniku C,C'B’A,.
Trojihelnik A,C,B’ jest tudiz rovnoramenny a protoze m4
8 trojihelnikem rovnoramennym A, C, 0’ spole¢nou podstavu 4,C,,
stoji B’0O" kolmo na 4,C,, a Ze téz B'0’ stoji kolmo na AC,
jest tétiva A,C, rovnobsind s AC i ac. Dle analogie jest
C,B,||CB || ¢b a B, 4, || BA || ba. Trojihelniky podobné ABC
a A,B,C, jsou podobn& poloZeny dle bodu G,, protez jest bod
tento sttedem podobnosti kruhdi (ABC) a (A’B’C’) res. trojihel-
nikim ABC a 4,B,C, opsanych; lezi tedy G, na 00'.

Zgroveii pozndvime, Ze bod F, v némZ se protinaji pfimky
ad,, bB,, cC,, jest yn&jsim stfedem podobnosti kruhii (abe)
a (4,B,C)) = (A'B'C’) a ze tedy F, jak znimo, jest bodem
dotyénym té&chto kruhd. Je-li o stfedem kruhu (abc), prochdzi
spojnice 00" bodem F, -

2. Bod N, tnversné sdrufen k bodu Nagelovu N jest
vnéjsim stredem podobnosti kruhi (ABC), (A'B'C).

Pritka AA’, protind kruZnici (4"B’C’) v koncovém bodé
A” priméru A’0’A”, nebot jest bod tento podobn& poloZen
s bodem A’;, ve kterém pfipsand kruZnice dotykd se strany
BC. PH{fmka AN,, jsouc isogondlné sdruZena s piitkou A44‘,,
protind kruznici (4’B’C’) v bodé 4, soumérné polozeném k bodu
A" dle osy thlu 4; aviak A4, jest téZ bodem soumérné polo-
Zenym 8 bodem A’ dle zminéné osy, prochdzi tudiz 4,4, sttedem
0, a bod A4, jest diametrdlné poloZen v kruhu (A4’B’C’) s bodem
A,. Dle analogie protinajf piitky BN,, CN, kruznici (4'B’C')
v bodech B, a C, diametriln& poloZenych resp. s body B, a C,.
Jezto trojihelnik A4,B,C, jest v kruhu (4’'B’C’) diametrdlné
polozen k trojihelnfku A4,B, C,, jest podoben a podobné poloZen
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k trojahelniku ABC dle stiedu N, a k trojihelniku abc dle
sttedu J. Nynf jest ziejmo, #e N, jest vn&j§im stfedem podob-
nosti kruhii (4BC), (A’B’C’), nebot kruh (4,B,C,) jest totozny
s kruhem (4’B’C’). Rovnéz vysvitd, Ze J jest vnitfnim stfedem
podobnosti kruhi (abe), (4’B‘C’) a Ze lezi na piimce 00’

C Obr. 1.

Jezto body H, N,, F jsou vagjii stiedy podobnosti kruhii
(4ABC), (abc) a (A'B'C’), lezi body ty v téze piimce.

3. Vedme stfedem podobnosti G, kteroukoliv pifmku pro-
tinajici strany trojdhelnika ABC v bodech a,, b,, ¢, a sestrojme
stejnotihle sdruzené piitky Aa,, Bb,, Cc, k ptitkim Aa,, Bb,,
Ce,, jejichZz paty a,, b,, ¢, lezi téZ v jediné pfimce, kters jest
s pickou a,b,c, isogondlné sdruZena (p¥itky inversni). Otdvf-li
se pfimka a,b,¢, kolem bodu @,, vytvoii body a,. ,, ¢, v pii-
slusnych strandch BC, C4A a AB projektivné fady bodové,
proteZ obaluje pfimka a,b,c, kuZelosetku. Prochdzi-li p¥cka
a,b,¢,G, vrcholem A, s nimZ sjednocuji se body b, a ¢,, splyne
bod &, s vrcholem C, bod ¢, s vrcholem B, strana BC stane se
mezni polohou teiny a,d,c,, a %e k bodu A’ nekoneind se pfi-
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blizi bod s, jest A’ bodem dotyénym obalové kuzelosetky. Dle
analogie dotykd se kuzelosetka strany CA v bodu B’ a strany
AB v bodu C’, jest tudiz kuZelosetka tato kruZznici (4’B’C’)
trojihelnikn ABC vepsanou. Miizeme tedy vysloviti vétu:
Prochdzi-li pFicka a,bie, vnmitinim stiedem podobmosti
* G, kruhi (ABC), (A'B'C"), dotykd se p¥icka a,byc,, isogondlné

Yoy

sdruZena s prickou a,b,c,, kruinice vepsané (A'B'C’).

Obr. 2.

Dle analogie plati téz véta:

Isogondlné sdrudend pficka k piicce, jdouci vnéjsim stredem
podobnosti N, kruhw (ABC) a (A'B'C’), jest teénou Fkuzelo-
selky (A’ B',C) dotyjkajict se stran trojihelntka ABC v bodech
A, By, Cy - )

Zgroveii vysvitd, Ze isogondlni piitka k p¥imce 0O’ jest
spole¢nou tetnou kruhu A’B’C’ a kuZelosetky (4',B’,C',).

- 4. = 0br. 2. — Hyperbola Feuerbachova. Geometrickym
mistem bodu, jenZ inversnd pifslu§i bodim M, pifmky 00,
jest_hyperbola - Feuerbacliova opsand trojGhelnfku ABC. Nebot
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hody M, ... ptimky OO’ promitaji se z vrchold 4, B, C tiemi
svazky paprskovymi 4 (M,...), B(M,...), C(M, ...);ajeli .
M bodem inversnim k bodu 2, jsou svazky A(M...), B(M...),
C(M...) projektivné a bod M, v némz paprsky AM, BM, CM,
projektivné sdruzené k paprskiim AM,, BM,, CM,, se proti-
naji, vytvoif kuzelosetku jdouci stiedy 4, B, C téchto svazka.
Splyne-li bod M, postupn& s bodem 0, G,, 0', N,, splyne bod
M. postupné se stiedem orthickfm H (prisetikem vydek),
s bodem Gergonovim G, se stiedem O’ kruhu vepsaného
a s bodem Nagelovym N. Hyperbola Feuerbachova, obsahujic
stied orthicky H, jest rovnostrannd, dotjkd se v bodu O’
piimky OO’ a prochdzi bodem Gergonovym i Nagelovym.

Piimka OO’ protind kruznici (ABC) ve dvou bodech dia-
metrdlng protilehlyech U7, U’, jejichZto inversni body ptindlezeji
hyperbole a jsou v nekonelnu na pifmkich AU’,, AU,, které
isogondlng piisludi piimkdm AU, AU’ a prochézeji resp.
body U’,, U,, v nichZ rovnobdiky vedené body U, U’ k BC
protinaji kruznici (ABC). Jezto U,, U’, jsou téz diametrdlné
protilehlymi body kruhu (4BC), jest thel U, AU’, pravy; ¢imz
znova na jevo vychdzi, Ze asymptoty hyperboly Feuerbachovy,
jsouce rovnob&Zny s pfimkami AU,, AU’;, stoji na sob&é kolmo,
a ze tudiz hyperbola jest rovnostrannd, .

Kruh deviti bodd (abc) jest podobns poloien s kruhem
{ABC) dle stiedu orthického H. Bodim A4, U, U,, U’ nechf
v kruznici (abc) piindlezeji podobn& polozené body a,, %, w,, u’
dle sttedu H, potom jest tétiva a,u, rovnobéina s AU, ; a jeito
thly au,a,, U, AU, jsou pravé, jest tétiva aw, rovnobséna s A ',
a tedy kolma na AU,. Vedme bodem u rovnobsizku s AU,
a bodem »’ s AU’, tedy i 8 aw,. Rovnob&zky tyto protinaji se
v bodu F) jenZz lezi na kruZnici (abc), nebof nad primérem ww’
Ghel uFw jest pravy. V kruhu (abe) stejnym obloukim (aw’), -
(u, F) ptindlezeji stejné Ghly aFu' a w,u’'F. Budtez P, @ body
prisetné ptimek Fu', Fu se stranou BC. Jezto tdtiva u,u’ jest
rovnobézna s tétivou podobné poloZenou U, U’ dle stfedu H
atedy téz se stranou BC k U’U, rovnobéznou, jest uhel aFu'
= w,u'F = aPF, protez jest a stfedem piepony trojihelnfka
pravoithlého PF@Q, a body P, @ jsou body isotomickymi (BP
= QC). Podobné vytinaji piimky PF a QF na druhych dvou
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strandch CA4 a AB body isotomické, jsou tudiz p¥itkami reci-
prokymi a asymptotami hyperboly Feuerbachovy, majici svij
stied v bodu F.

Jsou-li @ a R paty kolmic spusténych s bodu U na strany
" BC a AC, jest Gthel ROU = RQU = AU, U, proteZ jest piimka
Simsonova QR bodu U vzhledem k trojuhelniku ABC rovno-
béina s AU, a Ze prochdzi pilicim bodem = tsetky HU*),
splyvd s asymptotou F'U, nebof tato jest téZ rovnobéZna s AU
a prochdzi bodem %. P¥fmka Simsonova bodu U’ vzhledem k troj-
thelniku 4BC jest drubou asymptotou hyperboly Feuerbachovy.

Protind-li primér UU’ asymptotu Fu v bodu v a Fu'
v bodu v/, m4 kruznice (vv'F) s kruZnici (abc) &ili (uu'F’) spo-
le¢ny bod F' a stied jeji jest ve sttedu O’ kruhu trojihelniku
vepsaného, a Ze spojnice stfedd o, O' kruht (uu'F) a (vv'F)
jakozto spoleénd téZnice trojuhelnikd ww‘F a wvv'F prochézi
bodem F, dotjkaji se zminéné kruhy v bodu F. Jest viak
znémo, e kruznice trojihelniku vepsand dotykd se kruhu (abc)
téZ v bodu F, ve kterém oO' kruh tento sele, profez splyvé
kruZnice vFv’ s kruZnici trojihelniku ABC vepsanou. Tim pfi-
chézime k zndmé vlastnosti:

Stéed Feuerbachovy hyperboly jest bodem, v némZ dotykd
se kruZnice vepsand kruhw deviti bodi (abe).

Budiz boed V" kruznice (4ABC) podobné polozen k bodu F
kruZnice (abc) dle sttedu H, potom jest FV — HF, z tehoi
soudime, %e kruZnice (ABC) mé& s hyperbolou Feuerbachovou
spoletny &tvrty bod V. Bod tento jest inversné sdruZen s ne-
konetné vzd4lenym bodem ptimky U U’ a jeho spojnice s vrcholem
A jest isogondlnd sdruZena s pfimkou jdouci vrcholem 4 rovno-
bézné s UU'. ' '

5. Strany trojuhelnika ABC budtez osami soufadnymi;
normdlni soufadnice x, y, # kteréhokoliv bodu roviny -trojihel-
nfka jsou velitiny imérné ku vzddlenostem tohoto bodu od stran
BC, CA a AB.

*) Srovnej Al. Strnad: O pfimce Simsonovs, Casopis pro péstovéni
mathematiky, ro¢. XV., str. 115 a >Drobné zprivy< téhoZ roéniku na str. 125.
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Soutadnice bodu Gergonnova jsou

e 1 1 1
1+4cos A’ 1+ cosB’ 1+ cos Cf
stfedu podobnosti G, (1 4 cos 4, 1 4 cos B, 1+ cos C), bodi

N 1 1 1
(l—cosA" 1 —cos B’ l—cosC)’
N,(1—cos A, 1 —cos B, 1 — cosC).
Piimka spojujici stied O‘(1, 1, 1) se stiedem O (cos 4,

cos B, cos C) md rovnici

z Yy z

1 1 1
cos A, cos B, cos C

=0,

¢ili
z (cos B — cos O) 4 y (cos C — cos A) + 2(cos 4 — cos B) =0,
hyperbole Feuerbachové ndleZi tudiz rovnice
cos B— cosC |, cos C— cos A , cos A — cos B
z B + y + P - O,
jejiz stted m4 soufadnice

r [sin’% (B —0), sin’% (C — A), sin® —;— 4— B)].

Body G, N lezi na hyperbole a jejich body inversni G,,
N, na piimce 0O’, nebof soufadnice bodd G, N vyhovuji rov-
nici hyperboly a bodi G,, N, rovnici pfimky 00'*).
\

0 motorech éxplosivnich.

Napsal Dr. Ferd. Pietsch.
(Pokratovini.)

Dilezité u ka?dého stroje jest requlovdni chodw nutné p¥i
mendim neb vétsim zatiZenf. Mdme troji princip regulace.

Nejjednodussi jest ten, ze vynechdme nékteré zdvihy prdei
konajfcf. Stroj obstard si zavieni plynu, tak Ze do vélce proudf

*) Ve pfi¢ing hyperboly Feuerbachovy srovnej: Sur I’hyperbole de
Feuerbach, Mathesis, 1893, str. 81; Sur le théoréme de Feuerbach (J. Neu-
berg), Mathesis, 1908, str. 201.
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