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0 attrakei ellipsoidii.
Pige
Dr. Fr. Kolddek.

Nésledujicf stat obsahuje struéné feSenf dvou, pro mathe-
matickou fysiku dileZitych tloh. Prvé z nich tykd se usporddant
elektrické hmoty na povrchu kovového ellipsoidu a prostorového
uspo¥ddéni potencidlu, panuje-li rovnovsha elektrickd. ReSenf
této tlohy vede k vypoctu kapacity takového ellipsoidu, a n4-
sledkem toho téZ ku kapacité elliptické desky, kteryZ pojem
v cetnych problémech fysiky k applikaci pfichdzf. BudiZ vzpo-
menuto Helmholtzovy theorie resonatord u pi§tal, korrekce pri
vySetfenf odporu rfuti odraZzené ve sklenéné trubici, dsti-li tato
do vétstho mnoZstvi rtuti, jiZ se proud ptivadi. (Urdovani Sie-
mensovy jednotky.) Methodou reciprokych radit d4 se, jak Wil-
liam Thomson dokézal, z rovnovdZného rozdélenf elektfiny na
kruhové desce vySetfiti rozdélenf na kulové kovové misce atd.

Pomocf prvnfho problému d4 se okamzité teSiti druh4
tiloha, staroslavny problém o attrakei ellipsoiddi, k jehoz dileg
Zitosti v hydrodynamice, geodoesii, magnetismu, netfeba dale
poukazovati.

BudiZ poznamendno, Ze obé tlohy redfvajl se o sobé, me-
thodami riiznymi, a¢ pi{buznost themat poukazuje k jich vniterné
mathematické souvislosti. Vysledky zde podané jsou protoZ co
do vécného obsahu z vét§f Césti zndmé; splisob vSak, jakym
v této stati vyvozeny jsou, zd4 se miti nékteré predmosti proti
methoddm obycejné uZivanym.

L
TéZeme se, za kterych okolnostf potencidl P, Laplace-ové
rovnici
1




P | P P
-\wz + 2+ Dz?

vyhovujicf, uspofddén byti méze dle konfokdlnych ellipsoidi,
zndzornénych rovnict

x? y? z*
@ PR R LRy ey bl
Otdzka tedy znf, zdali P miZe byti funkcf jen A. Pted-
poklidejme P = f(1); z toho obdriime
oP oA , ,
=I5 = (3 e 5,

a podobné dva vyrazy, v nichZ x nahraZeno y, resp. z. Vysledek
substituce do Laplace-ovy rovnice jest:

o  re___ iyt
e )

V této rovnici musi pravd strana, tak jako levd, zdviseti

jen na A, ma-li otdzka nahote poloZens miti smysl. Differenciaci
rovanice (1) obdrzime ’

' A x oyt z 2
. hr ((a’—l— }.)2+ (b2+l)2+ (c’+l)") Tat4-a°

¢i, poloZi-li se

w‘l y‘l zi
(2) (a2+l)2+(b2+l)2+(cz—[—}.)2—m’
R T R S n _ z
3) mﬁ_2’a’+l’ m.ay _2.b2+1,,m-5; _2,m,
Opétnym differencovénim dostaneme: ‘
d l M dm am n\:_ 2 2z Y}
® ™t 0 az. (—) T’ A @ Fae

a podobné dvé rovnice, v nichZ = nahraZeno y a z. Soucet véech
tif ddvd rovnici
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Z rovnice (2’) obdrzfme

_ 22 y? 22
- 2((a"+l)3+(b"—+—1)3+(c’+L)" ?

z rovnic (3) jde

B ) =2

Tim ptejde rovnice (5) v

%4 , %, U 4 Im 4 om
(m2+ 2+Dz)-m T M
= 2(a2+z+b2+1+c2+x)'
Dosazenfm do rovnice (2) obdrZfme
L@ _ 1 1
) = __2_(57‘—+_7.+b2+l.+c2 +z)
a integrac
C
A= H
Al Y e e
podobné
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Arbitrarnf dolnf meze volena v poslednim integralu oo,
éehoZ tfeba, mé-li v nekoneénu potencial P byti roven nulle.

ReSenf (6) vyhovuje Laplace-ové rovnici, md pro 4 =0
na povrchu kovového vodiCe hodnotu stdlou. Srovnivé se tedy

8 rovnovéhou elekt¥iny ma povrchu vodide.
\ 1*



Dle véty Coulombovy jest slozka sfly, kolm& ku povrchu
vodice, rovna 4z ndsobné hustoté o.
Sfla (na jednotku kladné elektfiny) obndif podél x-ové osy
h) S P 2
—55 Cl _0_/1_.3_:0 atd.
Smér normaly v bodé x, y, 2, v kterémkoliv z konfok. ellip-
soidd sestrojené, svird s osami kosinusy sméru

cos ne = e o

X
'&-{_}jp, +l’ COS nz — 2—{—},,

pti éemZ p ¢i Vj—_ znaéi délku kolmice, jeZ se ze stredu ellipsoidu
m
spustiti d4 na rovinu dotyénou v w, y, z zifzenou.
Slozka normaly jest tudfZ

P hy s

=3 (am o8 ne —|— oS ny +a—zcos nz)
. DP 2Cp
¢i —=p neb — — : ,

5 V' +2) 0+ 4) (*+ 1)
protoZz hustota @ na povrchu (A = 0)
_ 20p
4mabe”

Vzorec ten pravi, Ze v kaZdém bodé ellipsoidu hustota
pomérna jest délce kolmice p.

Integraénf konstanta C se snadno vyjdd¥f celym mnoZstvim
elektiiny E, obsaZenym na povrchu koule. Budiz df element
povrchu; pak jest pdf trojndsobnym krychlovym obsahem kuZele
uréeného stfedem ellipsoidu a ploSkou df; jest tedy

fpdf:4n . abc.
Z toho plyne :

—/ odf = — o dabon b C=— 2,

Nachdzf-li se tedy na povrchu kovového ellipsoidu o polo-
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oséch a, b, ¢ mnoZstvi elektfiny E, jest potencial v kterémkoliv
bodé prostoru «, ¥, z mimo ellipsoid urcen vyrazem

P= E— f dd ,
N A R IGENICES

kdeZ A znamend onen kofen rovnice
wz y2 z2 _
PR Ry Ry bl

ktery piislus$f konfokdlnimu ellipsoidu, prochédzejicimu timZe
“bodem x, y, 2.

Sila, jiZ podléhé jednotka hmoty v témZe misté, jest vzhle-
dem k ose z-ové

®_En 1
R (R DIGE IRy
a podobné dle osy y-ové a osy z. Nenf-li uvnitt ellipsoidu ko-

vového hmoty elektrické, m4 tam misto Laplaceova rovnice.
Potencial pochodfcf{ od hmot rozloZenych na povrchu jest stilym,

jest proto dle vét o potencialu t6% uvnitt stiljii, to jest Gcinek
povrchové-hmoty-etektrick® 14" Vnittek ellipsoidu zmizi.
Mezi povrchem ellipsoidu a nekoneénem obnd3f rozdil

v potencialech P;—q), déle jest dle definice mnoZstvi elektiiny E

rovno P-ndsobné kapacité ellipsoidu; procez jest posledné jme-
novand hodnota vyjddiena vzorcem

® di
2: .
of V@ DG+ 4 @+ )

Kapacita kruhové desky @ = b jakoito limity ellipsoidu

X=—

(¢=0) rovnd se pak g’?, kdez R znalf polomér desky.

1L

BudteZ dény dva souosé ellipsoidy sobé nekonecné blizké,
podobné, o poloosich abe, a’d’c’. Polomér spoleénym stiedem ve-
deny méj délku », potaZmo . Z podobnosti plyne



a — b —b f—c 17—
¥ —a_ Vb _o—c_r—r_,

a ~— b T e r

p¥i éem# k od polohy bodu na ploSe nezdvisf. Tloustka vrstvy
mezi obéma ellipsoidy ¢ jest v uréitém misté déna vzorcem

t= (" —r)cos g,

kdez xinaéi thel sevieny polomérem a normalou. Proto lze pséti

t._(r’—r)(w a:p Yy yp+z zp) r'—r'p:kp.

'rb" r

Vyplnéna-li mezera hmotou o hustoté rovnajict se jednicce, jeZ

hmotu téhoZ druhu odpuzuje dle zakona—— jest tcinek jejf

%v limité identicky s tic¢inkem hmoty, plosné rozdelené dle zdkona
v odstavei prvém uvedeného.

Znaéf-li E mnoZstvi hmoty, platno jest

) _ar _ X = E 1 A
T 2@ O A - 2)
I G IGE D G

a4 2 x? )
i et e

Mysleme si nynf ellipsoid o poloosdch «, 8, y vyplnény
zcela hmotou té vlastnosti, Ze, rozdélfme-li jej podobnymi, ne-
konec¢né blizkymi ellipsoidy na vrstvy, hustota hmoty jest pro
viechny body téhoZ podobného ellipsoidu stejnou. Znaéf-li n
¢islo mezi O a 1, budou ne, nf, ny osami podobného ellipsoidu.
Prostor mezi dvéma podobnymi ellipsoidy, jimZ uréité =, resp.
n - dn pifslusf, jest patrné

=E.

4—;—‘ afy [(n + dn)® — n?¥] = dmwafy . n*. dn.

. Hustota o jest dle toho zdvislou na n; lze tudfZ psiti ¢ =F(n?).
Hmota E.tenké vrstvy jest tedy '

4dnafy .n®. dn F (n?).

Dosadice tuto hodnotu do rovnice (7) jakoZ i uvéZice, Ze a = nga,
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b =npB, ¢ =ny, obdrzime pro icinek této vrstvy v bodé «, y, z
mimo hlavni ellipsoid (o osich «, 8, ) poloZeny, vyraz
4By .n%dn . F (n?) x
(a ' 4 2) Y(a*n® I 4) (B I 4) (7*n* 1 1)
1

) x? Y z? ?
@ A T T T e A

v némZ A se uréf rovnict

®) 2,n2+1+ﬁ-n2+,1+ “+/1
Poloha bodu =, y, z, pro néjz se velikost sfly hledd, jest
veli¢inou danou a pfi vypoltu ucinku vSech vrstev stilou. Jest
tedy dle rovnice (8) 4 jediné funkei veliiny =.
Hotej§{ vyraz tfeba jen integrovati od » = 0 a% do » =1,
by se obdrZel ucinek celého ellipsoidu.

Odporuéuje se v3ak tato proména: Znaéiz ! funkci veli-
Ciny n, definovanou vzorcem A —1.n?; pak vyhovuje ! rovnici

22 y? 22
a’+l+ﬂ2—{—l+y’+l_n2
a pro vysledné X obdrif se vyraz
' n=1 F % dn.n
X = 4nafyx
f o+ )V ) B+ @+ 1)
1

* x? yz 22 .
TS ) L e
Do posledniho vyrazu zavedme integraén{ proménnou / na
misté n; pak jest :

on.dn = — (% v = )a

oo = — (Gt gl +l)*)

Je-li n =0, jest patrné I = oo; je-li n =1, uréi se pkislu$nd
veliina !, hornf mez oznacujici z rovnice



©(10)° 1.

Gl yhooo_7
RN A
Bude tedy

. n dl. F (n?

X=—2 .
) G O 0T D

Zbyva jesté vyjadriti veliinu F (n?) integraénf proménnou 7;
toho 1ze dosfci pomoci rovnice (8)

2 2 2
2 _ _© y 2
CEamTEn Tt
Odtud plyne

® dl '
/ @+ 0V +) B+ ¢+

m? y'l 22 .
. F(a2+l+ﬂ2+l+7?+l)’
dolnf mez jde z rovnice (10); analogicky se najde Y a Z; do-
staéit afy, xyz cyklicky zaméniti.

11) X =2mafyx

Béz{-li o bod vnitini xyz, dostali tato tivaha. PoloZme jfm
ellipsoid podobny ellipsoidu hlavnfmu. Vrstvy mezi obéma ob-
saZzené nedinkujf na niS bod, jenZ jediné podlehd ulinku zby-
vajictho jadra ellipsoidického o osich ne, nf, ny; n® uréime
Z rovnice ‘

x‘l 2 z‘.!
E?,,;E‘*"B%,F‘I—Tn_z:l'
Utinek na povrchu ellipsoidu vibec jest dle (11)

X=2
““mof @+ W+ ) E+) "+

jelikoZ soutadnice @, ¥, z vyhovuji rovnici



z &ehoZ vyplyva I, = 0.

Vratime-li se k @éinku na bod poloZeny uvnitf ellipsoidu,
musfme za o, B, ¥ poloZiti ne, nf, ny.

Z toho jde

) [ dl |
X = 2nan’. ‘3”[ (@*n? 4 1) Y(@*n®+-1) (B*n*+1) (*n*+1)

F o2 y? 22
: (agn,+l+ﬁgnz+,+y,n,+l).
Nahradi-li se integralnf proménnd ! vyrazem nZ,

' _ ® de
() X =20 oby [ TS TG

x? y* 2? 1
ot i ) )
Bézf-li o hmoty, jeZ se jako v gravitaci pfitahujf, nutno

X, Y, Z opattiti protivnfym znaménkem; m4-li hmota vSude

stejnou hustotu =1, jest funkce F pro vSechny argumenty
veli¢inou stélou.

IIL

RovnéZz jednoduSe se najde potencial ellipsoidu v libo-
volném bodé @, y, z mimo hlavn{ ellipsoid. Ptispévek vrstvy
omezené dvéma nekoneéné blizkymi podobnymi ellipsoidickymi
plochami jest dle predeslého

. s di
(11%) 2mefyn’.dn.F(n) lf V@ +A) (B0 F-4) (p*n it nd)

Dolnf meze jest pfi tom funkef veli¢iny » vzhledem k relaci

wz yz z‘z
azn!__i__}’ + ﬁ‘tn‘z__j'_l + 1’2”2-}—7- ——1.
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Zavede-li se za integracn{ proménnou jind definovand rov-
nicf 4 =1In?% m4 platnost, jeZto se jednd o pFispévek urcité
vrstvy, t. j. uritého = k potencialu a jezto =» za stdlé musf
byti povaZovdno di = dl.n?% z CehoZ obdrifme

a 2 ” dl
(12%)  2xafy F (n?) ndn [ oy ey
kde% dolnf meze plyne ze vztahu
w? y2 z'?. _
(1 R i s

Dle toho jest dolni meze ! funkef veliCiny =%, jiZ na-
zveme ¢&'.

® dl
Ellipticky integral — jsa funkef
,f Ve RO FD0 D

dolnf meze !, jest ndsledkem rovnice (12) téZ funkef »* ¢i &.
Budiz

® dl
,f |Gl

Tato funkce mé pro svou definici tyto vlastnosti

dp() _ _ 1
dl Ve +) B +D) @+’
Budiz déle

=v()=x()

P (c0) =0

dH(¢)

W— = F (8’),

pak jest potencial vSech vrstev vyjddfen vzorcem

§'—1

P= aﬂynfds’ . a—I—{—('Is’)x(‘s’).

o0&
8'=0

Integrovanf po ¢dstech ddva
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i g'=1 g'—=1 ,
13) P= mxﬂy[ H () 1 () — / H(). °fi£f ), ds’].
&'=0 &=0

Je-li & =1, jest » =1, a piisludné I, jez nyni /, zoveme,
jest uréeno rovnict

(14) AR LA S
N A
proto jest
f"" dl
I VEFOE D0+
Je-li & =0, jest n =0, pislusné pak I urceno rovnicf
(12) a jest patrné oo ; proto

1 ()=

e dl
= [ e o

20) =9 (e

jest nullou.
Prvy vyraz v zdvorce rovnice (13) jest tedy
® dl
H(1) .
{Mﬂ+bw+wotu)
% (&)
o
W d__ a4 !
d deTdE L E )T

V druhém vyraze nahradme vyrazem

PiSme za :—izé, de’ prosté dl, a uvaZme, Ze mezem & =0

& =1 meze l= oo, potaimo ! =1, odpovidajf, z nichZ I,
uréeno jest rovnicf (14). Nahradme ddle vyraz H (¢') ¢ili H (n?)

vyrazem H a:il_*—ﬂz}-l_}_y":-l .

Pro potencial v zevnéj3im bodu xyz obdrifme nédsledkem
fedenych zmén



12

dl
Ve 4+ (B +D ¢+

P = nafly f HQ

dl
T ﬁy/;( @+ ( l+ﬁ“+l+ ’+l>

neb

_ I dl
(15) P= ”aﬁy‘[-v(az + l) (ﬂl + l) (?2 + 1)

kdeZ meze I, urcena jest rovnict

wz y‘l z?
“2+ll+ﬂz+l1 +7’2+l1 =1
Co se tyCe funkce H (¢), budiZ opétné ptripomenuto, Ze
jest to tdkon, jenZ derivaci dle argumentu dévd F(¢); F (n?)

znatf zdkon, dle néhoZ se méni hustota jednotlivich podobnych
ellipsoiddl, jejichz karakteristikon jest ¢islo m.

Je-li hustota vSude stejnou a rovmou 1, jest
oH (¢)
&

=1, H (&) = & konst.

Pak platf pro potencial ellipsoidu hmotou o hustoté —1
vyplnéného, zndmy vzorec

L3
—magy ([_2 4 ¥ 2 dl
P== ﬁyf[a’+l+ﬁ2+l+ 1 1]r’+l)(ﬁ2+l) D)

Spravnost vzorce (15) d4 se kontrolovati derivaci dle =.
Obdr#fme, majice zteni k tomu, Ze I, zdvisi na =, ¥, z

dl
= obr fVa’—{-l)(ﬁ‘—i-l)(r T

F( Tt et e




13

-+ afym . Ell‘- ! —
dz e + L) B+ '+ L)

m'& y‘Z 22 _
(ol ot i) —mo)

Vzhledem k rovnici (14) odpadne c¢len druhy, ¢len prvy
souhlasf s rovnici (11).

Potencial na povrchu ellipsoidu, kdeZz za pticinou

w? y2 z2
=ttt =1
mus{ byti I, =0, jest

0 dl
17 P=ofym [ - —
[ V@ + 0B+ -1
:132 y2 zz
[ifeirt st )10
VySetriti jest jeSté potencial na bod vnittnf. Podobny

ellipsoid, na némZ bod onen lezf a jenz tvoif hranici jadra
vnitfntho, m4 poloosy ne, nf, ny, tak Ze jest v platnosti

22 2 22
(18) WJF#WWZL

K potencialu v feéeném bodé prispivd pfedné potencial
jddra; ten se obdrii, jestlize do (17) za e, B, y dosadime
ne, nf, ny, kdeZ » jest definovdno rovnief (18).

Vyraz takto vznikly transformujme, zavedouce za inte-
gracn{ proménnou ! jinou &, jeZ s nf souvisi pomoc{ rovnice

= nl.

Prvy tento piispévek jest

19 By . 0 nde
(19 b T 6 9 0509

. [H (“z“ T ﬁg;*;f +’:+*) —H (1)] ,

kdeZ n plyne z rovnice (18).
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Druhy pi'ispévek zjedndvajf vrstvy, jez jidro obklopuji.
Pro né jest bod «, y, z bodem vnitintm. Ellipsoidickd neko-
necné tenkd vrstva uréitého plynulého » neddvd uvnitt vznik-

nouti sildm, coZ znamend, Ze vzbuzuje uvnitf tyZ potencial jako
na svém povrchu. Tento dle difvéj8fch vyvodd (11%) jest

?) f” di ’
/ V@ F2) (B ) 0*n* - 3)
coZ zménou integra¢én{ proménné redukuje se na
de
') (B9 o)

Prispévek zevnich vrstev k potencialu (od » == aZ do
n = 1) jest tud{Z vzhledem k difvéjiimu oznaceni n*== ¢,

® de 1 )
20 . . F . ’
(20) mafy ofW“’ e f (). de

aneb

2nafy .n%dn F (n

2nafy . ndn F (n?) / ;;(

o) x| e oG]

Settouce vyrazy (19) a (20) obdrifme hodnotu potencialu
pro vnitinf bod x, y, z tvaru

= amof ;(a*+e)<pi1e)(r=+ D) [ro—n (G4 +5 2l

o g rde
~+afyx (a2+ﬁ2+?’)/\’(a2+s)(ﬁ’—|—8) @*Fo)

(21)

o s+ 2 e+ e
[no- H(+a2i;+ )|

/

Je-li hustota viude stejnd a rovna jedniéce, jest H(s)=¢,
proto obdri{me zndmy vyraz
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“ de x? y? z®
P—afyx ( 1— — —_ )
A e A S )
Vzorce (15), jakoZi (21), jimiZ YeSen{ problemu potencialu
zaloZené dosud na trojndsobné integraci redukovdno jest na

integraci jednoduchou i v tom piipadu, kdy hustota dle zmi-
néného zdkona proménlivou jest, jsou po mém soudu novymi.

Prispévek k nauce o nekonecnych retézcich.
Napsal
prof. dr. F. J. Studnitka.
V nauce o nekonecnych fetézcich dokazuje se, Ze

—21 (ak:k— 1) =1, @

a to spisobem jednoduchym sice, ale rozvldénym,*) take vznika
odlivodnéné préni, aby se dikaz tento vedl co moZné nejkratéeji,
prémo. A toho doséhnouti moZnd takto:

Znalf-li pn a g Citatele a jmenovatele n-té hodnoty pii-
blizné vSeobecného Yetézce
142
b, 4

g\
—F(—5)=

plati, jak znimo,

b,y 1, 0, ..., 0, O
@, by, 1, ..., 0, O
p":al Q’ a§3 bl) MRS | 0’ O k] (2)
6, 0, 0, ..., anp...b,
coZ predstavuje determinant stupné (n — 1)-ho, a podobné

*) Viz Studnitka: ,VSeobecné tvaroslovi algebraické“ pag. 224.
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