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Poznamky o soustavé paraboloidia prochézejicich
dvéma danyma mimobézkama a o itvarech s nimi
souvislyeh.™

Podava M. Lerch v Brné.

Dvé piimky ¢ a &,, jichZ rovnice budte
d(z=c, y=mx), resp. 8, (3= — ¢, y=—— mx),

lezf na nekone¢ném pottu ploch druhého stupné; jich rovnice
jsou tvaru

o o ¢
aa (3" — M%) + oy (22 — %) + 2a13(xz -
+ 2a,3 (yz — mcx) = O.

Ze soustavy téchto ploch chceme uvaZovati ony, které ne-
maji sttedu, t. j. paraboloidy; vytisleni diskriminantu kvadra-
tické ¢dsti ddvd pro né podminku

Ao [a); + m* (Ag9055 — aj,)] = 0.
Tu bychom shledali, Ze vyraz v hranaté zdvorce vymizi pro
plochy védlcové a jen hodnota a,, = O poddvd paraboloidy.

» Paraboloidy prochdzejici primkami 0, 8, maji rovnice
22— ¢t 4 20 (:cz ———:;y) + 20 (yz — mex) = 0,“  (2)

pii temZz a, & jsou libovolné parametry.
Pro plochu necentralni
2%+ Ay + oo+ a, =0
*'lze rovnice osy psati
amd, + angd, + ansd; =0 (h =1, 2, 3),

*) A. Rasche, Untersuchung der Flichen zweiten Grades, welche
durch zwei windschiefe Geraden gehen. (Diss. Paderborn, 1882.)

J. Klobougek, O komplexu os ploch 2. stupné, které prochizeji dvéma
realnymi mimobézkami (TFicitd rotni zprava eské vyisi redlky Karlinské,
1903—4). :

— Methodické pozndmky k theorii komplexu A2 (Rozpravy ¢eské
Akademie cis. Franliska Josefa, ro¢. XIV., &is. 7; 1905).

V. Simandl, O urtitém konoidu stupné patého. (Casopis pro pestov.
m. a f.,, ro¢. XLII, 1913; str. 165.)
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kde poloZeno
Ar=unz + ansy + a2 + aps.
V piipadé plochy (2) jest
4, .-_-az—.-bcm, A2=bz—%i—, A, =z 4 ax + by,

a rovnice osy budou
' A, =0, ad, +04,=0
t. j. po dosazeni hodnot \
¢4 az 4 by =0, z:%—). 3)
Elegantnéj$i a zirovei pro vystizeni geometrického vy-
znamu vhodné&jsf jsou rovnice, které vzniknou zavedenim para-

metrdi @ a A

COS @ b__sinw
24 - 21’

pii ¢emZ zdroveii zavedeme dhel o na misté konstanty

_ m = tg o.
Pak mime oo? paraboloidi
(2 — ¢®) = z(x cos w -+ y sin w) @9
— ¢(y cotg @ cos w + z tg « sin w)
a jich osy
: _c¢sin2m

= <moa’ zeos®w 4 ysinw =212. 3%

1.

Uvazujme nejprve tyto osy, jez patrné tvoii kongruenci.

Zavedme pro zkrdceni veli¢inu stdlou
_ 4 - P
8= g5, ¢=asn 2,
kterd m4 jiny vyznam neZ méla tdz litera piedesle, a na misté
parametru A zavedme

h=—2alsin 200 — 27.csm2m

“sin 2¢
Rovnice osy paraboloidu pak zné&ji

z=asin 20, xcosw -+ ysin w =1, 4
pfi CemZ A, @ jsou parametry vespolek neodvislé. .
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Primky (4) jsou charakierisovany podminkami, Ze jsou
rovnobéZny s rovinou Oxy a Ze kolmo protinaji pfimku

z=asin20, x=hcosw, y=~sinow ®)

pfi proménném 4, stdlém o. Tyto piimky (5) tvoif konoid
Pliickeriiv

2(2* + %) = 2azy, ¢
K” ” q”

/// :l
//,/ l:

0 2w | X
o A !
i
1
1

K o
ql
0!

Jjehoz konstrukce pravé na zdkladé rovnic (5) je velmi jedno-
ducha.

Vedeme kruh se stredem 4, jehoZz polomér 04 — a. Rémsé
AK"” dhlu XAK” = 2w stanovi na kruhu bod K”, kde#to rimé
OK' Gihlu XOK' — & v piidorysné stanovi bod K', a je privé
pidorysem p¥mky (5), kterou znadime q.

Body K’ a K" jsou priméty ur¢itého bodu K na piimce
g, jehoz soufadnice jsou

x=2acos? w, y=2a cos w sin o,
z=asin20w =uy.
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Bod K tedy opisuje ellipsu, priseé roviny y — 2z s ko-
noidem, jejiZ oba priiméty splyvaji s krubem (4, a).

Osa (4) — kterou znalime o — md priméty o” = q”,
o' 1 ¢ a jeji prisek H s piimkou konoidu urluje parametr
h = OH'

7 konstrukce samé vyplyvd, %e kaZdym bodem prochdzejt
dvé osy a na kazdé roviné leZi jedna osa kongruence (4).

Rovnice (4) stanovi piimku o jako prise¢ dvou rovin a
snadno z nich odvodime jeji soutadnice p, q, », @, %, 0;%)
roviny maji soufadnice

COoS ® v sin ® " 0
>y, = — — _—— P—
1 h ) 1 /7, ) 1 A
—_ S 1
=0 n=0 n=— g

takze, znati-li o uréity faktor dmérnostni, bude

1 —1
op = Qahcos o’ 74T 2ah sin o ’ r=0,
. oS W sin @ Co—1
ow =— h P G%:T, O'():m.

Eliminaci o, &, @ vychdzeji odtud rovnice

,’.__O, pd')_i_qx__o (4&)
@ %
e — e b
a e 1 (4%)

7 téch jest u (42) drubd disledkem prvni » — O a vztahu
zékladnfho platného pro kazdou pfimku p& -+ g% + ro =0, a
rovnice (4°) charakterisuje kvadraticky komplex sloZeny z pfi-
mek, jez kolmo protinaji pfimky konoidu Pliickerova (5*).

»,Orthogondlni se¢ny primel: Pliickerova konoidu vedené
danym bodem tvori kuiel 2. stupmé.

Tytéz secny ledici v dané roviné obaluji kuZeloseiku.“

Lezf-li bod na konoidu, rozpadd se kuZel ve dvé roviny,
z nichz jedna stoji kolmo na povrchové ptimce konoidu obsahu-

*) Oznadeni totéZ jako v knize Clebsch-Lindemannové (2. dil), s od-
chylkou, Ze zde uzito iitery @ misto tam zavedeného .
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jici vrchol, a druhd md rovnici

L Y c_
x0+ o b (6)
pii emz z, y, 2, znati soufadnice bodu na konoidu, z néhoZ
vedeme kolmé setny ku pifmkdm tohoto.
Nazveme tyto roviny singularnimi rovinami komplexu (4%).
Soufadnice roviny (6) , :
1 1

1
U=———, v — —, W= —
Zy Yo %
hovi nésledkem vztahu (5*) rovnici
2a uvw = u* + v?, (62)

t. j. obalovd plocha singuldrnich rovin komplexu

qo — px == 2a pq
je tieti tiidy.
Dosadime-li do (6) za xz, y, #, hodnoty (5), obdrzime pro
obalovou plochu singuldrnich rovin vyjddfeni parametrické

z=hcos 2w, y= —hcos2wsinw, 2= —asinw;

piSeme-li z za % cos 2w, shleddvdmne dplnou shodu s rovnicemi
(3) pro parametr — w.

» Rovina singuldrni (6) prislusnd k bodu x,y,2, na primce
0 obsahuje primkuw — w a dotykd se konoidu v bodé, jehoZ
parametry jsou — o, h cos 2 0.“

Rovnice (62) je skuteéné tangencidlni rovnice konoidu (5).

Singuldrni rovina a singuldrni bod jsou utvary reciproké.
Piimky komplexu (4%) lezfef v sing. roving prochazeji piislug-
nym sing. bodem.

Ponévadz kazdd tetnd rovina konoidu splyvd se singuldruf
rovinou pifslusnou k uréitému bodu, nachizime vétu: vedeme-li
vsemi body nékteré ellipsy na Pliickerové konoidu pfimky, které
lezi v jejf roving a stoji kolmo na p¥islunych pifmkach konoidu,
tvori vedené pfimky svazek.

Bud S bod v prostoru mimo konoid, S, bod na konoidu
lezfei s pfedeslym na rovnob&Zce s Oz; kolmice SP spusténd
na piimku konoidu p m4 tutéZ patu P jako kolmice na pifmku p
spusténd z bodu S,; paty P napliuji tedy ellipsu (jeji ptidorys
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je kruh), ve které konoid protind sing. rovinu pfislu§nou k bodu
S,. Tato ellipsa jest fidicf kiivka kuZele s yrcholem S, ktery
sestivd z piimek komplexu (4") timto bodem vedenych.

2.

Obrafme se ke kongruenci (4). Osy o protinajici danou
pHmku rovnobéZnou s osou konoidu z = x,, y = y, hovi pod-
mince

x, c0S o + ¥, 8in 0 = L
a tedy jsou ddny rovnicemi
z—asin 20, (x — z,) c0s ® + (¥ — ¥,) sin @ = 0.
Vylouenim @ vychézi
2@ —a)' + (7 — 9)"] + 20 (@ — 2) (y — 9,) = 0; (7)
tedy

SDFimky kongruence (4) se ¥adi v Pliickerovy konoidy ve-
spolek shodné a rovnohééné,* ‘
jak bylo otekdvati, jezto pfimka zistdvd v kongruenci, poSine-li
se rovnobéZnd v téze roviné horizontdlni.

Znamenejme S, bod (z,¥,2,) spoletny konoidu (5*) a ose
konoidu (7), jeho priméty S, a S’;; bleddme priset konoidd
(5% a (7). Piimka o konoidu (7) protind dvé piimky konoidu
(5*), které znamenejme p a p, a které odpovidaji parametrim
® a } 7 — w. Prisek P piimek o, p na sobé kolmych je sou-
tasné pata kolmice spuSténé z bodu 8, na pfimku p; souhrn
bodd P jest ellipsa (P), v niZz sing. rovina (6) pfisluind k bodu
S, sete zdkladnf konoid (H*). Pddorys této ellipsy je kruh nad
primérem OS',.

Oba konoidy maji spoleiné ttvary v nekoneénu t. j. tfi

primky .
2@+ y) =0,

a ellipsu (/); zbyvajiei tdst prisede tdchto ploch je tara (P,),
geometrické misto priseku P, piimek o a p,. Cdra ta je stupns
4. a snadno shleddme z konstrukce na zikladé prométnych
svazkil, Ze pudorys jeji jest rovnostrannd hyperbola majici délku
0S', za primér, jejiz asymptoty jsou rovnob&zny s osama sou-
fadnic Oz, Oy.
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Urdeme jesté osy o, které sekou libovolnou piimku
x=eaz+p, y=4pz+gq, )
jez neni kolma na Oz.
Spojenim rovnic (¢) a (4) vychdzi
h=(xcos @ -+ 3 sin @) ¢ sin 2w + p cos ® 4 ¢ sin o,
kterdzto podminka charakterisuje hledané piimky; dosazenfim
této hodnoty % do (4) vychdzi na misté druhé rovnice (4)
(x —p)cos® + (y — ¢)sin ® = (e cos w 4 3 sin 0) 7,
pii ¢emZ jsme uZili téZ prvni rovnice (4). Mdme tak rovnice
hledanych piimek ve tvaru
(x—p— a)cosw + (y —q—pP2)sinw =0,
z2 = asin 2w;
eliminace @ podd rovmici plochy, jiz tyto pfimky tvoif, a sice
Z [(‘L‘ —p— “z)g + (,7/ —q— ﬂz)g] (5)
+2a(r —p — a2) (y — g — B2) = O
plocha ta je konoid stupné tfetiho, oviem kosy.

3.

Vrafme se k paraboloidim (2*), abychom vySettili jejich
vrcholy, tedy prisetiky jich s osami (3*). K wvili pohodli zna-
menejme na okamzik

z=£cosa, y=ysin «;
pak ndm rovnice (2%) a (3*) daji
c’2+ z‘.’ l
c
§cos @cosw —+ nsin esinw =24 g,

- &sin e sin o + 7 cos @ cos 0 = ,

mimo to plyne z prvni rovnice (3*) — s pouZitim hodnoty
c=asin2a —
+c

= sin (w + «) cos (0 — a),

w

ENY
(V)

—c
2¢

= cos (@ 4 @) sin (o — a).

-~



30
7 poslednich étyf rovnic vychézi

al sin® (& + «) cos (w — «),

n+§—

8in 2 «
7 — g —_ ii_ sin?® ( —_
I %4 o — ) cos (o + @),
a odtud pro soufadnice vrcholu
1l
e 51(n [sin? (o + @) cos (@ — &) — sin?(w — «) cos (o + )],

Y _ﬁ()‘g”‘ [sin? (& + &) cos (0 — &) + sin® (0 — «) cos (© + )],

kterézto vyrazy lze téZ psiti
z=2al sin o [1 4 cos (o 4 «) cos(w — a)],
y=2ak cos  [1 — cos (@ -+ «)cos (v — )],

aneb s pfipojenim soufadnice tieti

2 = 2a4 sin o« (cos? o + cos? a), l
y = 2al cos o (sin? & 4 sin? «), I )
2z = a sin 2.

Tyto rovnice poskytuji parametrické vyjidieni geometri-
ckého mista vrchold J” paraboloidd (2*) prochédzejicich pfimkami
0, 0,; tyto body ¥V tvoif plochu, kterd otividnd je p¥imkovd,
a sice pfimy konoid s ¥idici ptimkou Oz jako dvojnou, ktery
je stupné 5. a mé& ubé&znou piimku Fidicf roviny Ozy za troj- -
ndsobnou pifmku, a pimky J, J, za dvojndsobné. *)

Rovnobé&znym osdm (3*) naSf soustavy paraboloidd piislusf
stdlé o, a vrcholy paraboloidi lezi tedy na téze poyrchové
piimce konoidu (V).

4.

Bud s libovolnd setna piimek d, ¢, ; piimka q na Pliicke-
rové konoidu (D), ktera méd pidorys ¢' rovnobézny s pidorysem
s' pfimky s, je timto (viz hof. konstrukei) urena, a jeji narys
poskytuje soutasné ndrys vSech os o nasi kongruence (0" = ¢"),

*) V. Simandl, 1. c.
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které kolmo sekou piimku g. Jedna z téchto piimek o sele téz
piimku s, a sice jest urfena ndrysem prisetného bodu V, jeni
je prisetikem piimek zndmych o", s"; uvaZovanid ptimka o je
kolmd na promitajici roving piimky s a je tedy jeji kolmou
setnou. Pfimka s protind kolmo osu paraboloidu a sele dvé
jeho piimky d, &,; ukdZeme, Ze piimka ta (s) leZi na parabo-
loidu nadi soustavy urteném osou o; tim bude zjiiténo, Ze s je
vreholovou p¥imkou paraboloidu, vrchol jeho V je prisek piimek
0, s. Drubd vrcholovd pfimka s, téhoZ paraboloidu lezi v roviné
kolmé na O:; a md s pfimkou ¢ spoletny piadorys, jsouc kolma
na o (s",=o0", sh=s" 1 0.
Uvazujme nejprve piimky s, ; jich souhrn tvoif kongruenci
z=uasin2w0, zsinw—ycoso =1~ (10)
Jez vznikne z kongruence (4) substituei @ — 7 za @ a zménou
znameni pii a.
Vyjadif-li se, Ze tato pfimka leZf na paraboloidu (2*), ob-
drzi se
h! =2 in sin (v + «) sin (v — «). (102)
Pro pfimku s mdme stejny piddorys, pro jeji priseky
s piimkama J, §, obdrZime soufadnice z rovnic
z, sin (o — &) = L' cos &, , sin(w + «) = I’ cos ¢,
jez vyjdou z rovnice pidorysu
zsinw—ycosw=17,

dosazenim hodnot y — + z tg «; hledané soutadunice jsou tedy
po dosazeni hodnoty (102)

£y = ¢, ¥, = 22a cos « sin(o + a),
2=—¢ z=22%acosasin(o — «a);
rovnice vrcholové pfimky s tedy jsou
z sin 0 — y ¢0s @ = 2 Aa sin (o + «) sin(o — «),
x = Az c08 ® -+ 2ad cos? « sin o, (11
y = Az 8in 0 4 2ad sin? o cos o.

Ptimym dosazenim do rovmice (2*) shleddvdme, Ze tato
pifmka lezf na nafem paraboloidu (v, 4), ¢imz ddkaz proveden.
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Pifmky vrcholové s naSich paraboloidi sekou zdkladnfi
pifmky 4, 4,, a tvofi tedy linedrni kongruenci.

Z (11) plyne dile geometricky vyznam parametru
A =1tg(s, 2),

jako tangenty uhlu, jejz pfimka s svird s osou Oz; ,velidina A
rovnd se kotangenté dhlu vrcholovijch primek s, s, “.
(Pokracovani.)

0 kuzeloseckovych plochéch translacnich.

Napsal Dr. Frant. Kaderavek.

Utelem tohoto &linku jest poddni jednoduchych dikazd
geometrickych a vysvétleni zndmych povét$ing vé&t o translaénich
plochich kuZelosetkovych. K cfli tomu odvozeny tvodem ng-
které jednoduché véty pomocné.

Obr. 2.

Budtez dény dvé kiivky (obr. 1.) 14, %24, pimka O a
smér S. Sestrojme z kiivek '4, 4 novou kiivku A4 zplisobem
néslednim : Vedme libovolnou pf{mku rovnobéznou s S, vyhle-
dejme jeji prisetiky °a, 'a, %e, s pfimkou O a s kfivkami '4, 24
a utiiime aa = %a’a + %a’a. Bod a nilezi kfivee 4, jiz na-
zyvejme kratce soudet kiivek 14, 24 smérem S pfi zékladné O;
A= ("4 + %4)s,0. Z obr. 2. patrno, ze

1. soudet dvou primek 'A2*A smérem S a pri zdkladné O
jest opét primka A; (P4 + 24)s, 0 = 4.

Vytkneme-li v obr. 1. k paprsku °aa nekonetné blizky
a rovnob&iny s S a oznatfme-li jeho prisetiky s O, '4, %4, 4
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