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Pro zaldtetniky poznamendvdme, Ze co se tkne mizen{ vy-
razu (b) jest v pfipadd « — — co prvy ¢initel konecny a druhy
se blfZf nulle, kdeZto pro kladnd velkd = mame

a6
1_e2n(ax—ra’x’+_’§):1__e ot:z:+w’+m‘ :

ap  dy  d, , d
=X 1 a4+t aq

kde ¢, , ¢;,... a dy, d,, d;,... jsou konstanty, na jichZ hod-
notdch nezélezi, a tedy bude

_penlee— Ve By — e P L G | &
log (1—e y=log -4 —- 4%+
z ¢ehoZ soudfme, Ze vyraz (b) md pro x — oo hodnotu
lim 1, ™0 _
= log ax
jak tvrzeno.
VyloZzené zde vysledky (3*) a (4) s pominutim pocetnich
detaild a blizitho uréenf funkce Artg uveiejnili jsme v XXXI.

svazku pédné Battagliniova Giornale di Matematiche, v segité
kvétnovém a Cervnovém r. 1893.

Poznamky k Artztovym parabolam v troj-
uhelniku.

Napsal
Jan Marek,

professor na vojenské akademii v Novém Mésté za Vidnf.

V novéjsi geometrii trojihelnfka dbleZiton tlohu maji 3
paraboly, dotykajicl se dvou stran trojihelnfka v krajnich bodech
treti strany. Tyto kfivky (spolu se soustavou jinych tif pa-
rabol) vySettoval poprvé Artzt v programu gymnasia Reckling-
hausenského r. 1884 (Untersuchungen iiber #hnliche Punkt-
reihen auf den Seiten eines Dreieckes etc.). Po ném zabyval
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86 jimi Brocard v ¢ldnku ,Propriétés de I'hyperbole des neuf
points et de six parabcles remarquables® (,Journal de Mathé-
matiques speciales® 1885) a G. de Longchamps v pojednénf ,Sur
les Paraboles de M. Artzt“ (tamtéZz 1890).

Nékteré zajfmavé vlastnosti onéch tff parabol chceme tuto
krdtce podati a odévodniti.

I. Vlastnosti parabol Artztovijch.

1. Pro kaZdy trojihelnfk ABC (obr. 1.) existuje parabola
P, dotykajfci se stran AB a AC v bodech B a C; poloviénf pa-

2

rametr kiivky této ? obdrZf se z rovnice % mS, , kdez S

naznaéuje plochu trojihelnika a m jeho medianu AM, spojujici
vrchol A se stfedem M strany BC.

2. Parabola P, jde stiedem picky AM. Teéna v bodu
tomto spojuje sttedy C’ a B’ stran AB a AC.

3. Dle pouéky Lambertovy. ohnisko paraboly F leZf v kruhu,
jej opiSeme kolem trojihelnfka AB’C’.

Spustice s ohniska F kolmice na tangenty AB a AC, ob-
drZfme dva body H a H’, jichZ spojenfm obdriime tecnou é&iru
HH’ t. j. tangentu k vrcholu paraboly. :

4. 'V trojihelnfku ABC vedle paraboly P,, dotykajic{ se
stran .v bodech B a C, jsou (zdroveh) jeSté Jlllé dvé paraboly
Py-a P,. vlastnostf iiplné podobnych.
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Tyto t¥i Artztovy paraboly protinajf se vidy dvé a dvé
v bodech A’B’C’ a plochy trojihelnikll kfivkami témito uzaviens,
lze urciti vzorci (viz obr. 2.):

ACB = CA’'B’ =BA'C’' = é% ABC,

ACB = BA’C = CB'A = 551. ABC.

i
11. Nékteré vatahy obecné. Vezmouce osu paraboly za osu
)

i
!

A

Obr. 2.

tiseCek a kolmici vrcholem A jdoucf za osu potadnic (obr. 3.),
obdrZfme rovnici paraboly v soustavé této y? — px.

Tangenta bodem M («,, v,) jdouci ma rovnici
29,y =p(@+m,)
a podobné bodem N (z,, ¥,)
29y =p ( +-a,) .

Obé tangenty setkajf se v bodé, jehoZ soufadnice uréfme
z rovnic téchto a obdrifme
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Yy — By, Yy, — z.% Y .
= -2 T3 = —Vr,x,: .
Yo — U (Y, ——yl) P Veses;

jest tudiz prisecny bod

= — \x,z,

1 Q
® y:%(sh%—yz%

Obr. 3.

Osu pofadnic protinajf tangenty tyto v bodech:
=0 z=0

2) H Y1 » H )
’ y="‘y y="9
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osu usetek v bodech:

x=—a , e = —u,
®) T{y:O ! T{y::O.

Tétiva MN m4 rovnici

ey — Y%
Y—%h— @, —a, (¢ —a,)

a protind osu paraboly v bodé

X — & Jj—
@ 0|7 = iy =V
y=0.

Jest tedy AO = R’A = QR = Vz,x,, t. j. QR jest stieduf
imérnd mezi UseCkami x, a x,.

Sestrojme v bodech H a H’ kolmice k tangentdim MT a
NT’ a vyhledejme jejich prisek.

Kolmice bodem H jdoucf{ m4 rovnici

— 2 %
Yy = P x4 )
a bodem H’ pak

— 2y Y2
y=— e x -+ 5
O priigeku F plati:

2 29\ _ (% %) =
w(p p) 2 2] =0

aneb
© = ﬁ%*!/ﬂ-l’ P
4y, — y1) 4
Méme tedy pro ohnisko paraboly
-2
(5) Fl®— 4
y=0.

K urcenf vzdalenosti ohniska F od bodu Q méme
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Qﬁzw~ﬁahk@—%jﬁrzaa+ﬁ,

- N

Y
HF? = 4

-
(=~

s,

+
bude tedy

. 2
qF = yl+y,+wlw’+ p1+pwa+xlw2+%,'

®) W= o+ L) (e + )
aneb té2

@ QF:V(wl—i—%) (ac,—{-%):MD.ND':FT.FT’,

¢imE délka QF stfednf dmérnou délek MD a ND’ se ukazuje,
aneb jelikoz AP — AT jest téz

MD=FT=u2,+ %:AP+%=AT+%

a tedy také QF byti musf stfednf imérnou délek FT a FT".

Abychom poznali, v jakém thlu délka QF od pifmky QM
neb QN jest odchylena, zavedeme do rovnice (7) tbhly

XMQQ =@, 3 QQN=S4 kde QQ'|| Az,

a jak zndmo
1

MQ'_"Q— MN .

Uhly @, B uréfme rovnicemi:

=%
tg‘a—%, gﬂ—%

2

anebo vzhledem k rovnicfm

¥ = px,
Y =pay,
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1,9 P
tghe= 4z! 4,
@8 :
tg?f = Yo P_.
4qx;  4x,’

pak obdrZfme z rovnice (7) pro

QF =Y, (1+ tg¥a) (1 - tgf) = Es-‘i,—m%ﬁ-
aneb '
®) w,x, = QF .cose.cos § =QR.

Mé-li rovnici této zadost ucinéno byti, musime QF vésti
tak, aby byl 3XFQN = «, pak bude QF.cos « = QH’ a

QH’ cos § = QR,
tedy
QF .cos @. cos § =QR.

Smér od bodu Q k ohnisku F obdrzlme, kdyZ dhel &« = MQQ’
preneseme tak, aby byl 3L FQN — a. '

III. Konstrukce paraboly Artztovy. Je-li dan trojihelnik
QMN stranami MN = a, NQ = b, QM =¢, QQ’ =m a méme-li
za Ucelem rychlej§f konstrukce kfivky najiti polohu soustavy
soutadnic, vrchol A a ohnisko F, nelze QF dle vzorce (7)
vypocitati, jelikoZ @,, ®, a p nejsou zndmy,; v tomto pifpadé
nam tfeba QF mframi z trojihelnfka vzatymi vyjddiiti.

Mysleme sobé kolem ¢tyfahelnfka QHFH’, v némZ dva
pravé iihly jsou v bodech H a H’, opsany kruh, i obdrZfme
dle poucky Ptolemeovy: : ' .

QF . HE’ = H'F . QH + HF . QH’

QF . HH’ = QF sin « . QF cos 8 - QF sin 8. QF cos «
=QF*.sin (2 1 §).

HH

sin (« 1 )’

, _ Y% —Y _ cSine{bsing

(10) HH’ = QF.sin (¢ + B) aneb QF =
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__csinae}bsinf
= merp
Jest pak
. . N
(11)  sine= “;‘;M, sin f = “32‘; ,
tedy

Fe ac 8in M - ab sin N
QF = dmsin (e 4p) ’
a ponévadZ z trojibelnfka QMN
o — asin N _ asinM
“wm@t+p'  sm@th’
obdrZfme dosazenfm do ptedeSlé rovnice

__be4be __ be
a2 QF = dm T 2m

tedy dle (10)
., be . _ S
(13) HE' = 2= sin (e + ) = —,
kde S plochu trojihelnfka QMN naznacuje.

Z rovnice (12) méme tméra

¢
m:b=§-:QF,l

z CehoZ ndsleduje konstrukce, QM’ = QC = _26_, pak CN’ | MN,
aZ obdrifme QN’ = QF, kterou#to délku viihlu « od teéoy QN

na levo naneseme a tfm ohnisko F obdriime (obr. 4.).

Spustfce s F kolmice na teny QM a QN, najdeme body
H a H’ vose pofadnic a kolmice na HH’ bodem F jdouct d4
ném vrchol paraboly A, jakoZ i osu tdsecek AX, &éfmZ vie, éeho

ke konstrukeci potfeba, urceno jest.
IV. Rozlitné relace mezi predeslymi velidinams.
Z obrazce 3. uZitfiin rovnice (11) a (12) plyne
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sine __ bc sinM _ b b b
14 F. Z—
‘( ) =Q T om

sinf — 2m sinN T 2m’ ¢
sinf __ be sinN __ ¢?

15 S =2
(15) FT=QF. gina — 2m sin M~ 2m

Obr. 4.

Nésobenfm téchto dvou rovnic obdrzime

b?.c?
4m?

FT.FT' = QF = o

jak difve jiZ v rovnici (7) bylo ukdzdno.
Déle jest

FT sina = FH, FHsina = AF,
tedy dle vzorce (15)
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p . . c? -
L = AF = FT sine . sine = — .sin%«

4 2m

a vzhledem k rovnici (11)
a’c?® .

p_ o atsimM _ 2 M 4

4 7 2m’ 4m* T 2m® T 2m®
aneb

S’
(16) T

¢imZ dokdzdna véta prvnf. )
Jak jiz difve ukédzdno bylo, jsou v kaidém trojihelniku
ABC tti takovéto paraboly P, P, P. moZné, mezi jejichito polo-

viénfmi parametry —Z-;i’—, %i, % a stiednfmi piickami m,, ms,
m, plat{ relace dle rovnice (16), totiZ
1 1 1
(17) Pa:PbiPe—= m;.’;;g‘.m: .
Ve vzorci (13) nalezli jsme HH’ :%, jest tedy
—1 S2 »
(18) HH':—"T,-::—%.m,

t. j. HH’ jest stfednf imérnd mezi poloviénfm parametrem —12)—

a prickou m.
V. Barycentricky uréené body G, a G, a tangenta B'C.

Napted vypocéitejme soutadnice tézisté G, trojihelntka QMN
(obr. 3.); dle zndmého pravidla najdeme

__1- TyYy — Yy .___1_ i—Y% ¥ T ¥%h +y‘r .

19 = 3" yo—y T 3 (—yp 3p
6] 3 |
- ?'(yl_{"yﬂ)'

Tézists G, trojihelntka G,QM a o
N ¢ »  G,NQ jsou pak tym? zpisobem



287

uréena, & jsou:

2= 3wy, — 4y + XYy _ 1 (3/2+ 2.'/1) :
' 3

G Y@p—=n) P
! y: 2.’/1+ya_.
3 1
(20) 4oy, — 3x,y, — 1 2¢,\ !
o — %2l 1Y3 1!/|:_.(.'/|+ !/'z)
G 9. —un) 4 3
? y= % +2yg_
- 3

z CehoZ patrno, Ze oba body rovnici paraboly y? —— px zadost
¢inf, tedy ktivce té ptindleif.

Body B’ a C’ maj{ soufadnice
=N (2 — ) :!I\(.'/'z +4)

B 20y — ) 2p
Yy = 3!/! +y‘l_;
@ , 4
o Yy (@, — ) — Y.(Y, + ;)
CI 2(y2 —'.'/1) 2[’
y=3% 1%
4

jichZ spojujfcf ptfmka B’C’ ¢ili teéna B'C’ m4 rovnici

y— 9ty _—y (w__yz(mz—-w.)'
4 Ly —Ty 209, — )]’
—%=Y , _ Y 3%t
y= T, — X, v 2 + 4
aneb
_Y—Y% |  Hht
(22) V==t

z které# vidime, %e B'C’ tentyZ smér —’—:-y—‘ mi jako tétiva

2 1
MN, coZ ostatné zndmo jest i z konstrukee.

Urcfme-li pomocef bodu



288
P
, - 2
Q
y=HT4
2

délku stfednf pFfmky QQ’, rovnobéiné ku AX, obdrifme

QY =m=2 +”2+Vw,w2_.y'+y’ + y‘y’“‘(y.+y2)"

Bod Z jako prﬁsek piimek QQ’ a B’C’ md soufadnice

=5= 8

(
l
9 Zl_,, y. +.%

a tu vidime opét, Ze rovnici y* — px soutadnicemi bodu Z 1iplné
se vyhovuje, t. j. bod Z lezf na parabole. Ze zdroveir bod
Z v tangenté B’C’ leZf, presvédéfme se, kdyZ soufadnice jeho
dosadime do rovnice (22).

Z geometrie kuZelosecek.

Pife
M. Lerch,

docent vysoké skoly technické v Praze.

(Dokondent.)

Naopak lze ukdzati, Ze kaZd4 racionalnd Cdra stupné tte-
ttho m4 bod dvojny.*)

Omezime se na diikaz v&ty, Ze ¢ary stupnd tiettho s bodem
dvojnym jsou zvlastni, t. j. Ze obecné cara stupné tfettho bodu
dvojného nemd. Neb bud F(x,y) = 0 rovnice stupné tietfho;
aby (x,,y,) byl bod dvojny, je potfebf i dostaif, aby v rovnici

*) O racionélnych Gardch v roviné viz monografii p. Ed. Weyra v VIIL
rot. Casopisu. Ddle té% tvahy p. Hermitea ve knize Cours d’Ana-
lyse de I'Ecole Polytechnique & pak Emil Weyr, Beitrige zur Cur-
venlehre,
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