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Zakladové arithmetiky.

Dle vykladl professora I, Weierstrassa
napsal

Ludvik Kraus.
Oodddleni L

§ 1
O ¢islech celistvych.

Chceme-li vytknouti, kolik je mezi danym mnozZstvim
jednotlivych predmété stejného, urcitého druhu, uZivime &isel
slovem i pismem. Spojime-li se slovem jedna (zndmka 1) pred-
stavu, Ze mezi danymi predméty se jeden predmét se Zidanou
vlastnosti vyskytuje, mame pii slovech jedna a jedna predstavu,
Ze mezi danymi predméty se jeden predmét té vlastnosti nalézd
a mezi ostatnimi zase jeden.

To, co pocitime, nazveme jednotku (Einheit). Pak jest
jednitka (Eins) vyrazem pro to, Ze se jednotka mezi danymi
predméty jednou nalézd.

Slovem nulla, znimkou 0, naznaime, Ze jednotka se mezi
danymi predméty nenalézi.

Symboly 1 a O by postacily ku grafickému zndzornéni
kazdé kolikosti jednotky; a sice tak, Ze bychom psali 0, kdyz
mezi danymi predméty se jednotka nenalézi; 11 1 kdyZ z danych
predmétii 1ze vyjmouti jednotku, z ostatnich zase jednou a ze
zbylych téz; a podobné v kazdém jiném piipadé.

Z divodd praktickych jest zavedena soustava ¢iselnd, a sice
desetinn4. '

Abstrahujeme-li od uréité jednotky, mdme pojem ¢fsla ab-
straktnfho. Tohoto pojmu ted jeSté uZivati nebudeme. Tedy
ndm budou symboly: :

1,2, 3,.. abec..
znaditi pfislusné mnozZstvi jednotky J. Véc tu vyjddifme také
tak, Ze fekneme: Ony symboly ndm znaéi, Ze klademe jednotku
J jednou, dvakrdt, . . a-krdt, b-krdt . . :
11
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Cisla zavedend nazveme jiz ted &isly celistvjmi. O téch
netieba bliZe vysvétliti pojmy, pro které wdme znaky:
a=b, a>b, a<b

§ 2.
O séitani ¢&isel celistvych.

Definice: Symbol (a4 b) znaci onen pocet jednotek J,
ktery vznikne, kladu-li k @ jednotkdm b jednotek. Vyjmu-li
z (a - b) jednotek b jednotek, zbude jich a. Podobné pFiddm-1i
k a jednotkdm b jednotek, k obdrienému pak poctu ¢ jednotek,
naznacime vznikly pocet symbolem (a - b —-c¢), anebo dle pte-
deslé definice symbolem (a -} b) -+ c.

Ukon symbolem (a - b) naznadeny jmenujeme tikon setitini.

Z téchto definic plyne:

at+b=b-+}a @
at+b+c=a-tc4b (§8))
aneho slovy: Vysledek tkonu (a-}b) je tentyZ jako tvkonu
b+ a). Vysledek tkonu (a4 b-c) je tentyz jako tdkonu
(@+c+-0).

Zadnou z téchto dvou vét nelze z druhé formdlné logicky
odvoditi. Za to viak vSechny jiné zdkony platici o secitani
¢isel celistvych plynou formdlné z uvedenych dvou zdkond.

Tak na pf. plyne z danych definic rovnice:

atbto=at@+0 )
Formdlné obdriime tuto rovnici, t.j. kladouce vidy stejné
za stejné, timto spisobem:

plati '
at+@®+c)=@0-4c)+a dle (I)
O+c)+ta=@0+a)tc dle (II)
. b+a)tec=(a-+b)Fc¢ dle (I)
tedy:

@+b)+e=at@®+o).
Podobné méime vzhledem ku vzorei (1):
at@totdto=at@totd+te
a podle téhoZ vzorce:

at+@b+ctd)te=ad(b+tc)+dte=a+tdbtctd+te
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tedy:
at@G+ctdte=atbtctdte @)
Z této rovnice plyne:

@+ +(c+d+o=(@tbtctdte
a déle:
° =a-t+btcH4d-e

Jmenujeme-li vysledek seéitini soudet, jednotliva pak ¢fsla
souétu a, b, ¢, . . s¢itance (summandy), miZeme Fici:

Soucet nezavisi na potddku, v jakém séitanci po sobé jdou.

Je volno shrnouti séitance libovolné do skupin a seéisti
tyto. Dva soucty v neurcitych c¢islech a, b, ¢ . . jsou stejné,
jestlize se kazdé z téchto Cisel v stejném poctu v obou souctech
vyskytuje, a naopak. _

My jsme zde proto ziejmé stanovili ony dva zdkony,
protoZe béhem dalSiho vykladu zavedeme ¢isla jiného druhu,
o kterych ale k viili jednoduchosti soustavy arithmetické budeme
pozadovati, aby pocitdni s nimi bylo v podstaté totéz, jako
pocitani s Cisly celistvymi. Pak posta¢i na pt. dokdzati, Ze pro
seCitdni novych ¢isel plati ony dva zdkony, abychom byli jisti,
ze plati vSechny.

§. 3.

O nasobeni &isel celistvych.

Definice: Symbol a.b znali soudet tolika summandd a,
kolik jednotek obsahuje b.

a jest tu ndsobenec (multiplicandus), b nidsobitel (multi-
plicator), a.b souéin (produkt). Podobné jest a.bd.c soucin,
kde a.b jest multiplikand, ¢ multiplikator, tak Ze a.b.c
mizZeme také psiti (a.bd)ec.

Ukon naznadeny symbolem a.b zove se tikonem ndsobeni,
Z danych definic plynou snadno tyto tfi zdkony:

a.b=b.a 1I)
(a.b)c = (a.c0)b av
(a4 b)e = ac -} b, V)

z nichZ Z4dny nelze z ostatnfch formdlné odvoditi.
Klademe-li zase stejné za stejné, moznd odvoditi z téchto
tri zdkonl kaZdy jiny o soudinu c¢isel platici. Tak jest na pf.:
11*
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a.b.c=a(b.c) 3)
Platf totiZ:

a.(c)=(.ca dle (III)

Gb.c)a=@®.ae dle (IV)

(b.a)c=(a.b)e dle (V)

tedy:
a.b.c=a.c).

Ze vzorce (3) plyne:
alb.c.d.e)=a(b.c.d)e=ad.c)d.e
alb.c.d.e)=a.b.c.d.e

a déle:
(a.b)(c.d.e)=a.b.c.d.ec.

Jmenujeme-li éisla o, b, ¢.. soudinu a.b.c.. faktory,
méme véty: '

Souéin nezdvisi na porddku, v jakém faktory po sobé jdou.

Je volno, shrnouti faktory libovolné do skupin a vy-
nasobiti tyto.

Dva soudiny v neuréitych cislech a, b, ¢.. jsou stejné,
jestlize se kazdé z téchto Cisel v stejném poltu v obou sou-
¢inech vyskytuje, a naopak.

Ze vzorce (V) plyne:

(@ 5) (e d) = a(e + d) -+ b(c + d),
ze vzorce (III):

a(e + &)+ bc + &) = (¢ + dya+ (e d)b,

a podle (V) konelné:

(a4 d) (¢ 4+ d) = ca - da 4 cb -} db.
¢im jde na jevo, jak soulin souctli se md vyndsobiti. Zde jest
dile dilezito vytknouti, Ze z dané definice o soucinu plyne
pro a—=>b=1 vzorec: .
1.1=1,
kde 1 znamend, Ze jednotka J klade se jednou; tedy slovy:
Jednotka J nasobena toutéZ jednotkou rovnd se jednotce J.

§. 4.

O nejvétsim spoledném déliteli a nejmensim spoleéném
nasobku.

1. Je-li a>b, a odejmeme-li z a b jednotek, ze zbytku
~— je-li to vibec moZno — zase atd., tu kone¢né bud nezbude



157

74dnd jednotka, coZ oznaCujeme zndmkou O, anebo zbude e,
kde ¢ <<b; tedy bude tu:
a=b-+b4..+b-e,
kde ¢<<b miize byti také nullou.
Je-li ¢ nulla, pravime, Ze b je délitelem ¢isla a. Neni-li
¢ nullou, miiZeme podobné pséti:
b=c+t+c+..4c-}d,
kde o ¢islu d plati vzhledem k ¢ totéz, co diive o ¢ vaéi b.
JelikoZ se tu zbytky stile men$f, dojdeme opakovinim tohoto
postupu konecné k rovnici:
m=n-+t+n-tn4..+4n
kde zbytek je nulla.
Podle definice je n délitelem c¢isla m, a protoZe pted-
chizejici rovnice ma tvar:
l=m—+m-}+..4m-4n,
obdrZime dosazenim:
l=n~+4n-4..}n
Tedy je n délitelem c¢isla I a podobné viech pfedchizejicich
zbytkd, tedy i ¢isel a, .
O éislu, které jest délitelem dvou éisel zaroveii, fekneme,
Ze je spoleCnym délitelem téchto dvou &fsel.
n jest tedy spole¢nym délitelem ¢isel a, b.
Naopak jest tu ziejmé,. 7e kazdy spolecny délitel p c¢fsel
a, b je zdroven délitelem cisla .
PiSeme-li totiz:
a=p+p—+..+p
b=p+p+..+p,

tu obdrifme opétnym vyjmutim b z a zbytek ¢ vyjidfeny co
soucet summandd p. Tedy je p délitelem zbytku ¢ a podle toho
i zbytku d, e, .. atd., tedy i cisla n.
Tim je jasné, Ze n je nejvétsi spoletny délitel &isel a, b.
Je-li n =1, jmenujeme ¢isla a, b Cisly nesoudélnygms.

2. Patrné mé soucin a.b délitele @ i b. Je-li » nejvétsf
spoleény délitel ¢isel a, b, pak '
a=nmnp, b =mnq.

Cislo n.p.q mi délitele a, b.
Kazdé cislo, které méa délitele a, b, jmenujeme spoleénym
nasobkem cisel a, b.
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Kazdé takové cislo musi miti tvar a.r=n.p.r, kde
patrné  musi miti délitele g. Z toho jde, Ze n.p.q je nej-
mensi spoleény ndsobek ¢&fsel a, b.

Jak se to se zavedenymi pojmy u vice neZ dvou ¢isel m4,
‘je jasné.

Z uvedeného jde na jevo, Ze zavedené pojmy se daji-
stanoviti, aniz by tkon déleni byl znam.

§. b.
O velidinach éiselnyeh.

1. Rozsitime pojem ¢isel zavedenim vice riiznych, jinak
libovolné volenych jednotek J, J, J,,.. Znali-li ¢ mnoZstvi
jednotek J, b pocet jednotek J,, c jednotek J,, .. nazveme
souhrn éisel a, b, c.. veli¢inou &iselnou (Zahlgrosse).

Tento ndzev jest opravnén, protoZe k presnému urcéeni
takého souhrnu je treba ¢&isel; zaroven jest onen souhrn velidinou,
jelikoz se ménf priddnim neb odejmutim jednotek. (Molekula,
obyvatelstvo a p. zndzoriuji tento pojem.)

2. Chceme-li zde pojem secitini stanoviti, tu je nejpf¥i-
rozenéj§i definovati:

Soucet dvou velicin ¢iselnych je zase veliina Ciselnd,
obsahujici kaZdou jednotku tolikrat, kolikrdt se v obou veli¢indch
celkem vyskytuje. Tim je soucet jednoznacné uren a plati tu
patrné zdkony (I), (1I).

Diivéj$i pojem o rovnosti dvou c¢isel se ted modifikuje
v ten smysl:

- Dvé veli¢iny c¢iselné jsou stejné, paklize kazdd z jich
jednotek v stejném poltu v obou veli¢inich se naléza.

Podobné vSak nelze pojem: ,jedna veli¢ina Ciselnd je vétsi
neb mensi nez druhd“ stanoviti.

3. Co se tykd nasobeni veliin Cciselnych, je stanoveni
tohoto pojmu zde nesnadné. Hlavni obtize se vyskytnou pri
otdzce: Co mdme rozuméti soucinem dvou riznych jednotek ?
‘Libovolnost definice takového pojmu bude zajisté mensf, kdyZ
vytkneme napted poZadavky, kterym ma zavedeny pojem vy-
hovéti.
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Soustava arithmetiky bude jednoduchd, udinime-li po-
zadavek: Definice sou¢inu dvou velifin &selnjch mé byti tak
vytknuta, aby zdkony (III), (IV), (V) platily, a za drubé méi
byti soucin dvou velicin ¢iselnych zase veli¢ina Ciselnd, to jest
souhrn jistého pocétu zavedenych jednotek.

UkdZeme v piiStim paragrafu, Ze obéma témto poZadav-
kiim lze vyhovéti, zavedeme-li neobmezené mnoho jednotek,
definovanych dole naznacenym zpiisobem.

8. 6.

O éislech lomenyech.

1. My klademe za zdkladni jednotku 1; a, b, ¢ znali
zase tedy urcité pocty jednotky 1. Mimo to zavedeme jednotky

a oznaéime je symbolem —712—, kde » je abstraktni Cislo ze fady
2,34, ..
Takova jednotka % mi miti tu vlastnost, Ze = jich muzZe
zastupovati jednotku 1, Tedy:
it =1,
kde na levé strané mame » summandd. Klademe-li % tolikrat,

kolik a jednotek obsahuje, a nazveme-li souhrn % , tu mizZe

podle toho n veli¢in % zastupovati a.

Jest zihodno jmenovati zdkladni jedootku 1 prosté je-
dnotkou, kazdou jinou ze zavedenych jednotek pak ¢ast{ jednotky,

a sice ;1; n-tou Casti jednotky 1.

Tedy bude pro pristé veli¢ina ¢iselnd ndm znaditi souhrn
uréitého poctu jednotky a jistych Cdsti (ne viech) jednotky, kde
kazdd CEdst v wréitém poctu se vyskytuje. Je volno v takové
veliiné nahraditi kaZdou jednotku = m-tymi édstmi, a naopak.

Veliciny tyto oznacime pfsmeny Feckymi a budeme uZivati .
pro né nazvu: d&isla lomend. V predchdzejicim jsme nefekli,
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Ze jednotka 1 miZe byti libovolné volena, protoZe se nemiiZe
pti libovolné jednotce vidy o jeji ¢dstech mluviti. Prece vsak
takové jednotky existuji; klademe-li na pf. 1 jakoito jednotku
délky, tu vime z geometrie, Ze lze urciti takovou ¢ast, Ze = jich
" se rovnd jednotce.

o 11 - .
2. Co tu bude znaciti —.—, anebo specidlné 1.1? Pred-

poklidejme, Ze obéma pozadavkim v §. 5. vytknutym lze vy-
hovéti. Pak je L.} veli¢ina Ciselnd a t‘ﬂ\té}
% Ky + *a + + 3 -

kde poloZime scitance 12-krat. Podle zakonu (V) miiZeme tuto
veliinu psati:
PR DE G DG G DL
a podle {III) a (V):

G+i+i+DG+i+.
Oba faktory jsou podle definice 1, tedy obdrZime 1.1. De-
finujeme-li ted:

Jednotka ndsobena jednotkow dd jednotku, tedy:
1.1=1,

tak je .1 takovd veli¢ina ¢iselnd, Ze 12 jich mZe zastupovati
1, tedy:

1

ol

. -i- ——T
VSeobecné mame podle toho:
11 1
m'n T m.n’
a podle (V):
a b a

m'n~ m.n’
Z toho jde na jevo, jak nutno definovati vibec souéin
o . dvou veli¢in ¢iselnych., Za tim dcelem objasnime difve
nésledujfei pojmenovani.

. oy , oy a ,
My pravime: ma L n-td &dst velidiny -t Tento vyraz

a a
jest oprivnény, protoZe n veliin =, Se rovna ;n—, jak jiz
z pojmu téchto veli¢in plyne. Klademe-li totiz:

a

m.mn

=7,
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pak je:
y+r+..+r=a
kde v levo m.n summandd; spojime-li na levé strané vidy
n Cisel y do skupiny a nazveme-li tuto 7, plati:
n+n+.-t+tn=a
kde na levé strané se vyskytuje m summandd. p, je zase
veliCina ¢iselnd a tedy podle definice:
a

P= -

. .. . . .
Ziroven je ale y, soucet » summandi peand tedy je onen

vyrok sprivny. Podle toho nazveme p-tou Cdst veliciny

(2+2)

(a5 ip)
a tak dile.

Definice: Soutin e.f je velicina c¢iselnd, sklddajicf se
z veliCiny e a jejf ¢asti tymZ splsobem, jakym f skladd se
z jednotky a jeji ¢asti. Z této definice plyne naopak platnost
zdkond (IIT), (IV), (V) a pro «, B co &isla celistvd definice
di{véjst.

3. Posud byla stejnost veliin ciselnych tak definovéna,
jak jsme to v §. 5. vytknuli. Z pojmu naSich veli¢in jsme ale
ted poznali, Ze plati-li:

velicinu

pak tu je:

Z toho jde na jevo, Ze

Yz f 4 sve . 1
znadi tutéz veli¢inu jako —.
m.n n
e @ ” .
U veli¢iny - Zoveme a ¢itatelem, m jmenovatelem.
Je-li ddna veliina:

a b c
m-,+;;+;+--
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auréfme-li jeden ze spolecnych ndsobki ¢isel m, n, p. ., na pt.
¢islo ¢, tu bude:
qg=m.m =n.n=p.p; =..

. . , a am am . ,
. Pigeme-li pak misto —, —=—' a podobné u ostatnich,
m’ m.m, q ,
tu jmenujeme tikon, jimZ obdriime z dané veliciny veliCinu:
a.m+b.n+c.p+..
q Y

wvedent velitin na stejného jmenovatele.

Definice: Velitina c¢iselnd « se rovnid veli¢iné Ciselné B,
jestliZe po uvedeni obou na stejného jmenovatele jsou ¢i-
tatelé titéz.

Veli¢ina ciselnd « je vétSi neb mendi nez velicina ciselnd
B, kdyZ po uvedenf obou na stejného jmenovatele jest Citatel
u « véts{ neb mensi neZ onen u f.

Aby tyto definice byly spriavné, musime dokazati, Ze je
lhostejné, jakého z onéch mozZnych stejuych jmenovatellt volime.

Tento diikaz neni zbyteénym, nebo p¥i uvedeni veliCiny
na stejného jmenovatele klademe arcit spravné:

a . n.a

m n.m’
uzfvame pak ale tkonu- secftini pro tyto nové symboly; a tu
se nerozumi samo sebou, Ze jisty tkon proveden 's tymiz
veli¢éinami, ale v jinych symbolech vede k tymZ veli¢indm,
t. j. veli¢indm, které jsou snad oznaleny jinymi symboly, ale
jsou tytéZ podle ptvodniho pojmu veli¢in.

Zéroven musfme Z4dati na pojmech zavedenych, aby mély
tytéZ charakteristické vlastnosti, kteréz maji tyto pojmy u cisel
celistvych. To musime Zidati, protoZe tyto pojmy nejsou pojmy
a priori.

Méli jsme u éfsel celistvych:

1. Rovné-li se a, b, rovnd se také b, a.

2. Rovné-li se a, b; b, ¢, rovnd se také a, c.

3. Je-li a=b, b =c¢, pak a=c.

Jsou-li @, B dvé libovolné veli¢iny éiselné a je-li p nej-
men§i spoletny ndsobek jmenovateli v e a B, tu obdriime z o

pfevedenim na jmenovatele p %, z B obdrzime %. Z {konu
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takového ptevedeni jde na jevo, Ze pro jmenovatele p.q obdrzime :
m.q m.q
p.a¢ p.g
Jestlize tedy jednou citatelé jsou stejni, tak jsou vidy, nebo
zm.qg=mn.q di se souditi, Ze
m>==mn,
Tu jsou také vlastnosti 1), 2), 3) ziejmé.
Budeme nyni vidy tohoto pojmu stejnosti uzivati. Z toho
pojmu plyne:
Jestlize g =y, tak je:
atpf=atvyp,
a naopak z této rovnice mohu souditi, Ze f# se rovna p.

Ze mnéco podobného pro soudin platf, musf{ se dokdzati,
coz ostatné jest snadné. Mame totiZ vzorce:

b a_b.a a.b .b.
‘m T .n.

a také:

Tedy miZeme zde stejné za stejné (podle nové definice)
poloZiti. To plati patrné, jsou-li jednotlivé faktory soucty,
méame-li na zfeteli zikon (V). Tedy plati:

Je-li B =y, tak je:
a.f=a.yp,
a naopak z této rovnice lze souditi, Ze 8 se rovna y.

Nebude snad zbytecné, objasnime-li, pro¢ jsme p¥i stanoven{
pojmu soucinru znovu definovali:

1.1=1.

V oboru zavedenych ¢isel se vyskytovala také ¢fsla 1, 2, 3..
odpovidajici dfivéj$im ¢islim celistvym. Tu nemiZeme a priori
Fci, Ze pro ¢isla celistvd v novém oboru musejé platiti vSechny
ty pojmy Gkonil, jako pro diivéjsi c¢isla. My naopak Zdddme:
Je-li to moznd, tedy maji tyto pojmy potrvati a maj{ se pro
ostatni nové ¢isla disledné rozdititi.
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§ 7.

O dislech zapornych.

Méame-li:

B=v+9,
ozna¢fme J symbolem:
0= (ﬂ - 7)1
takZe Ze pojem tohoto oznaceni je definovdn rovnici:
B—n)+r=8 1)
Tu pak bude platiti:
e+ B—y)=(z+Bl—2). (2

Na levé strané stoji totiZ veliCina Ciselnd (¢ -~ d), majici
vlastnost tu, 7e vznikd z ni pfidinim velic¢iny y veli¢ina ¢iselna:

et04y=a-p.
(@+9)—v

ale pravé podle (1) takovou veli¢inu definuje.

Jsou-li & ¢ dvé libovolné veli¢iny Ciselné a &>, bude
(¢ —¢) ndm znaliti zase veli¢inu ¢iselnou. Mysleme si na oka-
mzik, Ze i pro ¢ =t anebo &<<¢, symbol:

Symbol:

(e —1)
mé vyznam Pak musime désledné souditi:
et (e—e) =e

ate— )+ (—8) =,
coz timto zplisobem jde na jevo.
Polozme do (2):

B=y,
e+ (B—p)=(a+pB)—8B.
Podle (1) plati:
{e+B —B}+B=a+8
«—+(B—p)

tuté vlastnost jako e, totiz: pfidim-li k nf 8, obdr#m (¢ -+ B8)-
My klademe tedy

tak obdriime:

Tedy ma

at(B—p) =
Podobné bude tu
at@—1)+@—p ={etB—7) +2}—b
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a protoZe

B—»)+7r=5
plati
act@—1+@—B={ct+pl—f=ct+B—pf=e

Dosavadnf obor velitin roziff{fme tim, Ze zavedeme mimo jed-

notku 1 a jeji ¢dsti ;1; druhou jednotku 1’ a jeji ¢dsti (-11;)’,

W+E)++E) =1
Tyto veliéiny maji miti tu vlastnost, Ze 1 + 1, (71;)—{—(%)’

Je-li (ﬂ—y) veliinou ¢fselnou o (v drivéj‘s'.l’m smyslu) a

_1,1.1
=atutyte

= @)+ +E) +
plyne z definice, Ze:
0t+a--a=2a.

Tedy md of tutéZ vlastnost jako (y — ) a symbol (y — 8)
tedy md v novém oboru veli¢in vyznamu.

Jmenujeme-li dkon naznaleny symbolem (¢ — ¢) ukonem
odéitanf, miZeme Ffci:

* Ukon odéitdnf je v novém oboru vidy moZnym. Velitina
¢iselnd bude se nyni sklddati z urcitého pocétu jednotek 1 a
jeji Casti a z urcitého poctu jednotek 1’ a jeji Cdsti.

Pro drivéjsi veliiny céfselné «, B jsme stanovili pojem
stejnosti. Ponechdme-li tento pojem pro tyto veli¢iny i v novém
oboru, musime, md-li byti dkon od€itini jednoznaénym, tentys
pojem stanoviti pro veliiny e’, f’. Z toho patrno, jak budeme
definovati stejnost naSich veli¢in c¢iselnych.

Je-li A takovd veli¢ina, uvedeme kazdy ¢len v A se vy-
skytujici na téhoZ jmenovatele ». Pak vznikne z A soucet
¢lenfi, z nichZ kazdy jest bud:

(2)=¢ ancbo (=)=,

tak Ze zase:

a klademe-li déle:
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tedy ona veli¢ina:
&4+t
nyni se dd4 upraviti bud na tvar:
4 &) Fte) ..t dedetet..te
anebo na tvar:
E+)F et b dete) oot te,
anebo do tvaru:
+&) G +e) .. ().
Protoze (¢ - ¢’) nic na souctu neméni, miZzeme v téchto
ptipadech resp. psdti:

e +¢&+4..F¢
3 ¢het o
et &.
Psali jsme soucet:
e+t 4e4..

v jiném potddku, majice na zfeteli definici o secitini v §. 5,
Déle jsme definovali:

0+te+t¢& =0,
a podle poZadavku shora vytknutého soudime, Ze:

0 +e+& =0 a pod.

Definice: Velic¢ina éiselnd A se rovnd veli¢iné céselné B,
jestliZe uvedeny na tvary (3) jsou identické. Tu zase platf
vlastnosti (1) (2) tohoto pojmu v §. 6. vytknuté. Tato definice
involvuje, Ze klademe:

et =f+pF=p+r=..

Posud jsme nullu do poctu nezavedli; O byla zndmkoun
pro to, Ze jednotka se mezi danymi pfedméty nenalézala.
Dissledné oznaéime tedy veli¢inu & -} o’ zndmkou O.

B=r+o
mé tu vlastnost, Ze pfidinim « vznikne:
et+pf=a4y+o =y
Podle definice mé (p — &) tutéZ vlastnost.
Klademe-li tedy:
o= —a,
miZeme — e za samostatnou veliinu povaZovati, kterou pti-
ddme misto abychom o odeétli. Pifeme tedy:

U= ()= (w):
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Tyto veliiny, jako kazdou pouze z nich sloZenou, jmenujeme
veliinami zdpornymi. Naproti tomu jsou veli¢iny:
L
' m
veliCiny kladné. :
1 jest jednotka kladnd (positivai), — 1 jednotka zdpornd
(negativni).
Kazdou velicinu ¢iselnou naSeho oboru budeme jmenovati
dislem raciondlngm (zlomky).

§. 8.
O zakladnieh konech s &isly racionalnymi.

1. Ukon secitdni. Podle toho, co jsme o pojmu stejnosti
u naSich veli¢in fekli, je tento ikon jasny. Podle tohoto pojmu
plyne, klademe-li 8 =y:

et p=c+y,
a naopak soudime z této rovnice, jak zfejmo, Ze:
B=7.

2. Ukon odéitdni. (8 —y’) bude znaditi veli¢inu té vlast-
nosti, Ze z ni vznikne B, ptriddme-li k ni p’, jestliZe pojem
ukonu odéitdni i zde zachovame. (84 p) md ale, jak vime,
tuto vlastnost. Klademe-li tedy:

r=—y =—(—7),
tedy je ukon odéitani v nagem oboru vidy mozny, jednoznacny
tikon. O ném plati totéz, co o tikonu setitdni.

3. Ukon ndsobeni. Predpoklidejme, Ze zdkony (III), (IV),

(V) plati, pak: ,
(e+Py=ea.y+B.7

(@—By+B.7r=@—p+pfy=0c.y.
Predpokldddme-li dile, Ze soucin dvou ¢isel raciondlnych
je zase &fslo raciondlné, ma (¢.y — B.p) tu vlastnost, Ze pii-
dénfm B .y vznikne «.p. Dle piededlé rovnice md tutéz
vlastnost (¢ — B)y. Tedy musime kldsti:

(e—Bly=a.y—B.y.

(@4 =a.y+0.7=c.y+(— B,

a tedy i:

Dile je
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tedy :
a.y—p.y=a.y+(— B,

z ¢ehoZ dle vytknutych vét soudfme:

. - ﬂ Y= (—' ﬂ)y:
a podobné:
—B.7 =(—B).
Definujeme-li zase
1.1=1,

“bude
—D.1=(1.1)=—1,
I(—)=(C—DDl=—1,
(—)(=D=—{l(—D}=—(—)=—1=1
Podle toho jest jasné, jak vibec soucin dvou neb vice ¢isel
raciondlnych se vyndsobf, stanovime-li pro é&fsla kladnd, jako
diive:

1
—_— )

m.n

Sl

1
7’—}, .
at d.

Tu jest také snadné dokdzati, Ze klademe-li stejné za
stejné (podle nové definice stejnosti) do soucinu, obdrzime totéz,
tedy pro:

A=B
je:
C.A=C.B.
Méme-li
(¢4 ea)A=ea.At A,
a klademe-li
aA =C,
platf '
A=—0C,
tedy:
0.A=0.
Naopak, je-li ddna rovnice:
C.A=C.B,
tu, jak jsme jiz poznali, C bud je
’ etete+..

nebo
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s’-}—e’+s’-—{—-..
£+6'. .

Polozime-li za C tato ¢fsla, coZ je dovoleno, je zfejmé,
Ze v prvanich dvou pfipadech miZeme souditi:
A=B.
TymZ obratem se ukaze, Ze je-li:
C.A=0,
musi byti jeden faktor nullou,
4. Ukon déleni. Jsou-li A, C dand &fsla racionilnd, tu
tdZeme se po B, jez ¢ini:
A.B=C.

nebo

Protoze:

A.B=B.A,
je lhostejno, ptdme-li se po A neb B. Tento kol se di vidy
fegiti, t. j. nalezneme vidycky ¢fslo raciondlné, které tomuto
pozadavku vyhovuje, a jen jedno, kdyZ A meni nullow. Nebof
pak miZeme souditi, jestlize:

A.B=C,
A.D=C,
ie B=D
V tomto pifpadé pak piSeme:
B=C:A.

. Cjest tu délenec (dividend), A délitel (divisor), B podfl (quotient).
Podle toho je:
A(1:A) =1,
tedy i
C:A=C(l:A).

Nebof podle definice je:

AC:A)=A.B=C,
ale i zaroven

A.C.(1:A)=A.(1:A).C=1.C=C.

Je-li m celistvé kladné ¢islo, tu jsme méli

m (1—3;) =1

m(l:m) =1,

Nyni méme

12
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tedy 1:m =

S|~

<

Zistaneme tedy v souhlasu s diivéjsim oznacenim, piSeme-li

Q

o
I
B Q

tak Ze bude

| Q
I
Q

—

|-

~

Patrné tu bude
1
(ﬁ)(- m)y—=—1;
m je zase celistvé, kladné ¢fslo.
1
(:_—"7) (—m)(—)=-—1,

(L=t

(_im)’m =1,

= a p.

Diive jsme vSak méli

tedy

8. 9.
O radach.

Poznali jsme, Ze dkony zdkladni s ¢isly racionalnymi jsou
vidy v oboru téchto &fsel moznymi (a sice jednodnainym spi-
sobem), aZ na ten jediny pFipad, kdy p¥i déleni divisor je nullou.

Oznaéme nyni kazdé c¢islo raciondlné literou Feckou. Pro-
toZe jsou vSechny zdkony stanoveny, volno povaZovati kazdé
¢islo za abstraktni.

Ukony zékladni na
“‘) ﬁ’ y’ d\"’yi 'V’
v urcitém poctu applikované vedou zase k ¢islu racionalnému.
Ddme-li viem velidindm, aZ na & urcité hodnoty, vznikne
veliina
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I L o it W nh s 20
0ya™ 4 dpam . L O
kde &, d, jsou urCitd Cfsla racionalnd. Vyskytuje se zde tloha:
Pro které « md ona veli¢ina urcitou hodnotu?
Jednoduchy piipad je ten, kdy ona veliina je
o*—a,
kde a je celistvé, kladné ¢éislo.

Nagla se methoda, jakou v piipadé, kdy o existovalo,
(tedy a bylo B?% se toto stanoviti dalo. Bylo-li ale @ na pf. 2,
tu pak tdkon dobyti /2 se nikdy neukonéil. Pozmalo se, Ze
ka7dé c¢islo racionalné obdrZené tim, Ze vkon odmocnéni se
n-krat pouze applikoval, mélo tu vlastnost, Ze jeho druhd moc-
nina byla néco mensi neZ 2 a rozdil byl tim mensf, ¢im vetsi
bylo n. Reklo se, Ze \/2 je mezi ¢isel racionalnjch. To arcit
neni dosti srozumitelné; nebo co tu mé byti mezi, kdyZ to neni
¢fslo ndm zndmé, t. j. ¢fslo racionalné.

Podobné se to md s uvedenim zlomku na zlomek desetinny.

Zavedeme nové velidiny Ciselné tvaru:

a+B+v+o0+. .,

kde Clenit je neobmezené mnoho, kaZdy c¢len pak bud 1 neb

j.eji Cast, tedy zlomek tvaru 71{

Takova veli¢ina Ciselnd (#ada) je, aspoii pojmovité, tiplné
stanovena, jestliZe vime, které zlomky se zde vyskytuji, koli-
krat a na kterém misté. Ozna¢ime ji velkym pismenem la-
tinskym.

Zde je kaidy c¢len zlomek kladny; jestlize je kazdy clen
zlomkem zdpornym, oznacime veli¢inu pismeny cdrkovanymi
A B, L

Dillezitou jest zde ta okolnost, Ze definujeme zase dané
velitiny pfesné formdlné; tak asi, jako na zacitku jsme kladli
na p¥. tii riizné jednotky JJ,J, vedle sebe a fekli J - J; 4 J, je
piesné definovand velidina ¢iselnd. Jakého vyznamu takové veli-
¢ina pro podet ma, zdvisi jednak na definicich tkonfi poéetnich,
jednak ale na pojmu stejnosti pro tyto veliCiny stanoveném.
Tenkrit jsme poznali (§. 5.), Ze bude platiti:

at+bdb=b+a atd,
12*



172

jestlize pojem souctu tak zachovdme, jak jsme jej pii celistvych
cislech vytkli a jestlize zdroven dvé veliciny za stejné povaZujeme,
kdyZz tytéZ jednotky v stejném poctu obsahuji.

Podobné i zde stanovime napfed pojem stejuosti velicin
. A, B. To ucinime ale tak, aby zakony I, 1I, III atd. platily,
jestlize tikony analogicky definujeme.

Rozumi se samo sebou, Ze chceme miti soustavu jednotnou;
7e tedy budeme definovati stejnost tak, Ze, pro ten pripad, kdy
A, B jsou éfsla racionalnd, definice bude v souhlasu s definici
diivéjst.

UkdZe se déle, zZe bude volno klasti pii tdkonech s no-
vymi veli¢inami stejné za stejné.

Dokud neni pojem stejnosti definovdn, bylo by klamné
na pf. souditi, Ze:

1 1 1 B |
1_—2—+—2—5—}—E§+.. (n-ty clen Jeg)
timto splisobem. dJe-li totiZ:

1 1 1
m:-2—+—2—2+?+,

pak:
1 1
- x= 1+—2~+-27+
etr=1+4=
‘ z=1 ,
Zde jiz porovnavime dvé fady, soudime z
z4+1=u-t}ax,
Ze plati:
z=1.

K tomu maZeme byjti oprdvnéni, jestlize pojem stejnosti
patficné definujeme.
Za timto tcelem zavedeme pojem ddstky a sice takto.

Mame-li
at-ftyto+..
nechf je to fada, tedy velicina A, anebo soucet uréitého poctu
Clendi, pak jmenujeme kazdy souhrn wréitého poCtu Clend z této
veli¢iny &dstkou jeji.
Pak je cdstka Castky zase castkou dané veliciny. KazZdi
cdstka je tedy cislo racionalné, kladné a protoze takové mohu
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na kladné ¢asti rozloZiti splisobem rozmanitym, jmenujeme
i kazdé ¢islo racionalné, kladné a mens$i neZ vynata dastka,
¢astkou veliCiny dané.

Definice: VeliCina A rovnd se veliciné B, jestliZe kaZdd
édstka veliciny A je Castkou veli¢iny B a naopak.

Patrné tu plati:

Rovni-li se A veli¢iné B, rovna se B veli¢iné A.

Rovni-li se A, B; B pak C, rovnd se A, C.

Je-li e =<1, a ¢ Castkou A, je & Cdstkou A.

Jsou-li A, B zdroveri Cisla racionalnd, je tato definice
stejnosti v souhlasu s diivéjsi.

Déle plyne z definice:

Velicina A nezdvisi na pofadku, v jakém ¢lenové po sobé

jdon. Volno rorlofiti kaidj Elen — veliciuy A na m Gisti

1 atd.
m.n

JestliZe A nenf stejné s B, existuje patrné castka & veli-
¢iny B, kterd neni ziroveir Cdstkou A anebo naopak. V prvnim
piipadé pravime, Ze

A je mensf nez B, (A <<B);
v druhém, Ze
A je vétsi nez B, (A>B).

Toto pojmenovdni je tplné analogické s difvéjsfm, tedy
oprivnéné. Nebo snadno shleddvime, na pf. v prvnfm pii-
padé, Ze kaZdd &dstka veli¢iny A je &dstkou wvelitiny B. Nebof,
je-li 0 cdstkou A, musi byti 0 <Cs, jinak by & bylo ¢astkou A,
proti supposici. Tedy je 0 Castkou veli¢iny B.

Velicina A miZe miti tu vlastnost, Ze kazdé cislo « je
jejt castkou. Prikladem toho je Fada:

I S T Y
v které se kazdd cast ;—lz jednou a jen jednou vyskytuje.
) Vsechny velic¢iny této vlastnosti jsou podle definice stejné.
Rekneme, Ze jsou nekonedné a oznacime je znimkou oo. Za-

kladnf pojem veli¢iny je zde patrné illusorni.
Ze soustavy velidin nasich je tedy vyloudime.
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Kazdd veli¢ina A (fada) na$i soustavy bude miti tedy tu
vlastnost, Ze neni kazdé ¢islo e jeji ¢astkou anebo jinak Yeceno,
7e kazdd jeji c¢astka je menSi nez jisté cislo @. Nazveme tyto
fady radami Lonvergemtnimy.

Za priklad stdjZ zde fada:

1 1 1
gttty T
. 1 sas %z . 0 oy
kde n-ty clen je o kazda c4stka je tu menSi neZ 1.
Ve to, co jsme zde uvedli, necht plati, klademe-li —1

za 1, —% z -, tedy @ za @3 A, B'.. 7 A, B..

§. 10.
O zakladnich tkonech se fadami.
1. Ukon seditdni. A + B se rovni iadé, v které se 1 nebo
jeji cést 71{ tolikrat co Clen vyskytuje, kolikrdt se celkem v A

i v B jakoZto ¢len nalézi. Patrné je rada A -} B konvergentni
a plati tu za
B=C
A4+B=A+C.

Naopak lze z této rovnice souditi, Ze B = C; dtikaz toho
ale nenf tak snadnym, jak se zdd. Ponechdvdme jej Ctendri,
podotykajice, Ze v § 11. na jinych zikladech ona véta se
dokéze.

Zakony I, II zistanou zde patrné v platnosti.

2. Ukon oditdni. Co tu bude (A—B)? Zachovéme-li
pojem fohoto symbolu, jak jsme jiz dfive pro (¢« — B) stanovili,
musfme Kkldsti:

(A—B)=A+4+PB =A-4(—B).

Odecteme od A, B, jestlize pfidime k A veli¢éinu B’. Co
to ale znamend, musime stanoviti, nebo posud jsme velitiny
tvaru A +- B’ nezavedli. Zavedeme tedy tyto co samostatné
veli¢iny do nadf soustavy. Tu pak nutno definovati pojem stej-
nosti pro né.
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Rozumi se, Ze stanovime tento pojem tak, aby byl v pii-
padé, Ze A, B’ jsou ¢isly racionalnymi identicky s difvéjSim,
a za druhé, aby bylo volno klisti v A4 B’ za A nebo B’
veli¢iny s nimi (podle drivéjsi definice) stejné.

Definice: A 4 (— B) se rovnd C - (— D), jestlize

A4+D=B+4C.

Pojem této stejnosti je ale jiZ stanoven.

Patrné tu zase platf:

Rovné-li se A 4P, C+D’, rovnd se C-D’ veli¢iné
A+PB.

Rovné-li se A+B, C4D" a C4+D’, E+F tak se
rovnd také A-|-B’, E 4 F.

Nebo mame pak z:

A4+B=C+D
a C+D=E+F
rovnice:

C+F=E-+D

D+ A=B+4C(,
tedy i rovnici:

C4+D+F+A=C+D-4B-E,

z které podle 1. tohoto §. lze souditi:

F+A=B-+E
a z této konelné:

A+B =E+4F.

ProtoZe v rovnici
A+D=B+4C

je dovoleno klasti stejné za stejné, tedy i pro nové veliCiny
plati:
A+4B =A, +B/
jestlize
A=A,, B=B,.
Rovnd-li se A, B, tu neméni A B’ nic na libovolné
veli¢iné C -4 D’, co se timto splisobem dokdize.
Plati

C4+D+A+B =A+C4+(—B—D)
A4+C+4(—B—D)=C4(—D);

nebot definice stejnosti vyZaduje, aby, jak skutetné jest,

a dale
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A+C+D=C+B~+D.

C+D+A|+B=C+D.
Oznacéime tedy A - B’ v tomto pifpadé nullou.

3. Ukon ndsobens, Stanovime soudin B.C tfm# spiisobem,
jako jsme to difve u soucinii soucts raciondlnych cisel ucinili.

Je-li B fadou
Bi+B.+B:1-.
ntve Tt

tu md byti B.C Fadou A, v které se kazdé &islo By, a jen
jednou co ¢len vyskytuje. Patrné je A veli¢inou jednoznainé
urcenou; jednoznaénou proto, Ze veliina A na pofddku clend

Tedy:

a C radou:

. .o <y . foxzp 1 o
nezdvisf a urcitou, ponévadZ lze udati, ktera cast o a kolikrat

se v A co clen vyskytuje. Zdkony III, IV, V patrné tu plati.
DokdZeme nyni, Ze A je fadou konvergentni.
Kaida castka z B je totiZ mensi neZ jisté Cislo f a kazda
castka z C je menS$i nez jisté Cislo y; z toho patrno, Ze kazdd
Castka z A bude men3i nez g.y. Vyjmeme-li totiz z A libo-

volné éastku ]
ﬂ}'xyy'x—l- ﬁlz ?1": + e
a je-li A nejvétsf z cfsel:
l’l k] J’Z’ 13$ .
a u nejvétsf z Cisel:
Mgy Hoy B35 -
pak se vyjmutad éastka rovmd anebo je mendf, nez:

Bi+B+-- +8)n+r+.. +7y,)1
tedy mens3f nez ..
Podobné se dokdZe:
Rovné-li se C veli¢iné D, plati:
B.C=B.D.

Nebo kazd4 ¢dstka z B. C je men3i nebo se rovni:

By +B:4+B1) n+rv. . +20)s
kde A, ¢ maji pfisludné hodnoty. Je-li D Fadou

& 40,405+
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tu mZeme vzhledem k rovnici
C=D
vyjmouti z D Castku ¢, kde
e=pn+r+.. +7p,'
Tedy 1ze vyjmouti z B.D ¢astku
By 4B, +. .+ B0 &
kterd se rovnd nebo je vétSi neZ vyjmutd cdstka z B.C,
Tedy: KaZd4d Cistka z B.C je Cdstkou B.D a naopak.
Co se tkne opa¢ného usudku, totiZ Ze plyne z rovnice
B.C=B.D
stejnost
¢=D
srovnej sub 1. tohoto §.

4. Ukon délens. Tento tkon zde stanoviti, bylo by ob-
tizné, jelikoZ jsme u ¢&fsel raciondlnych neméli urcitého zdkonu,
podle kterého se podil bezprostiedné urciti dal. Prevedeni na
stejného jmenovatele je patrné u veli¢in A illusorni.

Pojedndme o tomto tdkonu pozdéji v §. 13. po zavedenf
novych kriterif pojmu stejnosti.

5. Nezli o téchto bliZe promluvime, roziifime jesté pojem

fad. Posud byl kazdy ¢len veli¢iny A bud 1 nebo —117 Nyni

zavedeme Fady tvaru
L L s R 1)
kde «; je obecné ¢fslo racionalné, kladné, tedy
1,1 1
al——i+b—z+"+m—z’
kde a;, b; .. jsou celistvymi ¢isly kladnymi.
Klademe fadu (1) stejuou s radou A, kdyz tato obsahuje
co Cleny vSechny zlomky ;1— v Cislech o« se vyskytujfci a jen

w
tyto. Klademe-li podobné radu

BB+ @
stejuou s B, tu se rovnd fada (1) fadé (2), kdyz A = B.
Jmenujeme-li zase ddstkow tady (1) kaidy souhrn wuréitého
poctu Clendl «;, tu patrné moZnd najiti ¢édstku z A, kterd je
stejnou s vyjmutou Castkou ze fady (1) a naopak. Vyjmeme-li
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z A Castku e, tak lze nalézti castku z (1), kterd je bud veétst
nebo stejnou s Cdstkou e.

Je-li tedy kazdd ¢dstka Fady (1) men$i, neZ jisté cislo e,
tu nazveme fadu (1) konvergujici.

Jen konvergujict ~Fady tvaru (1) zavddime do nast soustavy.

V fadé A je patrné volno shrnouti i neobmezené mnoho
clenti do skupin a povazovati A co souCet téchto skupin. To
plyne z definice stejnosti

A=B+}C.

I kdyZ takovych skupin je neobmezené mnoho, klademe
soulet téchto skupin co stejny s A. '

Podle toho jest snadné dokézati, Ze je u rad tvaru (1)
dovoleno shrnouti ¢leny (byf i neobmezené mnoho) do skupin
a secfsti tyto, byt i téchto bylo neobmezené mnoZstvi.

Co zévérek podotykime, coZ ostatné lze snadno dokdzati:

Stanovi-li se pojmy tkond pro fady (1) tymZ spiisobem,
jako se to stalo u veli¢in A, (s jedinou jen modifikaci, tedy

Ze viude klademe misto ¢lenu —717 ¢len o), potrvaji véty difve

- obdrZené.

§. 11.
O novych kriteriich stejnosti.

Mame-li
A+B=A+4C,
soudime, Ze B se rovnd C.
Podobné z rovnice

A+p=A+y
plyne, Ze kazdé Cislo menS{ neZz f je Cdstkou y a naopak; tedy
B=y.
Méme-li konecné:
A+4B=A+4C,

a chceme-li viibec vztah ¢isel raciondlnych k faddm definovati,

musfme klasti
: g =C.

Stejnost fady s Cislem raciondlnym jsme posud pi¥imo ne-

definovali. Je déle zfejmé, co tu znamend 8> C, g <<C. Vy-
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vineme ted kriteria stejnosti, ktera touz mérou plati pro vsechny
tyto tii pripady a kterd jsou pro praktické potfeby spisobi-
lej$imi.
Je-li velicina A Fadou
T A o P

necht si je «; zlomkem ”lz anebo obecnym kladnym ¢fslem ra-

cionalnym, bude kazdd Cdstka z A men$i nez jisté Cislo e.
Volime-1i za n libovolné celistvé, kladné ¢islo, nalezneme patrné
mezi

od ¢lenu —11; poéinajice prvni zlomek m—:—l, o kterém bude

platiti
m—1l_,
=
tak Ze:
—2
<A
ﬂ. >A
n

., m—2 . ., y e .
Protoze —, e ¢astkou A, miiZeme rozloZiti A na soucet

A=A, + A,
kde A, obsahuje uréity pocet élenti z A, a
m— 2
A=RTE
2
tedy: A—A1=A2<—n—,

n bylo zde libovolné; tedy plati:

Theorem 1. Je-li 0 sebe men3i dané cislo kladné, tu
lze rozloZiti A na dva dily, z nichZ prvni je ¢islo raciondlné,
druhy pak fada mensi nez 0.

K vili struénéjsfmu vyjadieni zavedeme nynf symbol |e«|.

Tento md znacit kladnou hodnotu ¢isla @, kdyZz od zna-
ménka abstrahujeme; tedy na pf.:

18|=]|—3|=3
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Nazveme |a| absolutni hodnotou (absoluter Betrag) Cisla e.
Tu plati:

Theorem II. Je-li A stejuné s B, 0 libovolné dané, sebe
. men§{ ¢islo, ¢ libovolnd ¢dstka z A, tu lze uréiti ¢astku ¢ z B
tak, Ze

|e—e| <O.
Dikaz: RozloZme A na dva dily
A = Al + Az ’
kde A, obsahuje uréity pocet clenti, tak 7e
A=

Kdyby tu A, nebylo men$i nez d, tedy vyjmeme z A,
tolik Clenti v urCitém poctu, Ze zbytek je mensi nez d. Tedy
vidy je moZné rozloziti A na dva dily tak, Ze prvni se skladd
z uréitého poctu c¢lendt a je véts{ nebo se rovnd & druhy pak
je fadou mensi nez d. Jmenujme tyto dva dily zase A,, A,,
tak je

A +A,=A
A, =e A,<o0.

RozloZme nyni i B na dva dily B,, B,, kde B, obsahuje

urcity pocet ¢lent a
B, <o.

ProtoZe A se rovnd B, musi kazdd ¢4stka z A, na pf. A,
byti castkou veli¢iny B a naopak, tedy plati:

| A, —B, | <o.

Jest-li A, se rovnd & tu je B, ono ¢, o kterém v theo-
remu 1L jsme mluvili; je-li ale A, >¢, tak patrné mbZeme
¢ < B, voliti tak, Ze

I &§—1 I < d‘a
kde ¢ tedy je zase casti veliciny B.

Rozumi se, Ze tymZ spsobem jsme mohli voliti ¢ co cast
z B libovolné a uréiti podle toho e.

Tent§Z theorem platf, jestlize jedna z veli¢cin A, B je
¢fslem racionilnym anebo obé jsou cisly raciondlnymi. Zde pak
volno rozuméti Castkou éisla raciondlného e kazdé ¢islo stejné
s @ neb mens$i neZ e.

Abychom objasnili theorem podany, volime za ptiklad
zndmou stejnost
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1

|

=l4+at+a®4..,
kde ¢ <C1. Tu je vidy mozna urciti ¢astku ¢ fady na pravé
strané rovnice tak, Ze
1 \
10,

l—oe
kde 0 znac¢i sebe menSi danou, kladnou velicinu. Nebot plati
1+a+ta?+.. et = 11—__——“—(:,
tedy
1 _ I L
l1—a¢ 1—a 1—a

n
< 0.

Protoze o << 1, je mozZnd voliti » tak velké, Ze —=

Dilezitym jest opacny theorem. Zachovdme-li veli¢indm
0, & ¢ téhoZ vyznamu, plati:

Theorem III. Maji-li dvé veliciny A, B naSi soustavy
(vecht si- jsou ¢isly racionalnymi nebo fadami) tu vlastnost, Ze
pii libovolném d a libovolné castce & lze urciti ¢ tak, Ze

le—¢ ] <@
a naopak pfi libovolném 0 a ¢ moznd urciti ¢ tak, Ze téZe ne-
rovnosti vyhovuje, plati stejnost
A=B.

Dikaz. Budtez za prvé A, i B radami. Pak tteba jen
dokazati, Ze kazda castka z A je cistkou B a naopak.

Je-li ¢ libovolnd Castka z A, tu existuje patrné také ¢astka
¢z A, kde

&>, tedy 6 —¢ =0,
a 0, kladnd veli¢ina. Nyni jest mozna, podle toho, co v theo-
remu predpokldddme, urciti ¢ tak, Ze
le—t| <dy.
Z toho plyne:

& <<t
a protoze ¢ je ¢dstkou veliciny B, tak je i & t.j. libovolna castka
z A Cdstkou veliiny B. To plati patrné i naopak, ¢im theorem
III. v tomto pripadé jest dokdzan.
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Je-li A éislem raciondlnym @, B ale fadou, a maji-li e,

B ty vlastnosti, jak je v theoremu III. p¥edpokldddme, maji

tytéz vlastnosti patrné i fady C+4 e, C- B, kde C je libo-
volnou fadou konvergujici. Z toho soudime

C+e=C+4B
a—=B.
DokdZeme nyni{ pomoci theoremu IIL, Ze lze z rovnice
A4+B=A-4}C
souditi:
B=C.

Za tim tcelem tieba jen dokizati, Ze k libovolné céstce
B z B pii daném libovolném J moznd urciti castku y z C
tak, Ze '
18—7]| <o.
Tomu tak skutecné jest; nebot budiZ & castkou z A ta-
kovou, Ze
A=c+4A,, A, <0.
Tu pak 8- ¢ je castkou veli¢iny A -+ B, tedy i veli¢iny
A+-C.
Budiz tu
Bre=p+y
tak Ze y je castkon z C a ¢ cdstkou z A. Jest-li ¢ je menSi
neb stejné s & pak plati patrné

By,

tedy B castkou veli¢ciny C. Jest-li ¢ je vétSi neZ &, tak plati
podle toho, jak jsme & urcili

1 —e<d,
tedy i '
g—y<d.
Podobné se dokize, Ze lze z rovnice
AB=AC
souditi

B=C.
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Vyjmeme-li z B libovolnou ¢4stku &, z A libovolnou &dstku

e, tak lze patrné urciti castku e, z A a cdstku ¢ z C tak, Ze
o, L == o,

Je-li 0 sebe menSi dané ¢islo kladné, musi se nyni doka-

¥,

zati, Ze lze urciti e a prislu§né e, tak, Ze
|e—e] <.

Kdyby ¢ bylo vétsi neb stejné s &, pak netfeba zde vice
diikazu. Dejme tomu, Ze ¢ jest menSi neZ & a sice

&§—1=0.
Pak plati
¢ —a=a (»?-—-1)
ocl-—-aga—lj—,
tedy i

0 — o= —;
1 = 8’

d i ¢ jsou dané veliCiny, tedy 1?:6l znamé veli¢ina. Ur¢i-
me-li nynf ¢dstku e z A tak, Ze o kazdé castce @, z A, kterd
je vetsi neZ e, plati
o, —a<lad,
tu patrné v hotejsi nerovnosti
o L= s,
kde ¢ ma vlastnost pravé naznacenou, nemizZe byti rozdfl mezi
¢ a & vétsi 0, nybrz Cislo men§i neZ J; tim je véta dokdzina.
Ze lze skuteéné urCiti ¢ naznacené vlastnosti, je jasné; znaci-li
B libovolnou éastku z A a je-li
d".’. < ﬂ dl)
vime, Ze vidy lze ucriti « > f tak, Ze
o — <0,
tedy i
0, — a0, <<ad,.
Béhem dalsiho vjkladu budeme casto uZivati uvedenych
theoremii. Tu se ukédZe, Ze jest zdhodno a Ze také staci vyjadriti
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theoremy spisobem o néco zménénym. Misto abysme, jako jsme
diive vidy cinili, mluvili o libovolné éastce &, mluviti budeme
o jistijch jen Castkach, t. j. onéch, jez jsou souhrnem prunick
m ¢lent Yady A. Oznaéme tento soucet zndmkou e,; plati
A=a,}A,.
Radu A, nazveme zbytkem fady A ptislusnym k éislu m. Z theo-
remu L plyne tu:
Je-li 0 sebe mens$i dand veli¢ina, lze vidy wurciti m tak
velké, Ze piisludfci zbytek Fady A je menSi nez d.
Podobné plyne z theoremu 1I.: _
Jsou-li A, B stejné veli¢iny, 0 sebe mensi dand velidina,
p sebe vétsi dané ¢&islo celistvé, kladné, lze vidy urciti m > p»
n>>p tak, Ze
I“m_ﬁnl<d‘~
Tieba tu jen uréiti m vétsi nez p tak, Ze
A—oa,<<9,
a podobné n vétsi neZ p tak, Ze
B— B—n <.
Nyni plati i opacnad véta:
Veliciny A, B jsou stejné, jestlize pfi sebe mensi dané
veli¢iné & a sebe vétSim daném ¢fslu p lze vidy uréiti m > p,
n>p tak, Ze

lam_a-n <d\-
Nebot pak zajisté k libovolné Cistce ¢ z A lze urCiti cdstku
¢ z B tak, Ze
le—e|<<O
a naopak, pii daném ¢ lze urciti ¢astku ¢ z A vyhovujici této
nerovnosti. Tedy plati theorem IIL, éimz véta uvedend je do-
kazéna. (Pokradovani.)
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