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Znazornéni éisel délkami a naopak.

Napsal
Dr. Jan Vilém Pexider v Praze.

Predméty a jich vzdjemné vztahy, jimiZz se mathematika
zabyva, definovdny jsou jednoduchymi zdsadami, jez tim zpi-
sobem, axiomatickym, pfedméty ty pro mathematika v Zivot
uvddsjf. Zdsady takové moZno jest vytknouti si zcela libovolné.
Mathematik v8ak zvoll je tak, aby sob& neodporovaly; nebot
jinak nebylo by lze vyvoditi z nich ddsledkd logicky platnych,
a systém pFedmétd tak definovanych pro mathematika by neexi-
stoval. Z toho ddvodu jest prvou podminkou soustavy axiomd,
s nimiz mathematika vibec miZe - poéftati, aby sob& vzdjemns
neodporovaly. (Véc, chce-li se, samoziejmd.)

Véda vzniknouti miZe tam, kde dostateény poéet dat,
faktd, tedy mnoho materidlu jest znimo; ona poéfnd viak te-
prve uspofdddnim materidlu, a pofddini to dé&je se p¥irozenéd
methodou axiomatickou,. jeZ prdavé pro jednoduchost axiomi
sama jest jednoduchou. Potdtek jest ten, Ze se vytkne logickd
soustava pojmd-a sice tim zpidsobem, aby vaztahim mezi vyte-
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nymi pojmy odpovidaly téz vztahy mezi fakty, jeZ majf byti
uspofdddny. V konkrétnfm p¥fpadé neni zdsadou touto vytéena
jiz jen jedind moZnost ve volbé urtityech pojmd a wurditych
vazeb; naopak, ve véci lezi jeStd mnoho libovolnosti. Pii sta-
noven{ soustavy axiomi Zddd vSak mathematik (z divodid oeko-
nomie v myslenf), aby systém ten byl Gplny, aby jednotlivé z4-
sady na sobé byly nezdvislé a aby si, jak jiz bylo podotéeno,
neodporovaly vzdjemns. Z takového systému plynou pak pomocs
koneéného poétu logickych zdverd jako disledky vSecka fakta
(a data), vSechen materidl, jenz mél byti uspofdddin a v teorii
uveden.

Timto zplsobem stanoven byl a obecné zndm jest systém
axiomi, na nichz zbudovéna jest, a sice ziplna, nauka o ¢islech;
tfm zplisobem podatilo se v novéjsi dobé ovlddnouti i nejjedno-
dus3i a nejdokonalej§i z ptirodnich véd, geometrii.

Uplny systém axiomi geometrickych podan byl prof. Hil-
bertem v jeho ,Grundlagen der Geometrie* (Lipsko 1899). [Dle
spisku toho uvefejnény byly axiomy geometrie v 2. &fsle Caso-
pisu pro péstovdni mathematiky a fysiky (rod. 32, str. 147—
156) v referdté p. prof. A. Libického*)]. Soustava Hilbertova byla
vSak od té doby v nékterych svych &dstech podstatné zménéna.
Podafilo se totiz ukdzati, Ze axiom II 4 jest disledkem axiomi
I1,2 7alll, 2 3 a naopak, Ze existuje geometrie, v niz
axiomy I 1, 2, 7 a Il 1, 2, 4 jsou v platnosti, nenf jim vSak
axiom II 3. Z toho plyne, Ze zdsada II 4 nenf axiomem, a
byla prof. Hilbertem ze soustavy §krtnuta. Skupina II obsahuje
tudiZ sprdvné pouze tii linedrné axiomy II 1, 2, 3 a jeden ro-
vinny, [jenz v referdtu vyznaen jest pod II 5*)]. Skupina III
z dblezitych pfitin postavena byla za skupinu IV, takZe sou-
stava Hilbertova obsahuje nynf na tfetim misté skupinu axiomi
shodnosti (III 1, 2, 3, 4, 5, 6), na &tvrtém Euklidiv axiom
(skupina IV). Skupina V byla roz$ffena a obsahuje tfi na
sob&é nezdvislé axiomy: axiom Archimeddv, axiom sousednosti,
axiom uplnosti.

Vzhledew k témto zméndm budiZz zde soustava Hilbertova
v novém znénf (platnd pro geometrii v roviné) uvedena.

- %) Vleoika ze dne 2. kvétna 1903.
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Soustava axiomit geometrickych.

I. Axiomy spojovéni{.

1. Dva rizné body uréuj{ vidy ptimku.

2. Ptimka Jest urtena kterymikoliv dvéma riznymi body
svymi.

3. Na kadé pifmce leZ{ nejméné dva body a v kaZdé ro-
viné existujl nejméné t¥i body, jez neleZ{ na pifmce.

II. Axiomy pfifadovdni.

1. Le#f-li ze ti{ bodd 4, B, C neja.ké piimky bod B mezi
A a C, le#f téZ mezi C a A.

2. Jsou-li 4 a B dva rizné body pfimky, leZf na ni aspon
jediny bod C mezi 4 a B a aspon jediny bod D tak, Ze jest
C mezi 4 a D.

3. Ze ti{ libovolnych bodd néjaké piimky leZf vidy jen
jediny mezi obéma ostatnimi.

4. Budtez A, B, C tti body, neleZfcf na ptimce, a v ro-
viné ABC ptimka a, jez neprochdzi zddnym z bodd 4, B, C;
prochéz{-li pak pffmka a nékterym bodem, leZicim uvnitf dsecky

AB, jde dojista téZ bud bodem usecky BC neb tsetky AC.

III. Axiomy shodnosti.

1. Lezf-li body 4, B na pfimce @ a na ni neb na jiné
piimce a’ bod 4’, pak lze na jedné z obou stran té pFimky
(2 neb a’) nalézti vidy jen jediny bod B’ tak, Ze tsetka AB
(neb BA) jest shodna s useékou A’B’ (oznateni: AB= A'B’
neb B4 = A’B).

- 2. Je-li useCka AB shodna s usetkou 4’B’ i s tseckou
A”B”, jest té% A’B’ shodna s tsetkou A”B’.

3. Jsou-li AB a BC dvé dsecky ptimky a, jeZ nemajl
spoletnych bodd kromé B, A’B’ a B'C' tsetky téie neb jiné
- piimky a’, jeZ rovnéz nemaji spoleénych bodd kromé B’, a ]e -li

AB= A'B" a BC=B'C, jest téz AC=A'C’. Lo

4. Budtez ddny: thel (A, k), pffmka a’ a uu‘.lté strana

Jjejl, a znagiz A’ polopaprsek. pifmky a’, jenZ vychdzf z bodu
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0’; pak existuje jen jedin§ polopaprsek A/, vychdzejict z O,
toho drubu, Ze thel (h, k¥) jest shodny s dhlem (&', &) neb
s thlem (&, »’) a Ze zdroveii v8echny vnitinf body @hlu (%', %)
leZf na oné urtité dané strané ptimky a’.

5. Je-li thel (h, k) shodny s tdhlem (A", ) i 8 Ghlem
(W', k), jest téz thel (', k’) shodny s dhlem (&, k").

6. Jsou-li pro dva trojihelntky ABC a A’B’C’ v platnosti
shodnosti AB = A’B’, AC= A'C", 3L BAC=3 B’ A'C", tu jest
t6z 3L ABC =3  A’'BC’ a 3L ACB=374'C'P.

IV. Axiom o rovnobé&Zkdch.

Bodem A4, poloZenym mimo ptfmku a, vésti lze jen je-
dinou pffmku takovou, Ze nesete ptimky a (axiom Euklidiv).

V. Axiomy Spojitosti.

1. Budiz 4, libovolny bod pi{mky, poloZeny mezi dvéma
body 4 a B téie ptimky; sestroji-li se body A4,, 4,, 4,, ...
tak, ze A, jest mezi 4 a A4,, A, mezi 4, a 4;, A, mezi 4,
a 4,, atd. a ze tlsetky AA4,, 4,4,, 4,4,, 4,4,, ... jsou si
rovny, existuje v fadé bodd 4,, 4,, 4,, ... vzdy bod 4, ta-
kovy, Ze jest B mezi 4 a A, (axiom Archimediw).

2. Déna-li libovolnd tsetka AB, existuje vzdy trojahelnfk
(neb étyfdhelnik atd.), do néhoZ nelze vpraviti dsefku stejné
délky (aziom sousednosti).

3. Prvky geometrie tvoif soustavu predmétd, jez pFi za-
chovdni platnosti vSech axiomd I—V nenf schopna Zidného
roz§ffen, &ili: Nenf moZno k soustavé bodd a pifmek pfipojiti
jiné prvky takové, aby byly i v této obecnéj’f geometrii splnény
viechny axiomy I—V (aziom dplnosti).

Ctend¥, obezndmeny s Cantorovou teorif mnoZstvi, vSimne
si, Ze axiom V3 determinuje mohutnost systému prvki geo-
metrickych. Axiom tento neplatf pro geometrii nearchimedickou,
axiomy I—IV a axiom sousedstvi (V 2) budujf geometrii nepytha-
gorejskou. Zdsady I—IV a V1 plati pro geometrii Eukhdovu,
na nich jest celd geometrie tato ziplna zbudovdna. :
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- Na zdkladé axiomi I—IV a axiomu Archimedova — tedy
v geometris Euklidové -— lze ukdzati, Ze kaZdou uselku mériti
lze néjakym redlnym éfslem; nelze viak dokdzati, a na to G.
Cantor r. 1872%) prvy poukdzal, %e by i kazdému ¢fslu odpo-
vidati musela urtitd délka. Obapolné jednozna énd korrespon-
dence mezi &sly a body pfimky pfijfmala se mathematiky
i geometry po dlouhou dobu jako néco samoziejmého (hlavné
v analytické geometrii). Teprve hluboké tivahy o nekoneénych
mnoZstvich riznych druhft pt#imély Cantora, uvédomiti si jasné
tuto ,samoziejmost®, jeZ pii podrobng&j§im zkoumédni ptestala
byti samoziejmosti a probrati kriticky ,dikazy®, o néZ tu i tam
obecné za sprdvnou pfijimand véta ta byla oprena. Dikazy
ukdzaly se logicky nepifpustné, a to mélo oviem za ndsledek, Ze
od let sedmdesdtych mathematikové — aZ na né&jakou tu vy-
jimku — misto ,dikazu® vétu onu vyslovovali a vyslovuji jako
axiom [Centrales Axiom u F. Kleina**)], poukazujice na jeji
nedokazatelnost; tak to Cinfval i Weierstrass ve svjch pred-
ndSkdch. Teprve v nejnovéjsf dob& ukdzal prof. Hilbert ***), ze
jest moZno takovou soustavu axioml geometrickych stanoviti,
ze z ni obecné platnd geometrie Euklidova vybudovdna byti
.miiZe, a to v celém svém rozsahu, a Ze lze krom toho, vedle
jinych novych vécf, na zdkladé této soustavy problém zndzor-
nénf ¢isel délkami a méfeni délek &fsly FeSiti uspokojivé a
v duchu tradi¢ntho poZadavku, totiz poZzadavku oboustranné
jednoznatné korrespondence mezi Eisly a délkami.

Prof. Hilbert naznaéil feSen{ problému toho ve svych
ptednddkdch o ,Zdkladech geometrie* v r. 1902. Na zdkladé
téchto budiz v nésledujicich Fadcich poddn vyklad a FeSeni zmf-
néného problému.

1. Uvedeni éisel do geometrie,

Déna bud libovolnd pifmka, a na ni budteZ dva body
- oznateny ¢&fsly O a 1. Pili-li se tato koneénd isetka O1 a
rovnéz kazdd nésledujici, plilenfm oofm vznikld, a nanesou-li

*) Cantor, @. [1].
**) Klein, F. [5].
**%) Hilbert, D. [4].
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se v8echny tyto usetky za sebou od bodu O jakozto poldtku
na danou pifmku, vzniknou body, jeZ nutno oznaliti ¢&fsly

é , %, —:9%, . 2,8, ... —?2’-, -'Z—, ..., t. J. obecné body
s ¢isly tvarn —g;, kdeZz « i n znadf libovolnd celistvd redind

¢isla kladna.

1. Véta. Pro dostateiné veliké n obdrZi se wvniti kaZdé
sebe mensi usecky body, jiché vezddlenosti od poldtkw O méreny
Jsou Cisly 73_"

Dikaz. Bud 4,4, dsetka, o niz se tvrdi, Ze neobsahuje

%4dné body, jimZz by odpovidala éisla tvarn % Nanesme na

obé strany usetky té na piimku e délku A 4, tolikrdt, aZ pie-
kroéi se body ptimky, jichz vzddlenost od pocdtku O méFi éfsla
o
2n' ‘
operacf. Body ony vyznaleny budtez literami 4 a B, a poclet
na levo nanesenych dilcd

4 B
04, A, 4,4, A,

tvaru Dle axiomu V 1 lze toho dosici koneénym pottem

4,4, budiz !, na pravo nanesenych p. Mezi body 4 a B lezi
tedy ziplna neb Cdstecné nejméné tfi dilce, vzdy vSak' jest pocet

jich — jak jiz uvedeno — Fkoneény. Ptlime-li nynf dsetku ADB,
tu nemfze palicf bod zapadnouti do prvého dilce 4,4, 1, nebof
by pak pravd polovina musela byti vétsi neZli nejméné jedna
délka, levd polovina v8ak men3i nezli tatdz délka. Palfef bod
(C) mize tudfz zapaduouti jediné do takové z nanesenych délek,
v nichz body 4 a B (nebof tatdZ tdvaha plati i pro druhy kraj)
nelez{. Pilime-li nyni dsetky AC a CB a tento proces opétu-
jeme posloupné na kazdou nové vzniklou délku, prostou éisel

é‘i, vpravime pokazdé jeden bod, ocislovany éfslem tvaru 73,

do nanesenych diled 4, 4, 2, 4124;s, ..., Vv nichz z po-
tdtku jestd z4dny bod toho druhu nelezel. Potet téchto jest
. 2
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koneény a kardym pillenim dle vytéeného postupu zmensuje se,
jak bylo ukdzdno, o jednicku. Opétujeme-li proces pilenf vice-
krite, nezli jest dilch v tseéce AB, vytkneme dojista v kazdém

“dilei Ardi41 aspoit jédin)'r bod s ¢&fslem tvaru ‘;7-’ a tudfzivu-
setce 4,4,, q. e. d. Neexistuje tedy zddnd, sebe mensi konetnd
usetka, jez Ly neobsahovala body %, ¢ili na pfimce nenf me-
zery, v nfZz by nebylo bodd oéislovanych koneénymi dudlnymi

zlomky. Body % lezf na piimece a ,vSude husté“, pantachicky.

2. Kaédow délkw mérite lee Cislem redlngm.

Na pfimku nanesena budiZ od jistého bodu O co potatku
délka, jejfz mira md byti vyjddiena ¢&islem. Konelny bod této

délky delf pifmku, na niZ lezi vSude busté body s éfsly %,

na dvé casti a délf tudfz vSecky dudlné zlomky (koneéné) na
dvé kategorie takové, Ze kaZ#dé ¢fslo prvé z nich mensi jest
ne#li kazdé &fslo druhé.-a Ze kazdé ¢fslo druhé znich jest vétsf
nezli kaZdé ¢islo prvé kategorie, ¢ili na céisla mensf, neZli by
bylo ¢islo, odpovidajfcf onomu kone¢nému bodu, nebo jemu nej-
vySe rovné a na C&isla vétsf.

Tim vytéen jest mezi &fsly “ng fez — lezit 2% na pifmce
pantachicky —-t. j. zde skutetné definovdno jest redlné &islo (po
zpisobu Dedekindové®), obecné zndmém). Je-li v prvé kategorii
jedno z ¢fsel nejvétsi resp. v druhé nejmensi, jest Fezem tim vytéeno
¢islo racionédlné, vyjddiené koneénym dudlnym zlomkem. Nelze-li
v prvé tH{dé vytknouti Zddné éfslo tvaru —g,; jako mnejvetsf a
v drubé #4dné jako nejmensi, deﬁn;lje fez ten ¢fslo bud racio-
ndlné neb irraciondlné, vyjddiené nekonecnym zlomkem dudlnym.

*) Dedekind [1].
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Necht tedy nastane pifpad prvy nebo druhy, koneéiny bod délky
pokazdé definuje urtité éfslo, t. j. —
2. Véta. KaZdou délkw zmériti lze redlnym Cislem.
(Pokrac¢ovéni.)

O hmoté.

Glossy k stfedoskolské fysice.

Napsal
Josef Krkoska,

gymn. professor v Pelhfimoveé.

1. Uvetejiinje tyto tvahy vzpomindm vdé¢né slovutného
pisatele ,Gloss k ucebni latce fysiky na stiednich 8koldch“ ve
XX. roéniku tohoto tasopisu, zemielého prof. dra A. Seydlera.
Mél jsem ptilezitost byti ¢lenem semindrnfho konversatoria, z né-
hoz ony Glossy vzeSly, a vdzim si jich z té priiny v mife tim
vétsf. OvSem tehdy ch4pali jsme vyvody prof. Seydlera pouze
jako védeckou kritiku, kteréz on doddval obzvldStni poutavosti
svym rozhledem odbornym, jakoZ i svym hluboce zaloZenym sta-
noviskem noetickym; jejich cely vyznam a hodnota mohly ndm
vysvitnouti teprv v povoldni utitelském, jemuz vlastné byly
uréeny. BohuZel nedprosnd smrt zasihla prof. Seydlera, sotva
Ze pocal svoje Glossy uveiejiiovati, a zmatila tak praci, jeZz by
byla u nds velmi ptispéla k prohloubeni a protifbenf fysikdlnf
ldtky stiedoSkolské. '

Nenf pochybnosti, Ze stiedoikolskd fysika takovych praci
potiebuje a bude vidy pottebovati. Nebéf pouze o to, aby nové
vyzkumy a pokroky védy byly stiedoSkolskému vyutovéni vhod-
nym zpisobem pFivtéleny, ale jest vibec i mdlo objevil starsich,
jejichz jistd tprava, jak o sobé, tak u vztahu k ostatn{m mohla
by byti povazovdna za definitivnf, takZe by nepiipoustéla jiz
spracovdn{ dokonalej§tho a pro §kolu vhodnéjsfho. Ostatud ani
fysika stfedo$kolskd nemiiZe se vyhnouti pojmiim, jeZz postradaji
#4doucné ustdlenosti a potfebuji, aby dale byly t¥fbeny. Sem
ndleZ{ na pfednim misté pojem hmoty. _
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