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bod druhy v trochoidé, majici s minim. vrcholem stejnou usecku,
jest bodem dvojnasobnym.

Sestrojime-li polomérem rovnym poradunici dvojndsobného
bodu 4 z ohniska f hyperboly K kruh, a pieneseme-li vzda-
lenost bodd dotycnych = a & teény, spolecné jemu a hyperbole,
od ™ na ob¢ strany v X, obdriime body x a 'e, které s bodem
d uréuji normély k teéndm v tomto bodu dvojndsobném.

Diikaz poziistaven bud laskavému Ctenafi.

Presny dikaz rovnobéZniku sil.

Napsal

dr. A. Seydler.

Nisledujici dikaz opird se, vedle béinych vymérd, pouze
o tyto tii axiomy:
A. Neméni-li se velkost a relativni poloba jednotlivych sil
v bodu ptsobicich, neméni se i relativni poloha vyslednice
v soustavé.

B. Je-li soustava sil v rovnovaze, nerusi sc¢ tato rovnoviha
ptipojenim neb odloucenim jiné soustavy, jeZ jest o sobé
VvV rovnovize.

C. Sily plsobici na bod v stejném sméru (se stejnym neb
riiznym oznacenim) maji vyslednici méfenou algebraickym
souctem sil.

Z posledni véty plyne: je-li soustava sil na bod pilisobfcich
v rovnovaze, lze veSkeré sily aZ na jednu libovolnou nahraditi
silou jedinou, jeZ md se zbyvajici silou stejuou velkost a stejny
smér, ale opacné oznaceni, aniZ by se tim rovnovdha porusila;
a naopak: neni-li soustava sil na bod pisobicich v rovnovaze,
lze vidy nalézti silu, kteraz by k soustavé pFipojena tuto
v rovnovihu uvedla. Ndsledkem toho lze pak vétu B rozsifiti
takto:

B, Pisobeni libovolné soustavy sil neméni se ptipojenim neb
odloufenim soustavy, jeZz o sobé jest v rovnovéize.
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Nynf miZeme postupné dokdzati o dvou silich P a Q,
pisobicich v jednom bodu, tyto véty:

1. Sily & sobé naklonéné nemohow bijti v rovnovdze. Jinak
bylo by lze silu Q nahraditi silou — P, coZ jest nemoZné.

2. Vyslednice dvow na bod piisobicich sil lezt v jejich roviné.
Pripojme k silim P a Q vyslednici opaéné vzatou — R, a pi¥i-
pojme k této soustavé somstavu stejnou vSak otocenou o 180°
kolem osy sestrojené v pasobisti kolmo k rovingé (P, Q), toZ
budou obé soustavy v rovnovize (P, Q, —R, a —P, —Q, S)
Odejmeme-li nyni soustavy P, —P, Q, —Q dle véty B, musi
zbyvajici sily — B, S byti v rovnovize, a tudiz dle véty 1
S=-4 R co do velkosti i co do sméru, coZ jest mozné jen
tehdy, kdyz R lezi v roviné (P, Q). '

3. Viyslednice leZi wvnit tihlu vytvoreného sméry sil P, Q.
Je-li P=0, md vyslednice smér Q; vzristinim sfly P od 0°
do konecné hodnoty P musi vyslednice nepretrfitym otdéenim
piejiti do své koneéné polohy E. Podobné mén{ vyslednice smér
svilj nepfetrzité od polohy P do polohy R, vzristd-li Q od O
do Q. Bud pti jednom z téchto pohybii nebo pii obou musela
by vyslednice, kdyby neleZela uvnitt dhlu vytvofeného sméry
P, Q, ptijiti pii uréité hodnoté sily proménlivé do sméru jedné
z obou sloZek (s oznalenfm stejnym neb opaénym), a pak by
ti sily P, Q, — R, ancb dvé sily: bud (P—R) a Q bud (Q—R)
a P byly v rovnovize, coz dle prvni véty nemozno. Tim doka-
zdna jest nase véta per absurdum.

4, Maji-lz sily P, Q vyslednici R, toZ maji sily mP, mQ,
tvorics stejné whly jako sily P, Q, vyslednici mR stejné relativni
polohy. ‘

Piipojme (dle véty B‘) k silim mP, mQ soustavu —P,
—Q, R, tak aby sily —P, —Q, mély stejny smér jako mP,
mQ, aviak opané oznaeni. V nové utvofené soustavé rui se
sily. Pa — P, Qa — Q, a zbyvaji sily (m—1]P, (m—1)Q o vy-
slednici S, a sila R, kterd se musi se sflou S sklddati a vyslednici
T totoznou s vyslednici sil mP, mQ. Jeli tedy S = (m—1)R,
a stejného sméru jako R, musi téZ byti T'—=mR a téhoZ sméru.
Patrné plat{ véta na%e pro m =2; pak jest S= R, T=2R;
i musi tudfZ véta ta platiti pro m =3, 4, 5, ... o. Je-li m
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zlomek racionalny :%, polozime P=mnp, Q=ngq, i bude
mP =kp, m=Fkq; ¢imZ tento piipad uveden na predchizejici.
Je-li konetné m zlomek irracionalny, miZeme se hodnoté jeho

racionalnym zlomkem — v némz k a n jsou nekonefné rostouci

celd ¢isla, nekonecné p¥ibliZiti.

5. Vyslednice sil P, Q tvoricich 1ihel y jest urdena co do

velkosti rovnict
R*= P*+- Q* 4 2PQ cos (y +-§)
v kterés jest § jakiysi ikon whlu p.

Budiz P= 04, Q = 0B, R=0C, 3ZA0C = «, 3L BOC
=8, XAOB=y=wa-+}p. Silu P rozlozime ve dvé jiné:
P, = 04, ve sméru vyslednice R a P, = OA, ve sméru, jenZ
tvoii s OA thel ; rovnéZz rozlozime Q v sily Q, = OB, a Q,
= OB,, z nichZ prvni md smér vyslednice, druhd pak s OB
uhel e tvofi. Pak budou soustavy: P, Q, R; P, B, P; Q,, Q,,
Q soustavy podobné a plati o nich (dle véty predchéazejici,
kterou smime patrné obratiti) nasledujici relace:

Je-li
P =aR, Q=20R
bude
P, —aP=a*R
P,=bP=abR
Q=W=0R
Q=aQ=abR.

Z toho nasleduje:

a) Jelikoz sily P, Q, lezi ve sméru vyslednice R, mus{
v témz sméru leZeti vyslednice sil P, a Q,, které jsou stejné
a tvoif s R stejné hly a -+ 8 =yp. Vislednice stejnijch sil pilé
tudiz dhel, jejz tvori spolu.

b) Polozime-li » = 90° rusi se na vzdjem sily P, a Q,,
i bude R= P, 4+ Q,, ¢ili B*=P*+4 Q%

Tvori-li tedy sily P, Q pravy thel, jest vyslednice, posid
vsak jen co do velkosti, wréena hlopFidnouw obdélniku stranami
P, Q utvoreného. Stojf tudiz tento piipad jaksi dualné proti
pripadu prvému, v némZ smér vyslednice jest urCen, nikoli vSak
velkost.

12
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¢) Tvori-li jakdsi sila s urcitfjm smérem dhel p, toZ ji lze
dle véty b rozloziti ve sloZku se smérem tim rovnobéZnou a slozku
kolmou tak, Ze ji otoime o thel §, jenZ jest patrné (dle véty 4).
pouze tkonem thlu p ne vSak tdkonem velkosti sily, a takto
otoenou promitneme na onen smér a na kolmici k nému polo-
Zenou. Slozka prvnf bude se rovnati sile ndsobné cos (p -}~ &).
To plati téz o silich P,, Q,, z nichZ kazdd di ve vieobecném
pripadu prve uvedeném (t. j. pro jakykoliv thel p) slozku ab R cos
(¥4 8); tyto dvé slozky spojené se silami P, Q, vedou k rovnici
R=P, 4+ Q, + 2ab Rcos (¥ -+ §),
a ndsobime-li veli¢inou R
R* = P*+ Q*-}-2PQ cos (¥ + £).

6. Uhel & musi byjti roven nulle, vyslednice dvou jakkoli
poloenyjch v jednom bodu pisobicich sil jest tedy uréena co do
velikosti i co do sméru hlopricnou rovnobéZniku ze sil P,
Q vytvoreného,

Prolozme ptsobistém O dva kolmé k sobé sméry OX, OY;
soucet sloZek sil P—= 04, Q = OB, vzatych ve sméru OX neb
0Y, musi rovnati se sloZce vyslednice B = OC, vzaté ve sméru
stejném. Volme za smér OX nejprv smér OA; slozka sily P
bude OA; slozku sily Q obdrzime, oto¢ime-li OB do polohy
OB, tak aby AOB’' =y —- ¢, a promitneme-li OB’ na smér O4;
misto toho miZeme téZ vésti AC’ || OB’ a spustiti kolmici C‘D
na O4; soucet obou sloZek, OD, musi byti priimétem vysled-
nice R o jakysi ahel { (tkon dhlu « vyslednice B a sily P)
otocené; avSak pfimka OC’ rovni se dle piedeslé véty vysled-
nici R, a jest tudiZ patrné OC poloha této vyslednice otoCené
o uhel ¢ Podobny rozklad provedeme vzhledem ke sméru OB,
a obdriime tak dva trojihelniky, OAC, OBC", jez jsou shodné,
majice viechny strany na vzdjem stejné; jich twhly jsou tudiz
180—ypy—¢, «-}£ B-+7, kde znamend 8 thel vyslednice R
a sily Q a % thel, o néjZ nutno vyslednici OC' otoéiti, by do-
spéla do polohy OC“, Seéteme-li ony thly, shledime (ponévadz
y = a-B), Ze jsou veliiny & #, { podrobeny podmince

§=&+17
t. j. kdy# p¥isluii dhlu e dhel & whlu B8 thel u, pFislusi dhlu
@+ thel §-}-4. Z toho ndsleduje, 7e jest dhel & dmérny
dhlu e, ¢l
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& = ke,
kde % jest konstanta. Pro 90° jest patrné £ =0, tudiz k=20
pro vSechny piipady, a tedy téZ vSeobecné £=0. Tim jest
véta o rovnohézniku sil dokizéna.

Za pri¢inou véts{ ndzornosti jsem se zimyslna vystifhal
vzorkd trigonometrickych; pomoci nich dal by se dikaz vésti
jednodusSeji timto splisobem:

Promitneme-li P, Q, R po sobé na sméry O4, OB, OC,
obdrZime soustavy rovnic

P+ Qcos(y+4&) —Reos(e+ & =0
Peos (y 4-£) 4+ Q— Reos (8 +n) = 0
Pcos (a4 &)+ Qeos(B+n) —R=0

Témto rovnicim bude vyhovéno, rovnd-li se determinant
ze soufiniteld veli¢in P, Q, R nulle, kterouZto rovnici podmi-
hujici snadno mtZeme prevésti na tvar ndsledujiei:

sin (26 + & — 1-+-§) X sin-- @8 — §+ 1+ X

sin-e @ HEHn-H8) Xsin o E 1 —§=0.

Tato rovnice ma Ctyry koteny :

20+ &—n+&-+2mrn=0
W+E&—n+8+2n2=0
2+ E4ntEtomn=0

E4+n—E+2nmw=0

Zde znamend n kladné neb zdporné celé ¢islo.

Prvni tii kofeny jsou viak nemoZné, obsahujice odpor;
poloZime-li v nich totiZz ve viech misto p, y 4 90° v prvni pak
misto o té% & -+ 90° v druhé misto B, B4 90° a v tfeti bud
jedno neb druhé, neméni se t{m, jak snadnym pfemyslenim po-
zndme, ani £ ani % ani ¢; » pak musi zistati i kdyby se zmé-
nilo na n‘, celym éislem; obdriime tudiz ve vSech trech rov-

nicich nemoZnou relaci ( n'—n 4 %) n = 0. Zbyva tudiz

§=&¢+n+2nm
a ta liSf se od rovnice piedeslé nalezené pouze celym obéhu
poctem kolem pisobisté. JelikoZ by mohla pii vyvozenf rovnice
& = ke vzniknouti zddnliva obtiZ ndsledkem ¢lenu 2n =, zjedndme si

12%
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kone¢nou hodnotu pro & touto cestou. BudiZ pro y = me, § =§.;
pak mame na zdkladé posledni rovnice patrné, je-li m celé
cislo, &= mé — 2 m,

Nésledkem véty 3. nemohou hodnoty velicin & &. od
ostrého tblu se liSiti o jiny neZ-li cely pocet obéhd; musi tudiz
byti mg& pro libovolné celé m bud ostry thel, aneb tyz thel
zvétSeny neb zmenSeny o cely poéet obéhii. Tomu vyhovuje
vsak jen hodnota & =0, kterdZ zaruuje platnost véty o rovno-
béZniku sil. — Vykresy k lepSimu pozoruméni piedloZeného
dikazu potfebné si laskavy Ctendi snmadno sam sestroji.

0 geometrickém mistu stiedit kuzelosedek,
v nichZ protind svazek rovin plochu kuze-
lovou stupné druhého.

Napsal

V. JeFabek.

Budiz pfimka P, kterd vrcholem kuZcle neprochdzi, osou
svazku rovin, jehoZ roviny e, @, », 0 ... plochu kuZelovou pro-
tinaji v kuZeloseckich X, K,, K,, K, ... Déle budtez =, z, dvé ro-
viny, které jsou rovnobéZny s primkou P a kuZele podél piimek
0, O, se dotykaji. Jest patrno, Ze rovina piimkami O, O,
uréend protne svazek rovin o, §, y, 0 ... ve svazku papr-
skovém 4, B, C, D ... jehoZ vrcholem jest priiseény bod p osy
P g rovinou.(00,). Piimky povrchové O, O, urcuji na papr-
scich 4, B, C, D ..., svazku p pary boda ag,, bb,, cc,, dd, ...,
které téZ kuZeloseckim K, K,, K,, K, ... ndleZi. AvSak tseCky
aay, bb,, ce,, dd, ... paprski 4, B, C, D ... jsou priiméry
kuzelosecek K, K|, K,, K, ..., nebot pédry tecen 1,7,
T,Ty, T:T,, T,Tsy ..., které patt{ dvojindm bodovym
aa,, bb,, cc;, dd, ... kuZelosetek K, K|, K,, K, ... jsou
s pifmkou P a tedy i vespolek stejnosmérnymi prisecnicemi
rovin teénych z, z, kuZele s pfislusnymi rovinami e, 8, », 9 ...
svazku P. Body a“, b“, c¢“, d“ ..., v nichZ se priméry aa,
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