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O trochoidach ohnisek kuZelosecek, kdyZ pudici
jest primka.

Podiva

Ant. Sucharda.

V ¢éfsle I. roénfku VIII. tohoto casopisu zmiiluje se pan
dr. Seydler v pojedndni ,o0 rovnoviznych tvavech kapalin, nepo-
drobenych sildm zevnéjsim®, o zajimavé vété, kterou Delaunay
objevil a Lamarle zvlistnimi methodami geometrickymi dokdzal,
a kteraZz ukazuje, Ze rovnovazné tvary rotacni spolu souvisi.

Véta ona pravi totiz, Ze kiivky meridialné téchto ploch
jsou totoZny s trochoidami ohnisek kuzelosecek, jeZ pojimdme
co idedly hran ktivych, valicich se po hrané piimé.

Nebude snad od mista, odvoditi cestou analytickou rovnice
téchto trochoid.*)

ZnamenejZz pudici (pifmku tidici) v soustavé souradné pravo-
ihlé rovnice

y =0, (1)

k¥ivku tvotfci stupné druhého v soustavé polarné rovnice
. &am o
= T s g @

kdeZ & znamend vystiednost numerickou, m pak vzddlenost
ohniska trochoidu urcujictho od piimky Fidief této kuZelosecky,
konecné pak budiz

=9 () (3)
rovnice hledané trochoidy v soustavé pravowhlé.

Treba tu uiiti zndmych rovnic vieobecnych

(et DV e+ (5 =o0s

Q
E—x)+(m—y)?* —=e? )
(=) +—y) gh=0 ®)

*) Pouzijeme tu spiésobu, ktery uvddi prof. dr. F, J. Studnitka ve spise
pZékladové vy3s{ mathematiky“ v dilu IIL. pag. 85. Viz téhoZ spisovatele
¢lanek ,Poznémka k theorii trochoid. Casop. pro p. math. a fys. Roé. I.
pag. 252.
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Dosadime-li do nich hodnoty za y 1-(}% hodnoty plynouci

. d . v
z rovuice (1), 7za @ a Jg 7 vovuice (2) obdrZime

e === W

E—aptn =(—=2_), ®

&cos @
E—a-t9 Fl?:o’ (6)

z kterychzto t¥i rovnic vylouéime « a ¢, abychom Zadanou rov-
nici trochoidy obdvZeli.
Z rovnic (4) a (b)) vylutme pi‘edcvgim 9. Z (b’) tu vychazi
(1 —¢cos @)= ————8—11————
T E—2
z ¢ehoz jde
VE—a T —em
VE—or Lo
[(E—)2 4% (*—1) - 2em V({E—aTF 5% —e?m?
T T =

€os ¢ =

e2sin? o=

z cehoZ ndsleduje
(]—-scosqp)2_ - &tm?
—esin@’ T [(f—a)% 92| (e2—1) -} 2meV (E—a) -yt — £ m2

Dosadime-li tuto hodnotu do (4¢), obdriime

é‘ m2
&— [ ]: 27
(E—)® [(E—=)* 4+ n*| (e%—1) - 2meV [E—a)* - %> — &*m? 7 (0
Z rovnice této odstraiime a pomoci (6°); obdriime tu,
délice zaroveir po obou strandch #?

) T e ()

—1=0,
z GehoZ povstane napied

V(dq) 1 [e2m?—p2 (2 —1)] —2mep =0  (8)

a dals$im FeSenim
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dy _ VdetmPq: —[*m®— 2 (*—1)]*

3?— &2 m2_n‘z (82— 1) ’ (9)
rozlou¢fme-li koneéné proménné, povstane integrovinim:
§ f d'? [8 7"’ —N 2(5 _1)] - (IO)
V4t m2y® — [e2m®—q (62 —1)]

co hledany vyraz pro trochoidu ohniska kuZelosecky. Sunadno
obdrifme z toho vyrazy pro trochoidy jednotlivych kuzelosecek,
pojfmame-li & jedenkrdte co numerickou vystiednost hyperboly,
po druhé ellipsy, po tieti pak paraboly; zjednodusime pak vy-
razy tyto, poloZice za toto &, pak za m hodnoty zndmé, jezZ jsou
funkcemi poloos a a b.
Pii hyperbole mime tu
&= Ka_z_tl_)i , m = ——————_~b_2_——_—_-_— : (11
a Va2
kterézito hodnoty do (10) dosadice, po kritké redukci obdriime
— dn (b* — 7?)
§¢= fv daiyi— (b“: n%)* @
co rovnici trochoidy ohniska hyperboly
Pro ellipsu jest

Vat — bt b?
g:_a_a_l_)__., WG:-\?;“—____—__b;_‘, (12)
i obdrz{me cestou podobnou
dn (6 + %)
= , 1I
= /V4a n*— O+ n%)* h

co rovnici trochoidy ohniska ellipsy.
Pro parabolu koneéné plati
e=1, m =p,
kdeZ p znamend parametr, i vychazi prisluSnym dosazenim
S
f —_— wr——————1
4n* (I
_Z,)T___l
Zbyva nyni jen ustanoviti zakonéenym tvarem v rovnicich
(1), (L), (IIL.) obsazené integraly; toho vsak nutno se v prvych
dvou piipadech odifci, anyf integrdly tam se vyskytujici vedou
k integralim elliptickym.
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Vyjddiime tedy % co funkei oblouku s hledané trochoidy,
piidriice se splsobu, ku kterémui v Cauchy-ho ,Lecons de
calcul différentiel et de calcul intégral® poukazuje Moigno.
(Fasc. I. pag. 218.)

Z rovnice (8) vycha’wi totiz

v 2m ey
1+ )——82m2'—"}]2(£2——-]),

¢ili, dosadfme-li za & a m hodnoty v (11) uvedené

Vl —{—( ) = b2 —"7
JelikoZ pak, jak zndmo,

ds=dzV 1F+y?,
jest v pifpadu naSem

2an d§
ds = b2 Z 72’
¢ili, dosadfme-li za d¢ hodnotu z rovnice (9) plynouci,
ds — 2an dy

~ Vi =i
Integrujice, obdriime z toho
/‘ 2an dy
s = ,
Vda2g* — (0* —9%?
kteryz integradl snadno se roziesf.
Nazveme-li integracni stilou s,, zni vysledek ndsledovné:
,,72 — Qa*— 2 + ]
2a Va? b2 v
a zavedeme-li tu zpét numerickou vystiednost hyperboly,
2 _qg2(l &?)
i 2a2 £+ + 31,
z ¢ehoZ FeSenim dle n? vychazi
n*=a? (1+2esm— —}—8) (IV)
co hledany vyraz mezi poradnici a obloukem trochoidy ohniska

hyperboly.

TouzZe kracejice cestou, snadno si opatiime obdobny vyraz
pro trochoidu ohniska ellipsy, kteryZz zni

s == a arc s

s = a arc sin
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n-—a2(1—|—-2esm -I—é) (V)

Vyraz to zevné shodny s 1ﬁ'edchnze}1c1’m, podstatné vsak
od ného rozdilny potud, pokud tuto & znamend numerickou vy-
stfednost ellipsy, s pak oblouk trochoidy ellipsou odvozendé.

Konecéné obratme se k FeSeni integralu v rovmici (IIL)
obsaZencho.

Refeni mnecini niZddnych obtizi, protez v piipadé tomto
netfeba se uchylovati ke spiisobim piedeslym,.

Jet tu podle znamého vzorce:

=g V),

P
z ¢ehoz, odstranime- 11 logarxt.hmus a pak mocninu po pravé,
vychazi po kritkém upraveni

z ¢ehoZ poznivdme, Ze trochoidou ohniska paraboly jest Feté-
zovka, jejiz parametr rovnd se poloparametru dané paraboly.

1. Pozndmka. Majice na zieteli rovnici trochoidy ohniska
hyperboly neb ellipsy, totiz

72 =a? ( 14~ 2ssin

uréeme maxima a minima pro #.

K tomu cili differencujme, diive po obou stranach oddvoj-
mocnivie, dle s, ¢imZ obdrzime

"+82)a

—s,
a§C0S ——————
a

M4-li prava strana rovnati se nulle, musi

§—3S

cos — 1. =0, a tedy

3ﬂa

na )
S:———2—-+Sl, — 45, ... 13)

Tof tedy oblouky, pro které jest » nejmenSi a nejvetsi.
Rozdil dvou takovych po sobé nasledujicich oblouki jest kon-
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stantni, obndseje ma, z cehoZ patrno, ze od jednoho ke dru-
hému z vrcholovych bodit ktivky ohniskem stanovené md tato
délku poloviny kruhu, sestrojeného nad realnou (velkou) osou
dané hyperboly (ellipsy).

Délka oblouku trochoidy, ptislusné ohnisku hyperboly neb
ellipsy, kdyZ pudici jest primka, rovnd se tedy, myslime-li si
jediné odvaleni, obvodu kruhu, sestrojeného nad realnou neb
velkou osou.

JelikoZ délka druhé osy v poltu se nevyskytuje, patrno,
ze veSkeré hyperboly, jichZ realné, a ellipsy, jichZ velké osy
maji tutéz délku, stanovi na vzdjem stejné dlouhy oblouk tro-
choidy (myslime-li jedno odvaleni).

II. Pozndmka. Dosadime-li do vovnice (IV.) neb (V) hod-
noty za sin —s—:g—s'—- 7 rovnice (13) plynouci, totiz+ 1 a — 1,-

obdrzime, spolu oddvojmocnivse

n=a(l+e, y,=a(l—e),
cili hh=a-te, y, =a—e,
prvni co maximalni, druhou co minimalni hodnotu pofadnice
trochoidy ohniska hyperboly a ellipsy.’

O spravnosti vysledki téchto lze se ostatné i prostou
uvahou presvédciti.

Budiz tu je$té uvedena zvlastni vlastnost ktivek uvaZo-
vanych, kterou ukazuje prof. Dr. Ir. J. Studnicka, ve svém
poétu variacnim (Zdkladové vys$i mathematiky dil III. pag. 291.),
hledaje ktivku takovou, aby plocha rotaéni, urcena ji co kfivkou
merididlnou a danou osou otdceni, p¥i stejném povrchu zahrnula
ohsah co mo7no nejvétsi.

7 differencidlni rovnice, jeZ tam plati pro podminky tyto,
vychazi na jevo, Ze ulohu tu YeSi kfivky pravé uvedené, o nichz
z téZe rovnice dokazuje se tam ddle, Ze soucet pievratnjch
hodnot normély a poloméru kiivosti pi¥i kaZdé z nich jest ve-
licina stald.

Vlastnost to, pro kterou kiivky uvaZované maji zajimavy
pro fysiku vyznam, jejZz byl Dr. Seydler v svrchu uvedeném
¢lanku vylozil,
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Poznamka o grafickém sestrojeni.

Po vytceni trochoidy ohniska paraboly, kterdz, jsouc feté-
zovkou, i jinak dd se zobraziti, bude k sestrojeni obrazl tro-
choid kuzeloseéek vhodno uZiti jiného spisobu, nez grafického
vyjadieni rovnic nalezenych, jelikoZz tyto v ptipadé nasem vy-
jadiuji souvislost mezi poradnici a obloukem, éehoz p¥i grafi-
ckém sestrojeni uziti nelze. Zbyvd tu tedy jedind cesta, jakd
pri trochoiddch vibec se¢ porouci. (Viz na pr. prof. Fr. Tilsera
»Soustava deskriptivni geometrie“.) Zobrazime kiivku ,tvoife{“
¢arou K, (obr.2.), ptimku ¥dicf pak ¢arou X,. V &ru val vne-
seme stejné délky pofadem, tak malé, aby délky tetiv takto
urcenych neli§ily se znacné¢ od piislusnych obloukd. V téze
stilé délce v are X, po sobé ndsledujicim teckdm odpovidaji
obdobné oznacené v ¢ire kiivé. Patrno téz, Ze odpovida-li
(obecnd) teéce bz tecka k7, Ze tecnd Thx; odpovidd ddra
X,. I sestrojime k &ive K, v k%7 tetnu, k této pak &arou
kolmou z obrazu ohniska tato vztihmeme. Vzddlenost jcho w,
vzdalenost pak paty té kolmice od k%7 = 'v budou délky,
z nichZ poslednéjsi (obr. 8.) v X, od kx, v piislusném smyslu
vnésti musime. Na kolmici na konci ku X, vztyéené vneSend
délka v ustanovuje tf, obraz ohniska, tedy obraz bodu trochoidy
v pripadé ptedlozeném. Mdme-li na zieteli trochoidu ohniska
ellipsy, patrno, Ze na pofadnici tecky, jez obrazem cdstice,
s kterou pii valeni sjednoti se ohnisku bliz&{ vrchol velké osy,
bude dolni, nad onou, s niZ sjednoti se vrchol protéjsi, horni
vrchol obrazu trochoidy; vzddlenost obou potadnic rovnd se
tedy poloviné oblouku ellipsy. Kol vrchole dolniho je trochoida
ku piimee Fidici vypukld, kol horniho vyduta.

Mezi ob¢éma vrcholy bude tedy vidy bod obratu, ktery
dluZno zobraziti, Snadno se poznd, Ze ¢ast vypuklou stanovi
jedna, vydutou druhd polovice obvodu elliptického, z ¢ehoZ jde,
Ze bod obratu odpovidd vidy vrcholu osy men$f, a je tedy od
X vzdédlen o mensi poloosu. Pieneseme-li tedy (viz obr. 3.) od
tecky, jez odpovidd mistu, s nimZ stotozni se vrchol osy mensi,*)

*) Tetka ta phli vzd4lenost obrazu pofadnic vrcholu max. a mini-
mélného,
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v piislusném smyslu na X, lineirnou excentricitu, na konci
pak vztyéime kolmici délky &, mdme jiZz bod obratu zobrazen.
Teéna bodu tohoto jest normalnou na piimku, spojujici vrehol
osy mensi s bodem obratu.*) Jinych dilezitych bodd tu neni,
i l1ze podle feceného obraz dostateéné picsny dociliti.

TéhoZ spisobu ptridrzime se pii zobrazovani trochoidy
ohniska hyperboly; Ze vSak tato kfivkou, z dvou nekoneénjch
vétvi sloZenou, ticba tu uziti jisté opatrnosti.

Bod trochoidy, odpovidajici ptipadu, v kterém stykd se
nckoneéné vzddleny bod hyperboly s p¥imkou ¥idici, nelze totiz
zobraziti splisobem pii ostatnich uZitym; jet tu J, nckonecéné
velké. Tu stotozni sc¢ pifslusnd asymptota s X, zdroveir pak
dotykd se v témZe bodu, pojatém ve smyslu opacném, druhd
vétev hyperboly piimky Fidici. Majfce si tu pomoci, pokracujme
nasledovné :

Predpoklidejme, Ze vrchol vz hyperbolické hrany hybné
stykal se s «y¢, nacez hrana pocala se valiti. Drdha libovolné, tedy
i vrcholové ¢asti jeji vz uréi pri tomto pohybu ¢dst evolventy
E, vrchole hyperboly K; evolventa dospéla by a# k poslednimu
bodu svému ¢3, kdyby hrana mohla se odvalovati nekonecné
dlouho, tak Ze by asymptota A hyperboly hrané této odpovida-
jlei (ndlezitd p¥isluinému rameni) stotoZnila se s piimkou X;
pak by téZ koneény bod evolventy vrchole**) ¢sbodem ux, z kte-
rého se bylo zacalo, se sjednotil.

Tteba tedy jen urciti bod ¢ evolventy vrchole vz, a Ze

tento stotozni se s ux, jez v X jsme sobé vytkli, uréiti novy
bod wv tak, aby byl s X a uyx v takové vzdjemnosti, jako vz~

s A a ¢ty . Toto v znamend patrné vrchol piisluiného ramene
hyperbolického po mysleném odvaleni nekonecéné vétve; snadno
zobrazime téZ stfed 7s i ohmnisko 7f této poloze p¥islusné a brzo
se poznd, Ze pofadnice pifslu$nd méa délku, rovnou vzdalenosti
ohniska od asymptoty, tedy rovnou poloose imagindrné.

*) Tot vychdzi z obecného zdkona o stanoveni tecen ke trochoiddm.
Viz ku pt. (obr. 4.) teénu v obecném bodu 7f.

**) Evolventu tuto nejsndze zobrazime co orthogonalnf trajektorii
tecen hyperboly, jelikoz pak téchto lze sestrojiti mnozstvi libovolné, bude
Zédouci obraz evolventy dostateéns piesny.
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Tot ta jedind délka, kteri se pii obow ramenech hyper-
boly co vzddlenost ohniska od teény vyskytuje, z ¢ehoZ vychazi,
7e bod Tf ma pii trochoidé ohniska hyperboly tutéZ dlohu, jako
bod obratu p¥i trochoidé ohniska ellipsy: spojuje ramena tro-
choidy, piisluS$nd jedné a druhé vétvi oblouku hyperbolického.
Jest tedy pfechodem od ¢asti vyduté k vypuklé, nenf vsak —
jak z pouhého jiZ ndzoru vychdzi — bodem obratu. Teéna jcho,
normala to ku piimce, spojujici ji s nekoneéné vzddlenym bodem
piimky ridici, jest k této normalnd, trochoida v sousedstvi. bodu
toho rozkladd se po jedné strané této tecny.

Jako prve, i zde md trochoidy c¢dst vydutd jeden, Cast
vypukld téZ jeden vrchol; prvni tvoii maximun:, druhy minimum
piisluiné poradnice. Ze maximum obndsi soucet, minimum pak
rozdil linedrné vystteduosti a realné poloosy, netieba tusim po-
dotykati.

Uvazime-li, kdyZ hyperbola byla v poloze prechodné, Ze
obé ramena pifmce X asymptoticky se blizila a stied jeji p¥isel
do vs, ddle, Ze vrchol v ramene, jez odpovidd hrané privé sc
valicf, byl v piipadu maximdlni vsecky v =, pozndvime, Ze,
kdyby vykonati mohla hrana druhé vétvi odpovidajici tutéZ ne-
kone¢nou drdhu, (jiz odpovidd oblouk z nekoneéna aZ k vrcholi
), vrchol tento setkal by se s X v v, pro které bude
dru....78)=0(w....1s). '

Na potadnici tohoto rv arci nalezd se vrchol minimélni
(ve vysce prv vytknuté), jako byl maximalni na oné bodu rv.

Dle toho dovedeme zobraziti vrchol maximalni, ¢dst vydutou
od tohoto az k bodu prechodu v ¢dst vypuklou, koneéné
i vrchol této.

Nyni- lze snadno cestou obecnou i tuto vétev od vrchole
jejtho aZ k onomu piechodu sestrojiti. Aby nynf obraz trochoidy,
odpovidajici jedinému odvaleni, byl uplny, tfeba jen cast vy-
dutou vzhledem k édfe piimé, znamenajici potfadnici maxim4l-
ntho, vypuklou pak vzhledem k oné minimélniho vrchole co
¢ardm soumérnosti doplniti tak, aby nejvétSi pofadnice pii-
danych ¢dsti vovnaly se kazdd délce immagindrné poloosy
hyperboly predpoklidané.

Chcemeli daldi casti nekoneéné trochoidy zobraziti, pokra-
¢ujeme v soumérném dopliiovdni; snadno tu pak poznime, Ze
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bod druhy v trochoidé, majici s minim. vrcholem stejnou usecku,
jest bodem dvojnasobnym.

Sestrojime-li polomérem rovnym poradunici dvojndsobného
bodu 4 z ohniska f hyperboly X kruh, a pieneseme-li vzda-
lenost bodd dotycnych = a & teény, spolecné jemu a hyperbole,
od ™ na ob¢ strany v X, obdriime body x a 'e, které s bodem
d uréuji normély k teéndm v tomto bodu dvojndsobném.

Diikaz poziistaven bud laskavému Ctendfi.

Presny dikaz rovnobéZniku sil.

Napsal

dr. A. Seydler.

Nisledujici dikaz opird se, vedle béinych vymérd, pouze
o tyto tii axiomy:
A. Neméni-li se velkost a relativni poloba jednotlivych sil
v bodu ptsobicich, neméni se i relativni poloha vyslednice
v soustavé.

B. Je-li soustava sil v rovnovaze, nerusi sc¢ tato rovnoviha
ptipojenim neb odloucenim jiné soustavy, jeZ jest o sobé
VvV rovnovize.

C. Sily pisobici na bod v stejném sméru (se stejnym neb
riiznym oznacenim) maji vyslednici méfenou algebraickym
souctem sil.

Z posledni véty plyne: je-li soustava sil na bod piisobfcich
v rovnovaze, lze veSkeré sily aZ na jednu libovolnou nahraditi
silou jedinou, jeZ md se zbyvajici silou stejuou velkost a stejny
smér, ale opacné oznaceni, aniZ by se tim rovnovdha porusila;
a naopak: neni-li soustava sil na bod pisobicich v rovnovaze,
lze vidy nalézti silu, kteraz by k soustavé ptipojena tuto
v rovnovihu uvedla. Ndsledkem toho lze pak vétu B rozsifiti
takto:

B, Pisobeni libovolné soustavy sil neméni se ptipojenim neb
odloufenim soustavy, jeZz o sobé jest v rovnovéize.
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