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f=w— aa;:”—— y"xa” ( )
n”y—i-m D(ﬁ:) (24)

=2z — “y” ya” (E-)

soufadnice stredu kroucenosti vyjadfeny jsou zde opét co funkce
proménné £; vylouc¢ime-li ¢ vidy ze dvou téchto rovnic, obdrZime
priméty krivky stfedd kroucenosti na rovinach soufadnych.

(Pokracovéni.)

Prispévek k theorii kuZelosecek.

Napsal
Vilém Jung v Pardubicich.

Znamena-li

8y @ - 20y, €Y 4 ayy Y? - 205 2 - 2055 Y +- 2,3 =0
rovnici kfivky druhého stupné, vztaZzené na provouhlé soutad-
nice, degeneruje se takovito kfivka ve dvé pffmky, v konecnu
se pronikajfci, plati-li
11y G2y O3
Gigy Uggy Upg| =0;

Gyzy Go3 4 O33
plati-li vSak k tomu jesté
1y Y|
Byyy G|
znamena rovnice zminénd dvé rovnobézné piimky!

Tyto vztahy mezi souciniteli pro ony zvlastn{ p¥{pady
kuZeloseCek se riznym zpGsobem odvadéji*); chci v téchto
fadcich naznaciti odvozeni, s kterym jsem se posud nikde nesetkal.

1. Kiivka druhého stupné T jest vjtvarem dvou projektiv-
nych svazkd paprskovych s=(4, B, C, ... Z) a s'= (4, B,
¢, ... 2, ..) v téie roviné, coi lze symbolicky vyznaditi
Im<s:s, (.9—75—3’).

*) Viz ku p¥. Studnitka ,Poznimka k analytické geometrii*, Casop.
math. a fys. R. VL. pag. 35—40.
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Svazek s jest Gplné uréen tremi paprsky 4, B, C a
svazek s’ sdruZenymi paprsky 4/, B/, C'; t. j. kuZeloseCka T°
jest dplné urcena péti body a sice

s, 8, a= (4, 4'), b=(B, BY), c=(C, (")

Libovolny bod z 1 povstane priinikem zdruZenjych paprski
Z a Z, takie 2T < Z: Z.

Aby s = s/, musi byjti dvojpoméry zdruZenjch ¢&tvefin
paprskovych sobé rovny, takze

(ABCZ)=(4'B'C Z),
pii cemz

n AC sin AZ
ABC)="22—3 (AB2)="~22 —
( ) sin BC » ) sin BZ ¢
_(A4ABO) _
obdobné
(A'B'C'Z) = 4By v

@ =
Tu jest 2 parametrem paprsku C ohledné zdkladnich pa-
prski 4 i B ¢ili pomérem trojiny paprskové 4, B, C; & pak po-

mérem trojiny paprskové 4, B, Z; ~g— pak dvojpomérem cétve-

finy paprskové 4, B, C, Z. Toté# plati o A a & jako? i o %

vzhledem ku 4/, B/, ', Z'.

Platf tedy vieobecnd -g— - % b A =AE (1)
Piedpok}édejme soustavu pravouhlych soufadnic (obr. 11.)
a znamenejz :
A =wxcosa +ysine — p, =0 rovnici v norm. tvaru pifmky 4

B =uxcosf }-ysinff —p, =0 ” ” » B
A'=wzcosel +ysine' — p,! = » » » w A
B'=uxcosf'+tysinf —py'=0 » » w B

Z ptedeslanych podminek patrno dle zndmého principu, Ze
C=A4 —2AB =0  znamen rovnici 0 norm. tvaru pf{mky C
C=A4'"—VB'=0 ” » » " y O
Z=4 —(B =0 (2) ” 2 1 ” ” Z
Z=A4"— g’Bl =0 (3) ” " Y] ” ” z
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Parametry § a ¢’ jsou proménné.

Abychom obdrzeli rovnici kfivky 77, geometrického to
mfsta bodu 277, nutno z rovnic (1), (2), (3) vylouciti proménne
parametry & a &

Dosazenim do (3) & = Té, plyne

A—E(B=0
24! —EN B =0,
z ¢ehoZ eliminaci veli¢iny ¢ se poddva:
4, —B | _
4, —p | =0
t. j. AA'B— A1 AB'= 0 (4) coZ jest rovnice k¥ivky 17, kterd
udédvd vztah mezi pravoihlymi soufadnicemi « a y bodd této kiivky.
Sefadime-li levou stranu rovnice (4) dle mocnosti pro-
ménnych z a y, provedSe predeviim tkony tam naznacené, dospé-
jeme k rovnici druhého stupné mezi z a y tvaru
.o @? 4 20y, Y + a3y Y + 20y, % + 205y + a3, =0 (D)
pri cemz
a,, =4 cos o’ cos B — A’ cos &z cos 3
2ay, = A (sin &’ cos § - cos o’ stn ) — A’ (sun e cos B/ -} cos e sin )
@y = A (st 0’ st 3 — A’ sin o sin 3
20y, = — A (p'acos B - pycosa’) 4 A’ (p, cos B! | p’y cos &)
20,3 = — A(p’asin B 4 pssina’) 4 A/ (pasin B/ -+ p's sin )
gy = AP'a Po— A P’
Tim jest analyticky dokdzdno, Ze kiivka druhého stupné
jest vytvorem dvou projektivnych svazk paprskovych.*)
2. Z tvaru (4) rovnice kiivky T° lze poznati, kdy rovnice
(5) znamena dvé piimky. Patrné tenkrite, kdyZ kvadratickd
rovnice (4) rozpadne ve dvé linearné. Tu mohou nastati dva
podstatné rozdilné pifpady.
a) Lev4 strana rovnice (4) rozpadne se ve dva linearné
Cinitele, jest-li A‘=pu 4, tak Ze
AwiB—AB)=0
t. j. A=0... (6) uAB—AVB' =0 (1)
(obr. 2), coz znamend dvé pifmky.

*) Obdobng by si dokdzalo, Ze jest kiivka druhého Fadu vytvorem
dvou projektivnych fad bodovych nalézajicich se na dvou pifmkéch v téze
roviné, pomoci soufadnic pifmkovych.
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V tom piipadé se tedy sjednoti zdruZené paprsky 4 i 4’
v pifmce, jeZ obsahuje vrcholy s a s’ svazku s a &’

T se rozpadne ve dvé piimky P a P, z nichZ P jest
A= A', tedy piimka obsahujici vrcholy s a s‘; P jest pak
déna rovnici uA B— A’B’ = 0, coZ znamend, Ze prochdz{ bodem
b= (B, BY), a ponévadz

C=A—AB, C=4'—VPB
tedy
C=uCt. j C—uC=0,

Levd strana rovnice (5) jevi se tedy jako soudin dvou
linearnjch polynomid proménnych z a y, z nichZ jeden uveden
na nulu znaéi rovnici ptimky A= A‘=(s, s’) a druby taktéz
uveden na nulu podavd rovnici piimky (b, c).

Zavedeme-li kratce

cose = a, stine = b, p,=c,
AucosB—Alcosf' =d, Ausinf —A'sinf' = e,

Aupy—4'ph =/,
pak snadno se odvodi, Ze
a,, = ad
2a,, = bd -}-ae
Ay, = be

O3 = of
Dle toho
G115 Gigy G4z 1 ad +ad, ae—bd,—af —cd
Gy Ggy Gy =g bd -} ae,  be-} be,—bf — ce
Qg3 4 o3y 33, _Cd—af’_ce'—'bfa Qf+9f

1] @ d, 0 d a0 ks d, 0°
=5 b, ¢ 0]. e, b,O:—-S—[ b, e,O]::O
— ¢ _f)O —f:—cao cafao

M4-li tedy rovnice (5) znamenati dvé piimky, musi sym-
metricky diskriminant
@14 O1gy g3
3y g2y doz
gmizeti. Qi34 Oy34 3y
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Méli byti P || P (obr. 13), musf dle znimé zdsady, poné-
vadz P=A=0, P =uiB—A'B'=0, platiti ndsledujici
relace:

cosee __ uhAcosB — A cosp’
stnee ~ wAsimfB—Asinf
tedy dle naseho zkriceni
a __ d .| oad | _
, T I b e, | S0
zroven p
) a —
l b, e =0
tedy i
0—=| % d d, a ad -+ ad, ae -+ bd —
b, e e, b ae | bd, be -} be
—9g| % %z | _
Gyg, Gog

Zmizi-li tedy jesté kromé zminéného diskriminantu kara-
kteristicky binom
WTRIUT)
a9y Qg
znamend rovnice (5) dvé rovnobéiné piimky.
b) Leva strana rovnice (4) se miZe jeSté rozpadnouti
ve dva linearné ¢initele, plati-li B = u 4, pak
A(ApA’' —¥B)=0,t j. A=0 (8) a Awd'—A'B'=0, (9)
coZz zna¢l dvé piimky (obr. 14).
V tom pifpadé se sjednoti 4 i B a cely svazek s se
redukuje na jedinou p¥fmku
A=B=C0=7,
nebot C=A4—ApA=B(1—2Ap)=0
aZ=A—tud=A1—pul) =0.
Kiivka T° se rozpadne na dvé piimky Q a Q’. Piimka
Q jest totoznd s A=B=C=Z; piimka Q jest pak identick4
8 pifmkou (', jelikoZ Au = 1*), nebof 4 = %— a u= —::i a

proto rovnice (9) ma tvar

*) Tato rovnice zd4 se byti nemoznou, jelikoZ jest w neuréitd kon-
stanta, Toto se d4 viak vysvétliti takto:
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: A'—VB'=0=0,

Zkratka kvadraticky polynom rovnic (5) jest soucinem
dvou linearnych polynom@, z nichZ prvy uveden na nullu zna-
mené rovnici piimky C'.

PiSeme-li kritce
phcose! — A cosf' =g, uAsina' —A'sinB' =h, up's—A'ph=1,
platf

a, =ag, 2a,, =ah-}bg, a,, =bh, 20,, =— ai — cg,

20y, =-—bl—ch, a;, =ct, tak ze
Ay Doy O3 1 ag -+ ag, ah + by, —ai —cg
=g bg -} ak,  bh -+ bh, — bi— ch

B2y Gogy Gp3 | =
Gygy gz, O3y —cg—ai, —ch—bi, ci+}c

1 a, ¢,0 g9, a0 ) a, g, 0[)*
== b ROl h b 0|=——=||0koO|]=o0
8 8 ’
—c, —4, 0| |—4, —e¢, 0 ¢, 7,0

M4-li znamenati (5) dvé rovnobézky, musi mimo predeslé
podminky jesté platiti (obr. 15.)
cosee __ Amcosa’— A cosp
sinoe ~ Ausina’— A'sin g’

9, & __
h, bl_O, z toho

A A .
t.J.lb, h‘_O,ted)H

%q 9 a ‘w+wﬁ+@k2
b, k| |k, b ah -} bg, bh |- bh| Ao Uy,
Patrno, Ze i tu zminéné podminky v platnosti zistdvaji.
Odvozen{ toto jest ponékud zdlouhavé a umélé, jest ale za
to dobrym piikladem na upotiebeni{ determinantdi, jakoZ i na
upotiebeni principu Dupin-ova, ktery se v analytické geometrii
objevil byti tak plodnym!

Ay e | __ 0

=0=

Jelikoz A=B=C0=2, musi sin AC=0, sin BC==0, sin AZ=0,
0 0 0 0
sin BZ=0, proto (4BC) =5~ =1, (4BZ) =~ =E(4BOZ) = : 5 -
Jest tedy 4 neuréité, proto miZe ona rovnice existovati. Jelikoz jest dvoj-
pomér (ABCZ) taktéZ neuréity, odpovidd paprsku Z nekoneéné mnoho zdru-
Zenych paprskit Z' gvazku s, coZ jest tomuto pifpadu uplné pfiméfeno.
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