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Schmidtovou theorii zabyval se téZ Barus,*) av8ak dospél
k ndbledu nynf téméf vSeobecné piijatému, Ze pifCinu vodivosti
vzduchu v okolf fosforu nutno hledati v ionisaci.

Jak patrno z tohoto kritkého vylitenf, neni dosud otdzka
po pii€iné vodivosti vzduchu pfi oxydaci fosforu vznikajicf de-
finitivné a uspokojivé rozieSena, a¢ nelze popfiti, ze hlavné po-
lemika vedend o této otdzce mezi Schmidtem a Harmsem zpac-
nou mérou pfispéla k vyttibeni ndzord, byt i nevedla v kazdém
sméru k Zidoucfmu objasnénf. Celkem v3ak klonf se vSeobecny
tisudek k theorii elektronové.

Znazornéni cisel délkami a naopak.

Napsal
Dr. Jan Vilém Pexider v Praze.

(Dokonéentf.)

V geometrii Veroneseové pFipustny jsou vedle tselek ko-
neénjch a aktudlné nekoneéné malych jesté délky (9, 9,...)
definované tak, Ze se, znaif-li 4 a B konce konetné dsetky
na ptimce, nikdy neptekro¢f koneéné body tsetek o, 9,...,
necht se tsetka 4B nanese na pffmku za sebou kolikratekoliv.
ﬂseéky toho drubu zovou se aktudlné nekoneiné velké. Prakti-
ckého vyznamu v geometrii nemajf; s theoretického stanoviska
zajimava jest piedev8fm ta okolnost, Ze lze pomocf jich ukdzati,
%e trojuhelniky o stejné zdkladné a stejné vySce nemusi miti
v geometrii Veroneseové stejoy ploSny obsah. Vedle toho po-
uzivd se jich k dikazu o nezdvislosti axiomu Archimedova na
ostatnfch skupindch I—IV. O prikazu objektivné existence
useCek aktudlné nekoneéné velkych nemiZe ovSem byti feéi.

Dikazy existenénf nebyvajf ani v geometrii bez znacnéjsich
obtiZz{; nebylo lze dokdzati ani existenci vSech ,irraciondlnych“
bodd v geometrii Euklidové. Existence ,raciondlnych“ bodd
byla v 1. odstavei prokdzédna. Vedle toho lze se jeSté pfesvéd-

*) C. Barus, Drud. Ann. d. Phys. 11. 1142. 1903.
34"
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“¢iti o existenci ,algebraickych* bodd, jimz odpovidaji algebraickd
éfsla, utvofend 7z jednitky pomocf koneéného poltu zdkladnich
operaci: séitdnf, odéftdnf, ndsobenf a délenf, a pomoci pdtého

tikonu | Y14 %7|, kdez % znaéf &fslo vzniklé pouzitim kterych-
koli z téchto p&ti uvedenych operac{ (v koneéném poétu). Mno-
Zina viech téchto specidlnych ,algebraickych“ bodd jest spoéetné
nekonetnd*) a tudfZ takika ni¢fm vedle mnoZiny druhé mohut-
nosti, jiz pfi nejmen§im mé tak zv. linedrné kontinuum. Exi-
stenci libovolného ,irraciondlného* bodu geometrie zbudovand
na zdkladé axiomt I—IV a V1 viibec nevyzaduje. V geometrifch
hovicfch vSem témto zdsaddm chybéti mohou celé ttfdy irracio-
ndlnych bodd ; dle toho, které irraciondlné body obsahuji resp.
postrddajf, budou se rdzniti. Jest tedy patrno, Ze s tohoto hle-
diska geometrii euklidickych jest mekoneéné mmoho. Viechny jsou
tdstémi jediné, v niZz axiomaticky zavedena jest obapolné
jednoznaénd korrespondence mezi éfsly a body, totiZ geometrie
Descartovy; a jen tato hovi soucasné axiomu uplnosti.
Jednotlivd ¢isla redlnd representovati mohou pouze pted-
méty diskrétnf, kdeZto mnoZina &fsel redlnych vyterpdvd linedrné
kontinuum Euklidovo. Logicky ptipustno jest vSak jesté kontinuum
jiného druhu, Veroneseovo, jez vylerpati lze soustavou ne-
archimedickych ¢fsel a v némz kontinuum Euklidovo jest mno-
~ zinou diskrétnfch bodd. Fakt tento jest nejsilngj3im divodem
proti obecnému mfaénf, Ze pojem kontinua jest pojem apriorny.
Punctum saliens véz{ totiz v odpovédi na otdzku, co jest to
lim | e — B¢ |. Nejjednodusdsi jest zajisté odpovéd, Ze jest to
v kaZdém pripadé urtity bod; a pak lze vztah ten ¢fsti bud
mathematicky: Existuje skuteéné kaZdy bod, jen? konvergujicim
nekonegnym processem jest definovdn (Véta Cantorova), aneb geo-
metricky : LeZi-li z nekoneéné posloupnosts délek, konvergujicich
k nule, kaZdd zcela wvwmity predchozi, pak existuje... (Véta
Ascoliova). AvSak tato nejjednodudsi odpovéd nenf souéasné tou

*) Geometrie, obsahujicf v roviné jen tyto body, md nejmens( -
podet bodd, jaky nevyhnutelny jest k tomu, aby zlistaly zdsady shodnosti
i axiom Archimedéiv jesté v platnosti; geometrie, kterd by obsahovala
méné bodh nezli tato, neni jiz euklidickou. Krom toho md geometrie tato
tu vlastnost, Ze viecky jeji body konstruovati lze pouhym nunasenfm
~tiseSek a pfendfenim Ghld v koneéném poétu.

~
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jediné pifpustnou; proto je moZny i jiny undzor linedrného
kontinua.

-Tento druhy ndzor, Veronesedv, md silnou oporu v sta-
novisku ¢isté filosofie. Bod definovdn jest jakoZto néco, co nemd
viibec zddnych rozmerd, nybrz jen polohu v prostoru. Myslime-
li si nyni takovychto elementd bezrozmérnych mnoZinu vyssi
nezli prvé mohutnosti a sice, jak vSe tomu nasvédéuje, mno-
Zinu druhé mohutnosti, vznikne ndm dle obecného ndzoru, jimz
jest ndzor Eukliddv, nasledkem zdsady V1 linedrné kontinuum,
délka, a tedy rozmér. Z urcitého, vymezeného mnoZstvi nééeho,
z Ceho rozmérnost jest vylouena, sklid4d se rozmér. Jak to fi-
losoficky ospravedlniti a vysvétliti, k tomu ovSem — pomoz si
kazdy sdm. Proto Veronese pfimo popfrd sprdvnost Archime-
dova axiomu, proto zbudoval geometrii na zdsadé této nezd-
vislou a konstruoval v diisledku toho délky resp. &fsla ,aktu-
4lné nekonelné mald resp. velkd“, jichZ uvedenf{ do geometrie
a tim v ndzor n48 zd4 se na poprvé snad piimo illogickym,
ponévadz geometfi navykli si po tisicilet{ operovati jen s dél-
kami konetnymi. Tu v3ak vysvitd jiz dosti jasné, v jak velké
mife ivaha o zdkladnich vétdch geometrickych jest logickou
analysou na8f schopnosti naziraci, a jak znacné ndzory naSe
na prostor mohou se rdzniti prdvé v principielnich otdzkdch.

V tomto ohledu pokusil se Russell v [3] vytknouti z naseho
ndzoru na prostor ty nejjednodussf a hlavnf, zikladnf pravdy,
v nichZ nelze se rizniti a bez nichZ by jiz zkuSenost lidskd
nebyla ani moZna. Nagel tfi takové zdkladni pravdy, nutné pro
nasi zkusSenost, udal divod jich nutnosti a vytkl, Ze jen ty
jsou apriorné. Tiebas bychom piipustili, ze se v apriorité ne-
zmylil, lze rozieSeni to — tfebas jen pro projektivnou geo-
metrii — povazovati za definitivni? Byl by v tom zajisté
skryté obsazen predpoklad, Ze soustavou axiomid geometrickych
ovlddnuta jest veSkerd véda geometrickd, Ze viecky af zndmé,
neb v budoucnu nalezené véty a vSecky geometrické poznatky
jsou a budou jen logickymi disledky zprvau vzpomenutych axi-
omd. Jest tomu skutetné tak, &i mohou naSe védomosti geo-
metrické se rozmnoZiti o podstatné ¢dsti takové, Ze tyto nové
poznatky nebudou regulovdny dosud zndmymi zdsadami? Jak
se podafilo ukdzati, stali systém dosavadni k dikazim a odvo-
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zen{ elementdrnich pravd geometrickych, k zbudovéni plani-
metrie atd; v ném mdme iplny systém pro elementirnou geo-
metrii. AvSak jsou i jiné partie, jeZ se shrnuji obvykle pod
nazev ,analyse situs® a v nichZ zdkladni véty nepodafilo se
dedukovati ze soustavy axiomi geometrie Descartovy.

Analyse situs pojedndvd o vSeobecnych vlastnostech spoji-
tosti kfivek, ploch a prostoru, ale uvaZuje je dosud tak, jak
jsou ddny na$fm ndzorem v prostoru. Jest v§ak nédzor nd§ ve
viem vSude logicky ? Lze to sice predpoklddati, ale pak jest to
patrné nové, samostatné tvrzenf, jez by se muselo pfedem di-
kladné doloziti (viz paradoxon shora uvedené). Analyse situs
jednd na pf. o rodu mnohonasobné souvisljch ploch tak, jak
tyto ddny jsou pouhym ndzorem. Chceme-li vSak vlastnosti ta-
kovych ploch stanoviti pfesng, mathematickymi vztahy, musime
misto ploch (i ostatnich ttvard), ndzorem pouze approximativné
danych, miti pfesné definované geometrické utvary v té geome-
trii, v niZ naopak uvahy mathematické nejlépe a nejjednoduseji
Ize uéiniti ndzornymi, v analytické geometrii Descartové. Timto
zplsobem arithmetisujeme analysi situs dosahujice toho, Ze
lze operovati s ttvary pfesné definovanymi a Ze moZno i spo-
jitost jich vhodné definovati ve smyslu Jordanové; timto zpi-
sobem miZeme v8ak veSkeren obsah analyse situs arithmetiso-
vati a zakladni véty tak vzniklé analysovati na jich jednoduchost
a dokazatelnost ¢i nedokazatelnost z axiomd elementirné geo-
metrie. A tu prdvé se polind ukazovati, Ze uvedeny systém
nedostatuje k odvozen{ vSech téchto arithmetisovanych vét.
Av8ak bude to jesté deldi dobu trvati, neZli umoZnéno bude
k dosavadnfmu systému pripojiti nové zdkladnf véty, zdsady,
jez pak ovlddnou nejen elementdrnou geometrii, ale i partie
vyS8{, shronuté v analysi situs, ve vSeobecn$ nauce o spojitosti
geometrickych utvard.

To vie jest vdznou ndmitkou proti Russellovu feSenf a proti
viem podobnym pokusin, snaZfcim se stanoviti jednou pro
‘vidy pro ndzor nd§ na prostor nejmensi polet zdkladnich z4-
sad. Jet v tom implicite zahrnut p¥edpoklad, Ze ndzor ten
jest hotov, kde#to dé&jiny geometrie uéf spiSe opak, Ze se totiZ
ndzor nd8 vyvijl a stdle tifbf. Byl zprvu jediny, Euklidiv,
od Lobatevského a Bolyaie byly dva, od Riemanna troji a ko-

~
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netné se ukdzalo, Ze nejen téchto novych jest nekoneéns
mnoho, nybrz Ze i euklidickych geometrif jest polet nekoneény.
Nelze tedy jen tak upifti naSemu ndzoru na prostor
schopnost vyvoje a miti za to, Ze onen minimdlni problém
jest nebo bude definitivné feSen. Muselo by se soutasné dokd-
zati, Ze ndzor, jen% se analysuje, jest hotovy a neschopny dal-
§tho vyvoje. Mathematicky by se diikaz ten musel vésti tak,
7e by se ukdzalo, Ze systém zdsad, vystihujicich onen ndzor,
jest v sebe uzavieny, t. j. Ze neptipouSti rozsifeni o Zddnou nezi-
vislou novou vétu, aniz by soutasné nékterd ze zdsad Systému
ndsledkem toho pozbyla své platnosti. A neni snad hieSeno,
tvrdi-li se, Ze toho jsme je§té dosti daleko.

Jest zajisté vhodné vyjiti radéji od geometrie projektivné,
jeZz nemd zapotfebi ¢isel, metrickych vztaht, a pfejiti pak ku
geometrii metrické a analytické. Nebof systém redlnych éfsel
" konstruovdn jest uméle, nezdvisle na ndzoru, jsa zaloZen na
pojmu limity, jenZ jest pojem konvenciondlny, stejné jako i celd
»VyS81 mathematika“, pokud jest zaloZena na pojmu limity
(potet differencidlny, integrdlny, . ..) jest konvenciondlnou.
Proto vychédzeji novéj§f analysté od geometrie projektivné; tak
to utinil Russell, tak poddny jsou elementy geometrie od En-
riqua v [1]. Pfechod k metrické geometrii jest pak jiZz snadny.
Staci k systému zdkladnich vét geometrie projektivné adjungo-
vati jistou imagindrnou kuzelosecku (.kulovy kruh“) a geome-
trie metrickd objevi se jako souhrn viech projektivnych vlast-
nostf, jeZ maji utvary geometrické, precisuji-li se vlastnostityto
s ohledem na onu pomocnou imagindrnou kuzelosetku. Obdobné
vyjiti 1ze od analyse situs, ale pak pouZiti dluzno za pticinou
nutné piesnosti k definicim kfivych ¢éar, ploch atd., pojmi vza-
tych z Cantorovy theorie mnoZin (pokusy od Euriqua).

Vzdjemné postaveni tdchto tff geometrif pochopf se pak
velice snadno se stanoviska theorie transformacf. Nebof metri-
ckd geometrie jest, jak zndmo, invariantni theorii ,hlavni grupy“
(G.), projektivnd invariantni theorii jisté patndctilenné grupy
(G,5), utvoiené kollineacemi prostoru*), a analysis situs inva-

¥) V elementdrné geometrii zlstanou vlastnosti dtvart nezménény
pti pohybu a pfi transformacich podobnych; nové koordinaty lze pak vy-
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riantnf theorif vSech spojitych transformaci{ bodovych, jichZ jest
oviem nekonetnd mnoho (G, ).

Jest moZno téZ nezdvisle na geometrii Descartové a nd-
sledkem tohonezdvisle na uréitém systému soutradnic pojedndvati
o utvarech geometrickych a operovati ptimo s invarianty grupy
potiebné prdvé k dedukcim vyvozovanym; dvahy tohoto rdzu,
zvané ,ptirozend geometrie“, geometria intrinseca, pochdazejf
hlavné od E. Césara [1]. Snaha emancipovati geometrii zcela
od ¢fsel nemiZe viak miti dspéchu; nebof pojem &fsla dostavi
se ihned do geometrie, jakmile se jen jedna a tdZ konstrukce
opakuje. Proto bylo a jest vidy prosp&$né, uvésti do geometrie
¢isla zpisobem nejen jednoduchym, ale i rigorosné pfesnym, a
postaviti se na stanovisko ryze formdlnf. Zdikladnim vétim
mezi body (4), pifmkami (a), rovinami («) odpovidaji pak ur-
Cité jednoduché vztahy mezi 4, a, @, a tyto mohou i jinak byti
interpretovdny, &imZz geometricky provedeno jest zobrazenf
prostoru na jiné predméty. Tim vznikne novy druh geometrie,
tak zv. inversni, jeZ se stanoviska theorie transformaci jest *)
invariantnf theorif grupy o deseti elementech (G,,).

Z ftvah téchto i pFedchozich vysvitd viak dosti jasné
velkd ddlezitost problému geometrického zndzornénf &isel (a
naopak), problému zd4nlivé nepatrného. Jsou to pak hlavné
vysledky 8koly Veroneseovy aHilbertovy, jimz véda geometrickd
dékuje za definitivnf vyjasnénf.

jédfiti jako linedrné funkee pfivodnich:
x' —a x4 by+cz+4d,

—a,x+by+e,z44d,
2’ = 85X + byy + €5z 1 dg.
Z téchto koeficienth a,, a5, ... jest viak pouze sedm na sobé ne-

zdvislych, Sest pro pohyb a jeden pro transformaci na podobné utvary.
V projektivné geometrii vyjddfena jest nejvSeobecnéjsi transfor-
mace vzorci

4
px; =2k airxk, 1=1,2,3,4,
1

Z Sestnécti koefficientd a,;,a,,, . . .” jest viakjen patndcte libovolnych.

Analysis situs jednd o takovych vlastnostech krivek, ploch a &4sti
prostorovych, které se neménf{ pii Z4dné spojité deformam Takovychto
-deformaci jest patrné nekoneéné mmnoho.-

*) V konkrétnfm piipadé.

~
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Pozndmka k Hilbertové soustavé geometrickych axiomit.

Zdsada V 2 jest logickym disledkem zdsad I—IV a VI,
rozumi-li se axiomu II[ 6 tak, Ze se v trojuhelnfcich ABC a
A'B‘C’ ptipusti kterjkoliv smysl obshu od vrcholu A4 resp. A’
k B resp. B, odtud k C resp. C' a zpét k A resp. 4’
vzhledem k uzavienym takto plochdm (III6 ,v §ir§fm pojetf“).
Predpoklddd-li se v8ak tentyZz smysl ob&hu pro oba trojihelniky
(II16 ,v uz8fm pojeti“), pak zistivd V 2 na ostatnfch zdsaddch
nezdvisly axiom. Kde v tvaze mluveno bylo o zdsadé III 6, vidy
byla minéna ,v Sir8fm pojeti“; omeziti ji na III 6 ,v uzdim
pojeti“ a pFipojiti pak k systému vétu V2 md vyznam jen
tehdy, jednd-li se o geometrii nepythagorejskou, nazvanou tak
dle toho, Ze v ni planimetrickd véta Pythagorova neplatf. Ge-
ometrie tato jest nearchimedickou. K vili tplnosti budiz uve-
deno, Ze geometrie nepythagorejské jsou vlastn& dvé; v prvé
z nich neplat{ Zddny¥ axiom spojitosti, v druhé v8ak vyhovéno
jest zdsade V2.
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