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Vyznaéeni tvaru trojuhelniku veli¢inou.
Podava

Dr. Adolf Parizek,

professor gymnasia ve Vysokém Myté.

Trojihelnfky maji tehdy stejny tvar, jsou-li podobny, totiZ
shodujf-1li se v poméru stejnolehlych stran a v stejnolehlych
thlech. UvaZujice pouze tvar trojthelnikd budeme trojihelunfky
podobné povazovati za souhlasné ve tvaru; a bude tedy tvar z4-
lezeti jenom na pomeéru stran a whlech trojahelnfki.

Planimetrie rozezndvd dle vzdjemné velikosti stran troj-
thelnik rovnostranny a nerovnostranné trojihelniky. Rozdélent
toto jest v8ak pouze kvalitativné, neb neudavd se dosud, jak
by bylo mozno stanoviti, ktery ze dvou nerovnostrannych troj-
ihelnfkd svou nerovnostrannost{ druhy pfedéi — mohli bychom
ffeci — ktery jest nerovnostrannéjsf{. Tim mén& vSak lze udati,
kolikrst jest nerovnostranngjsf, tak jako o Gsetkdich miZeme
rozhodnouti, kterd jest delsf, i kolikrdt. A pfece jest patrno tasto
i pouhému pohledu na trojihelnfky, Ze nékteré z nich svou ne-
rovnostrannost{ vynikaji, jiné blfzi se rovnostrannym. A tu
shleddme, Ze vynikajfcf dlohu mé i nejvét§i dhel, jakoZ jest zcela
ptirozeno. Trojihelnik mé vidycky totiz dva ostré thly, tfetf
— nejvétdf — mize byti ostry, pravy neb tupy. Kazdy viak
vida narysovdny trojihelniky ostroihly, pravoiihly a tupoihly
jisté prohldsf, Ze tento piedti oba druhé* nerovnostrannostf,
prvnf Ze nejvice blizi se rovnostranuému, a pravodhly Ze tvokf
ptechod mezi obojimi.

Z toho vidime, Ze moZno tvary trojihelnikdi aspoini srov-
navati, a tato dvaha obfrd se otdzkou: pokud lze toto srovng-
vinf provddéti, 1ze-li je roz§ffiti i na kvantitativni a jak se to
miZe dfti?

UvaZme piedev$im, Ze tvar trojuhelnikd md dva stupné
volnosti: nebude tedy moZno vSechny tvary trojihelnfké srovnati
v jedinou Fadu, nybrZ bude jiZz v zdsadé nutno nékteré tvary
trojuhelnfkd, aé nikoli podobnych, vedle sebe na tyZ stupefi ne-
rovnostrannosti pripustiti &ili je za stejné nerovnostranné pro-
bldsiti.. Tak zvlasté pravoidhlé trojihelniky by bylo snadno moZmo
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v nerovnostrannosti stejnému stupni pkitaditi tak, Ze by vSechny
trojuhelniky ostroihlé byly na niz§fm, v8echny tupoihlé byly na
vy$8fm stupni neZ pravoihlé.

Uvédzfme-li ddle, Ze trojihelnik rovnostranny vlastnosti ne-
rovnostrannosti vibec postrddd a to jediny mezi vSemi tvary
trojihelnfku, uzndme, Ze jemu bude néleZeti stupen nejniZ8f —
kvantitativné nejpfiméfenéjsf nullovy — a Ze npa tom stupni
bude sém jediny (rozumf se ovSem z trojihelnfkd redlnych, k nim?
jediné budeme déle priblizeti).

Jsouli v8ak dva stupné volnosti pro tvar trojihelntkd, lze
i dvojim, a sice jen dvojim neodvislym a druhému neodporujicim
zplsobem stupné této fady pridruZiti k éfslim fady ptirozené;
a to asi tak, jako body v roviné — majfci dva stupné volnosti
— lze sdruziti v kiivoCaré soubory, jichz moZno analyticky
jako soustavy kiivek o proménném parametru pojimati, a kazdé
ktivce jednoznatnou funkei parametru jako ¢islo stupiiové pii-
déliti. Toto sdruzeni a pridélen{ parametrim lze i druhym zpi-
sobem, tiretfm atd. vibec kolikakoliv zplisoby provésti, ale
kazdou ktivku tteti, ¢tvrté soustavy i kterékoliv dalsf Ize uzitim
parametrd, v prvych dvou soustavdch ptijatych, jakoZto soufadnic,
vyjédriti analytickou rovnicf.

Kone¢né uvaZme, Ze cCiselné vyjadfenf stupné nerovno-
strannosti musf byti soumérnou funkei v8ech @hld — neb stran;
nebot, vyménfme-li v trojdhelniku strany, nezméni se ve svém
tvaru. Ze souboru téchto dvah vysvitd, Ze nutno nalésti vyznatnou
kvantitativn{ vlastnost pro trojihelnfk rovnostranny, kterd by v téze
hodnoté se pfi Zz4dném jiném trojihelnika nevyskytala, nybrz
vidy vétsf hodnotou byla predstavena, &(m patrnéjsi jest ne-
rovnostrannost jich, neb ¢fm vétsf jest nejvet§f dhel proti
ostatnfm. ’ »

Trojahelnfk rovnostranny jest pravidelnym trojihelnfkem,
v jehoz stfedu splynuly spoletné priseéiky symmetrdl stran,
téZnic a vysek. Atkoliv b&h piimky Eulerovy jest tu neurCitym,
jest setka jeji omezend priseéikem symmetral stran a prisetikem
vySek tplné uréitdi a mé hodnotu nullovou.

Pro krdtkost vyrazu budeme ji ddle jmenovati tisetkou
~ Eulerovou a oznacovati pfsmenem e. Platf tedy pro trojihelnfk
rovoostranny, ale také jen pro tento e¢—=0, neb pfi vSech
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ostatnfch priseéfk symmetral stran & tou mérou ustupuje od
prisetiku vySek v, jak trojihelnfk se stivd nerovnostrannéjim,
pfi CemZ oviem tezisté ¢ lezf stdle ve tfetind od bodu % na
useice Eulerové ¢itané. PonévadZ pak pii sestrojenf bodd & a v
#4dn4 strana nevynik4, bude ¢iselné vyjadien{ veliiny e soumérnym
tikonem stran. Sama tato tsetka by se v3ak pifmo pro posou-
zeni stupné nerovnostrannosti nehodila a to proto, Ze pribéh
(smér) jeji jest dvojznatny, a dile, Ze v trojihelnicich podob-
nych neni stejnd, nybrz umérnd kterékoliv tseéce jiné. Dvoj-
znaénost vézi v obojfm znaménku, a tedy ji odstranfme uvaZo-
vanim &tverce e® jejiho, ktery oviem jest pak jednoznalny a sice
kladny. Druhou zdvadu odstranime srovndvdnim s jinou, stejno-
rodou a taktéz soumérnou veliCinou trojihelnfku, za niz velmi
dobie se hodi polomér kruznice opsané, kteryz jaksi tu vyznaluje
velikost trojihelnfku. A tak bychom méli dkon pro vyznadenf
nerovnostrannosti & trojihelnfku ddn vyrazem

(D &= —.

Ukon tento mékfci nerovnostrannost trojihelniki nazjvejme
Eulerov§ym k pripomenut{ dsetky Eulerovy e, kterdz v ném se
vyskytuje.

Daldfm tkolem nadim bude tedy ptichdzejict tu tsetky
e a r Uhly vyjddiiti, coZz provedeme tak, Ze nejprve Eulerovu
tisetku — ponévadz vzorce jeji nejsou vSeobecné zndmy — vy-
jddffme stranami. :

Budiz uvazovany trojihelnik a, a, a,, strany jeho oznaéme
dle prot&jsich vrchold a,, a, a a,; vySky jeho dopadaji v bo-
dech v,, wv,, v, a protinaji se ve spoletném prisetiku v,
tiseCky z tohoto bodu k patdm méiené budtez v’, v a v,
KaZdou vy3kou rozpadd se pifsluind strana ve dvé édsti, jez
oznadfme pFipojenfm p¥ipony sousednf strany k oznaceni strany
celistvé; na pi. strana a, rozpadd se bodem v, v Cdsti
4,9, = Gy4 & v,d; = a4, obdobné ostatni strany. Koneéné budiz
k stred kruZnice opsané, jejiz polomér bud », z ného spustme
na stranu @, kolmici, symmetralu strany do bodu k,, jejiZ isetku

oznatme k,, usefku vk, znaéme a,,. Useika Eulerova vk —=e
37+
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jest tu;kosym ramenem praveihlého lichobéZniku- v,k k, jehoz
ramena se oviem v nalem obrazci (a vidy pFi trojihelniku. tupo-
ihlém) vzdjemnd. protinajf: Jest pak tu dle véty Pythagorovy.
ttverec. ptepony : '

@) e’ = (k, + v)* + a,,%,
kdeZ ovSem nutno- isetky se tu vyskytnuvsi stranami- trojihel-
niki vyjadfovati. A sice. dsetku %, uréfme z A\ kk,a, pravo-
uhlého, v.némZ jest polomér » pieponou. Bude pak

7&72:1*"’——1-—02

1 4 1°

a pro obsah trojihelnfku
1641 =:— a} -+ 2alal + 2ala} - a} | 2ala} —al,.
vyjde po spnadné upravé

6) k; =% (a2 — a* — ad),

kdez znameni p¥i odmocnénf zvoleno tak, aby tsetka byla kladn4.
Pt trojiikelniku ostrotihlém: bylo by oviem nutno ve :.vzorci (3)
znameni po- pravé strané: v opalné proméniti. PonévadZ-pak
i ve-vzoerei (2) jest: misto- souttn rezdil, dalSi vysledky budou
spravay.ipro trojihelafky ostrothlé. Pfi pravoihelaém trejihelniku



568
jest stfed % ma -preponé v bodé’k, a usetka &, —0; na zna-
ménku ovSem nesejde.

Pro stanoveni tusecky o' srovnivejme trojihelnfky :pravo-
uhlé, jez shodujf se v ostrém whlu a jsou tedy podobny, kde
v jednom usecka ta 'se vyskytuje, na pf.

A 0,0 ~o A\ 4,050
Nahradime-li vyskytujici se vysku trojuhelniku podilem
dvojndsobného obsahu pffsludnou stranou, -obdrzime nejprv rovnici

. ;) By0q3Q9,
(4) V=5

K ustanoveni tusekil stran a,; a a,, uvaZujme trojihelnfky
pravoihlé a,v,a, a a,v,a,. Spoletnost jedné odvésny jejich vy-
jadfuje rovnice

a’122 A a123 - a; - a’;’
ponévadZ v3ak oba tuseky jsou useky téZe strany a doplhujf se
na ni, platf ddle
@y + a3 =ay.
Podil poslednich dvou rovnic vSak jest

@y — O3 =

Tato s predeslou tvoif linedrnou soustavu, z nfz vyloh-
tenim a,, ‘dostanemne potfebny vztah

2 2 2
- 0, —a, +_a_3
13 — 2“1

obdobou obdrzime vzorec i pro tsek

a ’

2 2 w2
a :gl_—{:—az_——_a_s_
21 20«2

Tyto dva vysledky dosazeny byvSe do vzorce (4) davaji tedy

, _ (ai —a}+a}) (ai+a;—a))
b) v = S0, .
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Rovnéz mohli jsme srovndvati i trojihelniky - podobné
Aagv,v ~o A\agvga,, coi vede ztejme k tymz vysledkim, o EemZ se
lagskavy ctenaf obdobnym pochodem presvédéf.
Déle jest patrno, ze tsek
1 a: — a?
(6) all = a12 —-—éa:—l%l———-
Dosadivie vysledky (3), () a (6) do rovnice (2), ob-
drifime po rozvlgéné, nikoli vSak obt{Zné Gpravé vyraz pro
ttverec usetky Eulerovy

2,22 _ (42 2 2\ gt 2 2,2 __ 4 2,2 __ 4
o2 alaial—(ai+tai+tal)(—al—2alai+2aial—ait2alal—al)
— 5 p’ r r P b
—a} +2alal 4 2ala; —a} -+ 2aia;-—a;

uZijeme-li pak opét vzorci svrchu uvedenych pro obsah troj-
Ghelniku < a polomér  kruZnice opsané, vyjde ihned hledany
vzorec Eulerovy usetky

©) ¢ = 9r*— (a3 al +a2).

" Vyjddrfme-li v8ak strany trojihelniku polomérem kruZnice
opsané a siny protéjSich uhli e,, e, a «,, vyjde koneén& pro
tkon Eulertv :

(8) & =9 — 4 (sin%e, + sin’e, -+ sin’x,).

K snadnéjdimu pozndni hodnot tohoto tkonu pro trojihel-
nfky riizného tvaru srovnivejme nejprve obecné dva trojihelniky
shodujfci se v jednom uhlu «; z ostatnich prifadme ke kazdému
z obou thld jednoho trojihelnfku jeden v trojihelniku druhém.
V jednom pdru takto pFifazenych hli bude ten v prvém troj-
thelnfku vétsi, v druhém pdru zase dhel druhého trojihelnfku;
oviem v obou ptipadech o stejny rozdil, coZ oboji moZno rovni-
cemi vyjadFiti

)] ¢ =a'=a, f'— "’ =y’ —yp".

Vyjddtfme li hodnoty & a &’ ikonu Eulerova pro cba troj-
Ghelnfky, vyjde odeétenfm jich rozdil

& — ¢ = — 4 (sin®p’' — sin’B"” - sin’p’ —sin’y");

uZijeme tu zndmého vzorce goniometrického
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~ sin’¢—sin*y =sin (¢ ¥).sin(p—19)
a obdrZfme déle vztah
&' —&" = — 4[sin (B’ B“)sin (B'—p*)+ sin(y’'+ ") sin (y* — )],

kdez dle rovnice (9) mdzZeme v dvojélenu vytknouti spoletny ti-
nitel sin(f’—p), nacez dle rozdilové pouéky o sinech lze
celou pravou stranu proméniti v soulin, pri ¢emz opét dle rov-
nice (9) lze zjednoduSiti v koneény tvar Zzddaného rozdilu

(10) & — &' = 8 cos @ sin (B’ — B*)sin (B — p*).

V dalsi duvahu vezmé&me trojihelnik ostrodhly s pravouhlym,
kteryZz se s onim zase v jednom — ovSem ostrém — thlu &
shoduje. Ze zbyvajicich dhld ostrouhlého trojihelniku ptifadmne
vét§! dhlu pravému; takZe platf{ srovndni

a’:a”:a<90°; ﬁu<ﬂ/<y/<7,u___900.

Cinitel pravé strany ve vzorci (10) cose jest pak kladny,
ndsledujicf €initelé, jakozto siny rozdfli dvou ostrych uhld, Fidf
se ve svém oznafeni dle oznadeni svych argumentd, jest tedy
sin (8’ — @) kladny a sin (8‘— ") zdporny. Ponévadz tedy
v soudinu jediny C¢Cinitel zdporny piichdzi, a pro trojubelnik
pravoubly obdrzi Euleriiv tkon hodnoty &=1, jest pro troj-
tihelnfk ostrouhly jeho hodnota &< 1.

Po tteti srovndvejme trojuhelnfk tupothly zase s trojihel-
nikem pravoihlym, ktery se 8 nim v jednom — ostrém — thlu
shoduje, a tupy thel pritadme pravému; bude tudfz

al —_— “/I:a<900; ﬁl<ﬁll< 900 :7ll< yl.

Snadno poznime, Ze posledni dva Cinitelé na pravé strané
vzorce (10) jsou zdporni; i bude pro trojihelafky tupouhlé ikon
Euleriiv ¢'>1.

Koneéné srovndvejme dva trojihelniky tupothlé takové, Ze
oba tdhly ostré jednoho jsou men§f neZ piifazené uhly ostré
druhého, s trojihelnfkem tfetfm, jehoZ jeden ostry thel shoduje
se s jednfm dhlem ostrym prvntho, druhy stim dhlem ostrym dru-
hého, ktery k onomu nenf ptifazen; vSechny tupé dbly jsou pak
k sobé pritazeny. MiZeme tudiz psati srovndn{
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ol < o' — a/<900; ﬂu/ :'_ﬂu<ﬂz< 900’ 900’<71<7”<7“1'

Provedenfm tychz dvah jako v obou piedeslych piipadech
shleddme, Z%e tkon Eulerdv nabyvd vétSich hodnot & << &,
zmen§fme-li v trojibelniku tupoihlém oba ostré dhly. Pii tomto
zmen$ovdn{ piijdeme jakozto k mezi k trojahelniku .splyvajicimu
v jedinou ptimku, ve kterémz dva tihly jsou nullové, tieti pifmy,
pro néjz tedy tikon Euleriv dosahuje hodnoty 9; proto jest ta
hodnota mezni pro trojihelniky vibec: vétsi hodnoty mohou
ndleZeti jen trojihelnfkim imagindrnym, je% jsme piedem vy-
loucili. = ‘

Spodui mezi jest oviem nulla, jakoZ vyplyvd jiZ z tvah,
jimiZz jsme ukon tento zavedli, a tato mezn{ hodnota ndleif je-
diné trojuhelnfku rovnostrannému. To viak bychom mohli téz
dle ptedeslého vzoru odvoditi, srovndvajice trojuhelnik ostroubly
viibec a trojahelnik rovnostranny s trojubelnfkem tretim, ktery
jeden dhel mé rovny 60°% a ve druhém se shoduje s jednfmn
tthlem trojibelniku prvnfho. Pfi trojahelnicich ,vysokych,
kde jsou dva dhly vét&{ nez 60° budiz tato shoda v jednom
z nich; pii .ostatnfch ,nizkych“, kde dva uhly jsou men§i
nez 60°% rovnéz v jednom z nich. Toto srovndn{ dle zminéného
vzoru provede laskavy étendf sdm.

Nabyté vysledky moZno shrnouti v piebled, Ze Euleriv
iikon nabyvad pro trojihelniky

a) rovnostranné: hodnoty nullové,

b) pro ostrouhlé: kladné, ale mensf nez 1,

¢) pro -pravodhlé: rovnajicf se 1,

d) pro tupouhlé vétsi nez 1, ale mensi nez 9,

e) pro nepravé trojihelnfky v pifmce: rovnajicf se 9.

Hodnot zdpornych ani vétSich nez 9 dkon ten pro Zddny
redlny trojihelnik nemiZe nabyti.

V' zdvéru stanovme si hodnoty dkonu Eulerova pro zndmé
tfi raciondlné trojihelniky vSech tff druhi:

‘= (13, 14, 15), A" =(3, 4, b), A" =4 13, 15),

‘kdez &fsla v zdvorkdch jsou mérnd ¢fsla jejich stran: bude tedy
yyhodno uziti vzorce (7), abychom obesli poéitdnf ahld, a sta-
noviti nejprve _poloméry kruznic opsanych
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r' =8 r =2y r = 8Y,.
Z toho obdrzime tsecky Eulerovy
e?=4%,,; e*=6,; e’?=184°%,,,
¢imZ najdeme spadno pro Euleriv dkon po tadé hodnoty
& =", =0063; &“=1; & =27 2789,

Jakozto vedlejsf vytéZek plynou tu i vztahy jiné, jako:
soulet ¢&tvercit vSech tf stran rovnd se nejvySe Ctverci troj-
ndsobného peloméra kruZnice .opsané.

Poznamka redakcni.

1. Velicinou ,vyznacujfei tvar trojihelnika“ — jak se p.
spisovatel vyjadfuje — jest nejvlastnéji nejvétsi dhel jeho aneb
néktery tkon tohoto @hlu. Nebof, je-li ¢, =, =< ,, a na pf.

— 60
o="5"_"2"
60
jest pii trojihelniku rovnostranném e, = 60° ¢ =0,
ostroihlém 60° << @, << 90°, 0 << < 1,

» n n

s ” pravoihlém e, = 90°, J =1,

y  » » tupoihlém 90° << @;<<180°% 1 <<d <4,
s » » pteslém v tdsecku @, = 180°, 0 = 4.

Také rtizné tkony stran i dhli trojihelnfka mohou slou-
ziti k posouzeni jeho tvaru a ,méfeni nerovnostrannosti trojihel-
nfka“; hodnota & v ¢ldnku predchdzejicfm vySetfovand jest
k tcelu tomu vhodné volena, ale neni oviem jedinym woznym
ikonem, kterym lze téhoz cile dojiti.

2. Vzorec (7) vyjadiujici vzddlenost e prisetlku vysek
v trojihelnfku od stfedu kruZnice opsané jest zndm v literatufe
geometrické. (Viz na p¥. spisek: Rélations entre les éléments
d’un triangle. Paris, Nony & Cie, 1893, pag. 82.).

Uzitim trigonometrie lze jej vyvoditi takto: KruZnice X
opsand trojihelniku a,a,a, protind prodlouZenou vySku a,v,
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v bodé a, tak, Ze vv, =wv,a,. Mocnost bodu v ke kruZnici K
jest
M=¢e—r'=—uva, .va,.
Jest vSak
va, = 2. kk, = 2rcos e,
va, = 2a, cos «, . ctg a, = 4r cos a, coS «,,
procez
e?— 2 = — 8r% cos @, COS @, COS &,
eili
e?=1r?(1 — 8 cos«, COS @, COS ;).
Jelikoz o thlech trojihelnika platnou jest relace
sin? &, 4 sin® &, - sin® ¢ = 2 (1 -} cos a, C0s @, cOs-at,),
lze vzorci poslednimu ddti tvar
e? = r?[9 — 4 (sin® a, 4 sin® @, -} sin* a,)],

totoiny se vzorcem (8).
Hledice k tméie

%G 4 %
sine, ~ sine, Sine;

ptijdeme pak ku vzorci (7). -

Novy dikaz véty Pythagorovy.

Napsal

Antonin Sykora,

professor v Rakovniku.

Budiz ddn pravouhly trojihelatk T o strandch a, b, c.
Odvésnu a prodluzme za vrchol ostrého dhlu o délku druhé
odvésny b, nad souétem (a - b) sestrojme &tverec a pienesouce
na jeho strany od vrchold v témZz smyslu délku @, spojme dé-
lici body; tim vznikne Etverec C na pteponé c.

T¥z rovnd se patrné

~
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