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jsme ve svých pracích arithinetických označili symbolem ý(w,a), 
a my obdržíme: 

S i>(k,d)= S E -f . 
* = a - f 1 A=a-f 1 \ # / (Dokončení.) 

Drobné zprávy. 
Napsal 

NI. Lerch, 
docent české vysoké školy technické v Praze. 

L Ve své znamenité práci „Zur Darstellung von Reihen 
durch Integrále" (Journal f. d. reine und angew. Mathematik, 
sv. 105) dokazuje pan Kronecker některé obecné vzorce sum-
mační a uvádí následující interessantní applikace: 

1. Značí-li v reálnou veličinu kladnou, bude 

- 1 1 . __7ti 

/T r\ o v<* hVni 1 4 / i | v2 \ 

(L') 2 27* e = — e 11 -f- e I hz=0 

4- 2 sin --- / 
vй v J 

2u7ti 2it 
o cos cos-^-

V v z 

kde v součtu 27* dlužno první člen redukovati na polovičku, a 

též poslední, je-li—•-, celistvé číslo; pan Kronecker píše 

2 e
h2v27ti+ 2 e * W . 

o<h<-^ o < k<-2 
v* = = v 

2 
Ze vzorce toho plyne po krátké úvaze, že při v2 = — 

(kde n je celistvé kladné číslo), bude 

y n 2h*iti . A ^ n 

2 27* e » = 1 + 1 — V « , 
hz=o * + l 

čímž řešen slavný problém Gaussův, stanoviti tyto Gaussovy 
součty, způsobem ryze analytickým na základě jediné počtu in-
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tegralního. Vzorec (L') tedy zobecňaje Gaussovy výsledky, které 
byly předmětem úvah Dirichleta a Cauchya. 

m 
Volíme-li v2 = — , kde m. n značí kladná čísla celistvá, 

n 
•obdržíme 

n — mh2ni * • 

(L") ^У^- Һ e n = e* Ш(l +e m\ 

nni 00 
, . 2nя - — ľ Є 

+ sm e m I j 
• m J l 1 

du 

m 
- • cos I 

\ \2u7ti V — I — cos 
\ I m I m 

a tedy pro m = 4, je-li n lichéy 
4Jc*ni 1 . nni 

(L»0 »= 2; e — = l . r - ( 1 + a-T) 

4 4 

L(„-2)*ѓ ^ e - A í
đ м 

+ e 7 v wxf fw , — un V n 
—oo e + e 

odtud se obdrží substitucí -7= za v a rozštěpením v část re-

alnou a pomyslnou: 

00 ^ 

/ ° S ^ " ^ / n + 1 , 2 n + l \ x / -
/ T-dt= c o s — 7 — í ř + c o s — 7 — * V * 

-•̂  cosfrn \ 4 ' 4 / 
, « « • / » 4fc2\ 

+ 2 f s m ( T — i r ) * ' 
00 . < * * f^.^-zU^L+^ + sin^i^V" ^ cosfrn \ 4 ' 4 / 

o ^ ln 4 & 2 \ — 2 27 cos H hr, 

* \4 n / 

o summační podmínce •—i- n <; & «< — n , při čemž n jest liché 

a kladné, 
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2. V další poznámce „Beinerkungen liber die von Gauss 
mit [/•] bezeichnete arithmetische Function einer reellen Grosse x 
(Journal f. Math., sv. 106.) ukazuje pan Kronecker, že vzorec 

[x] = ±-r2{\ + sgn.{x-h)}, 

platný pro kladná w, jež nejsou celistvá, kde [x] značí celky 
čísla #, sgn.u pak vyjadřuje znamení veličiny u: t. j . rovná 
se 1, 0, — 1, jak jest u kladné, nulla, či záporné a je-li 
číslo r dosti veliké, vede k nejjednoduššímu důkazu rozmani­
tých vzorců arithmetických. Z těch nejinteressantnější jsou ná­
sledující : 

-(m—l) 
[km 11 l 2 | lh . k 1\) 
LT+TJ = 2 £ ?+-•{•=+—T)\-

tedy 
-(m—l) \{n-l) 

vzorec, který poprvé udal p. Busche, a který jsme dokázali 
analyticky ve své práci otištěné ve vídenském časopise ma-
thematiekém. 

Dále platí 

(2) 
| trn kjVYhX \n/fYL l i I 

L T - I T J + L^ + T J = T ( W - 1 ) ; (WI Mlichá' 
k libovolné), a konečně 

.„. - [2kml , " r 1 [hni 1 

(rc liché). 
Po většině mají poznámky p. Kroneckerovy ráz reklamace 

priority naproti práci p. Sterna v témž žurnálu otištěné. 

3. Probíhá-li Q všecky kladné zlomky, jež nepřevyšují -----

a mají ve zkráceném tvaru jmenovatele 5=N, bude 
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logN 9
 & v r

 p Llogi?J logN' 

kde p probíhá všecka čísla kmenná, a závorka [ ] značí celky 
veličiny uvnitř obsažené (Kronecker, Journal fur Mathematik, 
sv. 108 : Eine analytisch-arithmetische Formel). 

II. Je-li dána rovnice o neznámé z 

(1) z—t + x<px (z) -f x*<p2 («)+-•-. + «fy* («), 

kde (px, <p2, . . . 9* jsou funkce z chovající se pravidelně uvnitř 
jistého oboru omezeného křivkou K konečnou a uzavřenou, 
t pak značí komplexní veličinu znázorněnou bodem uvnitř K, 
a je-li lze ustanoviti konstantu a tak, aby pro všecka z podél 
čáry K platila nerovnost 

(2) 
a<p, (г) 
z—t + «Vг (~) + ...+ «*9>* ( z )| 

z — t 
< 1 , 

pak bude lze při podmínce | x | «< a rozvinouti libovolnou funkci 
f(z) kořene z rovnice (1) — ovšem pokud tato se chová pra­
videlně uvnitř K — v řadu 

f(z)=f(t)+xf(t)<pl(t)+ ... 
L M V D n / ' ( 0 9 i ( o > , ( o ^ . . . ^ ^ } 

a\fi\ . . . A! + 
kde v napsaném obecném členu součet se vztahuje ke všem 
řešením neurčité rovnice o neznámých a, /?, . . . A 

a -f 2/3 + Ьү + . . . -f U = n, 

a b značí součet 
« + 0 + . . . + A . 

Tuto větu, která zobecňuje řadu Lagrangeovu, podal p. 
F. Gomes^ Teixeira, člen královské české společnosti nauk (Jour­
nal de Mathématiques pures et appliquées, 3. řada, sv. VIL, 
1881 a tamtéž r. 1890) a zabývali se jí dále pp. Cesáro (Nou-
velles Annales, 1885) a David (Journal de 1'Ecole Polytech-
nique, 1887.). 
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III. Interpolační vzorec Hermiteův (Cours ďAnalyse de 
FEcole Polytechnique) 

, , v sin (x — a „ ) s i n ( a ? — a~) . . . sin (x — an) f . . 
/ (x) — -r—T "-r-^—r ^ r—7 / (a,) 
J ' sin (ax — a2) sm (al — a3) . . . srn (at — aw) ' v ' 

, sin (x — a,) sin (x — a3) . . . sin (x — an) 
* sin (a2 — at) sin (a2 — a3) . . . sin (a0 — an)

J 2) 

+... 
, sin (x — ax) sin (a? — a2) , . . sin (x — an-i) * , ^ 
' sin (an — ax) sin (an — a2) . .. sin (ctn — an^^ n) ' 

kde ax, a 2, . . . , an jsou libovolné konstanty, nejlépe reálné 
veličiny obsažené uvnitř jistého oboru, v němž nachází se též 
veličina cc, představuje předepsanou funkci analytickou f(x\ 
pravidelnou v uvažovaném oboru, s přesností, jež roste zároveň 
s počtem n veličin a; je totiž třeba k pravé straně připojiti 
integrál 

1 C f(%) sin (x — ax) sin (x — a2) . . . sin (x — an) 
2%iJ sin (z — x) sin (2 — ax) sin (z — a2) . . . sin (2 — an) 

vzatý podél okraje S oboru, v němž jsou obsaženy veličiny 
x, ax, a 2, . . . an, a integrál ten blíží se nulle s rostoucím w, 
je-li čára S tak volena, aby na ní bylo 

sin (x — am) 
sin (z — am) 

< p , (m= 1, 2, . . . n), 

kde p je pravý kladný zlomek. 
Z téhož pramene plynou vzorce 

f(x) = Z K2n+i sin2*-*"1^ — a) + cos (# —a) -S L2n sin2" (a?—a), 
n-=0 M = 0 

f(x) = Ž K'2n sin2" (a? —• a) + cos (a? — a) 2l>' sin^+^aj—a), 
w=0 n—O 

jež příslušejí případu aL = a2 = . . . z^ an -= a, kde K, L značí 
konstanty a konvergenční podmínky znějí buď 

a) Imag. č. (x — a) v mezích (— l . . . ř), reál. č. (x — a) 

v mezích I—<-- . . . -^-1, a při tom 

^ l o g ( l + V2), | B i n ( * - ~ a ) | < 1 , 
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aneb 

fi) l < log (1 + V2), | sin (x — a)\ 
2 

(F. Gomes Teixeira, Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, 2. řada, sv. XIV; 1890.) 

IV. Veta Eisensteinova, že mocninová řada s racionalnými 
součiniteli 

y = co + cix + c*x* + czx* + • • • 

může jen tehdy hověti algebraické rovnici s celistvými součiniteli 

2kxayb = 0, 

jestliže ve jmenovatelích zlomků c0, c., c 2, c3, . . . přichází 
jen konečný počet čísel kmenných — byla oblíbeným před­
mětem mathematiků. Z důkazů, jež pro ni byly dány, zaslu­
huje zvláštní pozornosti onen, jejž před třemi lety uveřejnil 
v Annales de 1'Ecole Normále Supérieure p. F. Gomes Teixeira. 
Důkaz ten zní následovně: 

Differencujeme-li danou rovnici 

Ekxayb = O 

dle pravidla Leibnitzova n-kráte, obdržíme užívajíce známého 
označení symbolického: 

2k(x*-\-yby») = 0. 

Ježto vyšší derivace než a-té funkce xa jsou nullami, 
nižší pak mizí pro x = 0 a a-tá derivace má hodnotu a! f ob­
držíme pro x = 0 vzhledem k identitě 

a! (* | = n(n-l) ... (n-a + 1) 
rovnici 

Ekn(n-1) . . . (n^a+l)(yb)^0
a)=0, 

kde (2/6)(»-a) 0pět značí n — a násobnou derivaci mocnosti yb. 

Užijeme-H Leibnitzova pravidla derivačního, máme sym-
bolickv 
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fo*)<~> = ( y + ř + . . . + y ) ( — > 
__ (w — a) ! yMy^*) . . . y("») 
~~~ cfj ! # 2 ! . . . a b ! ' 

kde součet se vztahuje ke všem řešením rovnice 
a\ + a2 + • • • + ab = n — a\ (uv = 0, 1, 2, . . . ) , 

a rovnice naše obdrží tvar (po dělení číslem n!) 

(a + a i + a 2 + • • • + ab = n). 

Vyjmeme-li zde členy obsahující y^\ a jež tedy příslušejí 
ku a z= 0, máme 

*/n> v (« i ) v ( * 0 
- - ^ A b . t / ^ + ^ A - ^ .. ^ S - = 0-w! *o • a t ! cc6! 

čili 

» 2ľ" A - * 
y(*i) y W y(*&) 

I/o a, b, a ttj ! ft2 i ftfr i 

"ňT ~ Ž' A by6-1 » 
a, 6 

kterýžto vzorec slouží k návratnému stanovení hodnot koef-
ficientů Maclaurinovského rozvoje kořenů y podle x. Pravá 

y(«) 
strana v čitateli obsahuje samé veličiny tvaru - — , kde a je 

menší než n (a skládá se z konečného počtu členů); jmenovatel 
pak nezávisí na n. Je-li dáno yQ = y(0) jako racionálně číslo, 
obdržíme odtud postupem y\, y'0', . . . #(

0
n), . . . jako čísla racio-

(n) 

nalná, a patrně v redukovaném tvaru jmenovatel zlomku — °.-

neobsahuje jiných činitelů kmenných než ty, jež přicházejí ve 
(n-1) (n-2) 

jmenovatelích zlomků redukovaných -~—— , -r-̂ -( n — 1 ) 1 ' (» —2)1 ' # " 
a ony, jež jsou obsaženy v čitateli zlomku E kbyb~x, Z toho 

a,Ь 
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následuje, že počet kmenných činitelů obsažených ve jmeno­
vateli redukovaného zlomku je konečný. 

V. V posledním čase vzbudily pozornost učeného světa po­
kusy Bonnského professora Hertze, a když „Kolnische Zeitung" 
vyhlašovala je za nezvratný důkaz pro identitu světla s elek­
třinou, upozornila Pražská „Bohemia" ze dne 15. ledna 1890 
na to, že prof. Zenger podobnou myšlénku vyslovil již r. 1885. 
Tento citát pohnul redakci časopisu „Zeitschrift fur Mathematik 
und Physik", aby si vyžádala od českého učence o těchto vě­
cech bližších zpráv. V krátké stati, kterou po té prof. Zenger 
redakci řečeného časopisu byl zaslal, ukazuje autor, že světlo 
vůbec není elektřinou, t. j . že pohyb, který se nám jeví jako 
světlo, je zcela různý od pohybu, který — jak za to máme — 
podmiňuje výjevy elektrické. 

Prof. Zenger sice uveřejnil ve své Meteorologie der Sonne 
und ihres Systems (u Hartlebena ve Vídni, 1885) tvrzení, že 
základní formou energie jest elektřina, a že z ní lze odvoditi 
všechny ostatní tvary změnou druhu pohybu, tedy mezi jiným 
také světlo. Tomu ale dlužno rozuměti tak, že pohyb světelný 
svůj původ bére ve vírech elektrických, které se dějí s ohromnou 
rychlostí rotační, ale dosti zvolna postupují. Postupná rychlost 
elektrického se šíření do dálky obnáší dle Zengra 4683 kilom. 
za vteřinu (odvozeno z pozorování severní záře na zemi a pří­
buzného zjevu na slunci), která se nepříliš liší od rychlosti 
v podmořském kabelu (4000 kilom.), kdežto rychlost světla ob­
náší 300.000 kilom. za vteřinu. 

Ke stejnému náhledu, že elektrická radiace liší se od po­
hybu světelného, dospěli na základě pokusů Sarasin a de la Rive 
(Comptes rendus ze dne 13. ledna 1890), a s nimi projevil sou­
hlas Cornu (tamtéž, str. 75; aneb Lumiěre Electrique, sv. 35., 
str. 337.). 

Že elektřina jest pohyb vířivý, seznal p. Zenger z pozoro­
vání zbytků zrcadla po úderu bleskovém. 

Souvislost mezi světlem a elektřinou jest otázka, jejíž 
bližší experimentální a mathematické řešení jest úkol velkolepý; 
českému učenci náleží zásluha, že prvý zde vyslovil hypothesi 
základní, na níž pracovati bude době příští; zásluha tato jest 
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uznávána; tak aspoň činí italský časopis Electricitá v 2. čísle 
loňského ročníku, poznamenávaje, že v době, kdy četní fysikové 
pokoušejí se o objevení souvislosti mezi světlem a elektřinou, 
je zajímavo poznamenati, že první správnou myšlénku o věci 
té vyslovil před lety professor Zenger na škole polytechnické 
v Praze. 

Zakončujíce tento kusý referát, který měl za účel upozor­
niti na práce českého fysika, uveďme ještě některé prameny, 
v nichž lze se o věci bližšího dočísti: 

Věstník král. české společnosti nauk z r. 1878. Sjezdy 
mezinárodní meteorologů v Paříži 1878 a v Ěímě 1879. Sjezdy 
elektrické r. 1881, 2, 3, 9. Sjezdy Association frangaise potir 
1'avancement des sciences 1884, 85, 86, 88, 89. Sjezdy ně­
meckých přírodníků v Berlíně 1886 a v Kolíně n. K. 1888. 

Úlohy. 

Ú l o h a 7. 

Řešiti rovnici 
3 3 

V > + 2 ) 2 - 3 Vr* + 2 + 4V(« + 2;(« —3) —12V®—3=0. 
R. 

Ú l o h a 8. 

Řešiti soustavu rovnic 

*2+y2 + z* = 
X У z 
z x y 
У Z X 

x + У + z = Q 
xyz = 2. 

+ 6 

в. 

Úloha 9. 

Čtyři čísla celá činí posloupnost geometrickou; součet 
jejich jest 15 a součet jejich čtverců 85. Která jsou ta čísla? 

R. 
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