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Zmensenim indexu m o 1 moZno, ponévadZ jsme m neo-
mezili, pséti:
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z ¢ehoZ plyne srovnénim se (7)

M= Pm—2
12 ’
(12) - N=(gun-2-

Dosazenim téchto hodnot do (9) obdrzime hledané formule :

= - bnPm—
18 Pm QP —1 “l’ mPm—2
( ) dm = AmGm -1 + mem—? )

jez se obycejné odvozuji zpisobem induktivnim.

Ruzné véty arithmetické. )
Abiturentim pise
M. Lerch,

docent mathematiky na &eské vysoké Skole technické,

L

Kazdému kladnémn éfslu realnému « odpovidd celistvé éislo
udédvajicf jeho celky, t. j. nejvétsf celistvé ¢islo obsaZzené v «;
tyto celky ¢isla @ znamenejme po piikladu Legendreové E ()
(E jako zacitetni pismé slova entier — celistvy) aneb dle
Gausse [x]. Pro vSecka @ hovief podmfnce 0 =2 <<1 jest
E(@)=0, pro 1=2<<2 pak E(z) =1, déle pro 22 <3
bude E (x) = 2 atd., obecné pii n =< n- L pak E () = n.
Studiem vlastnost{ tohoto v podstaté prajednoduchého vyrazu
E (z) chceme se zabyvati v této stati.

1. Budtei », k dvé celistvé kladns &isla; zlomky %

-

*) Ukédzky z pFedndSek konanjch na é&eské vysoké Skole technické
v zimnfm semestru 1891—2.
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n_]:l maji pak celky spoleéns, je-li zbytek zlomku ~Z—
riznym, t. j. nenf-li » délitelno Cislem k; je-li v8ak » délitelno

n—1 n
% budou T 1.

od nully

¢islem &, bude—% celistvym, a celky c¢isla
Z toho nésleduje, Ze

n—1

n
rozdil E (—k—) —E ( %

z délitels ¢isla n (inclus. k=1 a k= n), ale roven nulle v pri-
padé opaéném.

) ‘jest roven 1, je-lv k jednim

Soucet téchto rozdilt

n n n—1

2le(i) —= ()}
sklddd se z ¢lendi, z nichZ pouze ony nejsou nullami (a pak
jsou rovny 1), které odpovidaji délitelim % ¢isla n; nédsleduje

z toho, Ze soucet ten rovnd se tolika jednotkdm, kolik mdme
déliteld ¢isla m, t. j. bude

ZE(F) —E () =em,

kde O (n) znaéi pocet délitelss ¢&isla n; tedy na pt. @ (1) =1,
0(2)=2 618)=4, 69 =3.

Vzorec posledni lze psati

" " n—1
Om)=2E l)—-ZE(L»—);
=2 (k ZE (™%

v pravo je posledni élen druhého soultu E (WPZ—I) patrné nullou,
a tedy lze jej vynechati, ¢imZ obdrZime

O (n) = Sp— Sn_1,
kde psédno

n n—1 R
S,.:EE(%), Sp1 = ZE(u)
=1

k=1 k

Takto obdrZfme fadu vzorcd
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O (n) = Sp— Sy,
@(n—— 1) :Sn\l'—sn—2,
O (n—2) = Snz — Su_s,

...........

OB3) =S —S,,
®2) =5 -1,
e =1,

jichZ seétenfm plyne
ON)+0@+0B) +...4+0n—1)+0@® =S5,
¢ili
n n n
1) z@uc)—_—zE(T),
=1 =1
vzorec velmi interessantnf, ktery byl- slavny mathematik fran-
couzsky p. Hermite odvodil cestou analytickou. *)
2. Z odstavce predeSlého vysvitd, Ze

n n—1\ _ |k, je-li k jednim z déliteld & n,
k E(T)—kE( k ) _{O v pipadé opacném,

a Ze tedy soucet
d n n—1
Ban(z)- w5

=1
sestdvd z Clend, ktevé jsou bud déliteli 4 Cisla » aneb nullami,
takZe bude
» n n—1\|__
bzzll{kE(W)—kE(“k )}_@, @),
znadé-li O, (n) soudet viech délitelds ¢isla m (inclus. 1,7).
Jelikoz tu lze opét psati

0, (n) :b%'lkE(_%)vnilkE(n; 1),

k=1
obdrzfme podobné jako predeSle vztah

*) V pojednéni piivodné vySlém ve spisech Petrohradské akademie, oti-
sténém pak v 5. sv. Acta mathematica.
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) 2@ (k) = ZkE( )

3. Z véty zdkladni vyloZené v odstavci 1. plyne rovnéz,
Ze bude pti libovolném s

erfi)- v

a Ze tedy soucet
L - samr—1 _
Efre(i)- e =om

rovnd se souctu s-tych mocnin v3ech déliteld ¢fsla »; obdriime
odtud podobné jako difve vztah:

{k’, je-li & jednfm z déliteld ¢éfsla =,
0 v ptipadé opaéném,

3) z":@,,(k):%ksE(%),

=1 b=1
jenZ pro s =0 resp. 1 prejde ve vzorce (1) a (2).

4. Zobecnéni vysledkii téchto leZf na snadé. Znamenejme
FQ), f(2), £(3), ... libovolné veli¢iny, a poloZme

4) ?’f (@)=F@m),

kde v souétu na levé strané prichdzeji vSichni délitelé d ¢isla n;
na pf.

FA2)=f)+Sf@D+f B +f (@) +f©6) +5(12).
Dle principu zékladniho vyvozeného v odstavei 1. bude

ny_ n—1\ _ [f(k), je-li k délitelem ¢isla =,
f(k)E( 7"') f(k)E( k ) - {0 v piipadé opalném,

a tedy bude soucet
Ao -rosfE))

rovnati se soudtu viech vyrazd f(k), v nichZ & znalf délitele
¢isla »; jinymi slovy nd§ vyraz bude

Zf@)=F @),
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t. j. bude
F (n) = i:f(k)E(i)—"Ef(k)E("_ )
k=1 k k=1 k

kde v druhém souétu v pravo vynechén poslednf ¢len (k = =)
rovny nulle. PiSeme-li pravou stranu ve tvaru S, — S, , na-
jdeme podobné jako v odstavei 1. vzorec

FO)+F@+F@E) +...+F@)=

¢ili
) Erm= Zﬂmﬂ )

Uvedme nékteré piiklady. Polozime-li f (k) = (—1)%, bude
soucet
F (n) = 2 (—1)°
s

obsahovati tolik kladnych jednotek, kolik md » déliteld sudych,
a tolik zdpornych jednic, kolik m4 uvedené ¢islo déliteld lichych;
takie F (n) znaci pirebytek podtu délitelds sudijch mad lichyms,
a ze vzorce (5) plyne .

Znamens-li dale f (k) = ¢ (k) potet &fsel menSfch nez k
a nesoudélnych s % (t. j. nemajicich s cfslem % spoleénych dé-
litelit kromé 1), bude — jak z arithmetiky zndmo a co pfi jiné
piilezitosti v tomto Casopise vyloZime — soucet Zg (0) vztaZeny
ke viem délitelim éfsla » roven tomuto ¢islu, tedy F (n) = n,
takZe rovnice (5) poskytne vzhledem ku zndmé rovnici

Ek _n(n-{—l)

k=1

Z‘qv(k)E( ) n(”—H)

Znamend-li f (k) jednotku pro k>>a, a nullu pro A =a
(kde a jest dané cCfslo celistvé), bude F (n) = 2f (d) znatiti
pocet déliteld éfsla m, které jsou vétsf ne# a, kterfito pocet

vztah:
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jsme ve svych pracich arithmetickych oznaéili symbolem ¢ (, ),
a my obdrZime:
2k a)—= = E(’i)

k=at1 k=at1 \ K (Dokongent.)

Drobné zpravy.
Nupsal
M. Lerch,

docent teské vysoké Skoly technické v Praze.

I. Ve své znamenité praci ,Zur Darstellung von Reihen
durch Integrale“ (Journal f. d. reine und angew. Mathematik,
sv. 105) dokazuje pan Kronecker nékteré obecné vzorce sum-
macni a uvddf ndsledujici interessantni applikace:

1. Znaci-li v realnou veli¢inu kladnou, bude

_1; 1 i B 7)
v~ . . - M —_——
o Lt 1 1 2
@) gz lerol, (1+e v
h—=0 v )
23
e—— ® .
4+ 9sin o e © f T oy
v® Qume 2n
. 0 COoS — COS —
: v o2

kde v souctu Z* dluzno prvni élen redukovati na poloviéku, a
téZ posledni, je-li—;i celistvé Cislo; pan Kronecker piSe
> eh?v%i _|_ 5 ek%gni.
1 1
0<h<_3 0 ké?
Ze vzorce toho plyne po kratké dvaze, Ze pfi 02:%

(kde n je celistvé kladné ¢islo), bude

1

- "7 2himi 1—n

pr Bw g
* L 2—

2E et =T Ve

¢imZz YeSen slavny problém Gausstv, stanoviti tyto Gaussovy
soucty, zpisobem ryze analytickym na zdkladé jediné poctu in-
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