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Jak strojiti osy plochy kuZelové stupné druhého.

Napsal
professor Josef Solin.

Plocha kuZelovd stupné druhého m4é tfi osy; konstrukce
téchto os jest dlohou stupné trettho. Ulohy takové Yesf se mé-
ficky bud kfivkou trettho fddu nebo tfeti t¥idy, .bud dvéma
kuZelosetkami; FeSenf kuZeloseCkami lze upraviti tak, aby jednou
z nich byla kruZnice. Obsahuji-li data dlohy obecnou kuZelo-
seCku skuteCné sestrojenou (zobrazenou), miZeme uZiti této
ktivky, a jest ndm sestrojiti jen jesté kruZnici.

NeZ ptistoupime k -iloze samé, pFipomeneme kritce né-
které relace z theorie kuzZelosecek, pokud jich pak budeme po-
ttebovati. —

. I. Dva body m, n zoveme sdruZenymi vzhledem ke ku-
Yeloseéce I', obsaZen-li bod » na poldfe bodu m a pak i bod m
na poldfe bodu » vzhledem k dotéené kfivce. Poldry bodi m, n
protfnajf se v bodé p, jehoZ poldrou jest pfimka mn; m, n, p
jsou pak t¥i sdruZené poly kt¥ivky I (vrcholy polového troj-
tihelnfka této kiivky).

Uréfme-li k bodu m dané pimky Q bod m’ téZe primky
tak, aby spolu sdrufeny byly vzhledem ku k¥ivece I' stupné
druhého, dostaneme dvojinu mm’ fady involuéni (Q), kters se
zove fadou sdruZenych polii (neb i harmonickych pold) kiivky I'.
SamodruZnymi body této fady jsou prisecitky pffmky Q s kfiv-
kou I'.

Dény-li - dvé kuzelosecky I, I', v téfe roving, odpovidé.

ur¢itému bodu m vzhledem ku kfivce T poléra M, ;
PZ M2

spoletny bod m’ obou poldr M,, M., sdruzen jest s bodem m

vzhledem k obéma ktivkim I, I. (Bodem m jdou naopak po-

léry bodu m’ vzhledem ku kfivkdm I, I,.) K uréitému bodu m

ndleZ{ takto viibec jen jediny bod m’. Jsou-li viak 1, 2, 3, 4
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spoleéné body kfivek Iy, I', a sekou-li se paprsky 12 a 34
v bodé @, paprsky 13 a 24 v bodé y, paprsky 14 a 23 v bodé z,
néleZ{ k bodu « tiZz poldra yz, k bodu y tdZ polira wxz, k bodu
z t4z poldra xy vzhledem k obéma kuZeloseCkim; s kazdym
timto bodem z, y, z sdruZeny jsou tedy vzhledem k obéma.
kiivkdm I3, I, body neséfslné, to vSecky body p¥ffsluSné po-
lary; naopak nalezf ke vSem bodim pifmky ya, xz, xy jediny
bod sdruZeny #, y, z. Body =, y, z jsou spoleénymi tfemi sdru-
Zenymi poly obou kuZelosetek I'y, I, (xyz jest spole¢ny polovy
trojuhelnik ktivek I',, I1).

Posouvdme-li bod 7 na p¥imce P, toéf se poldra jeho

{ ﬁ: }vzhledem ku { ﬁ‘ } okolo polu { g: }Pﬂmky P vzhle-

2
dem k téZe kfivce, vytvofujic tim svazek -paprskovy 8’) ‘; }
2.
projektivny k ¥adé bodové (P). Svazky (p,), (p,) jsouce ve-

spolek projektivné vytvofuji kuZelosetku IT, jeZ obsahuje body
P1y P2 & jest méfickym mistem bodd m’ sdruZenych s body
pHmky P vzhledem k obéma k¥ivkim I'), I,. Rada bodd m
na pffmce P a fada bodd = na kfivce II jsou projektivnée
Rikejme kritce, Ze jsou P a IT spolu sdruZeny vzhledem ku
ktivkdm I',, I,.

Kuzelosecka II, sdruZend takto s kteroukoli p¥fmkou P,
obsahuje vrcholy «, y, 2 spole¢ného polového trojihelnika khvek
I,, I,. Kaids ptimka P sede zajisté strany yz, @z, xy dotle-
ného polového trojihelnika v bodech, s nimi% body =, y, z jsou
sdruZeny. Body «, ¥, z jsou tedy spoletné body veSkerych ku-
zelosetek IT; jez odpovidajf pifmkim P té roviny. Déna-li uréité
pHmka P a jsou-li p,, p, poly jejf vzhledem ku I'y, I",, usta-
novena jest pffsluind kuZelosecka IT péti body =, y, 2, Py, Ps-

Neskoncené vzdilené pifmce U, roviny odpovid4 tak urcitd
kuZelosetka T, jez obsahuje stiedy o,, o, kfivek I';, I',. Spo-
leénym boddm pi{mky P a kfivky T odpovidaji spolecné body
kiivky IT a ptfmky U, . Z toho, jak se m4 pifmka P ku kfivce:
T, pozndvime tedy, Jak se m4 ktivka IT ku p¥{mce U,, Jest-h
tedy IT ellipsou, parabolou ¢i hyperbolou, :

‘ Mysleme si v roviné kfivek I'y, I, dvé pifmky P a pii-
slufné dvé kuZelosecky I1; spoleénému bodu g obou pi¥imek P
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odpovidd spoleény bod ¢’ obou kiivek IZ, jez tedy se protinaji
v bodech x, y, 2z, ¢’. Tolfme-li pfimku P okolo bodu ¢, stano-
vime tfm nescislné kuZeloseCky II, jeZ obsahujice vesmés body
z, ¥, 2, ¢’ nileZeji ke svazku kuZeloseCkovému (xyzq’). Jinému
svazku paprskovému (¢;) odpovidd jiny svazek kuZeloseCkovy
(zyzq’,) ; veSkerym pifmkam P roviny odpovidajf neséisiné svazky
kuZeloseckové, jez majf vSak spolecné tii body zakladni z,y, z;
souhrn veSkerych téchto kuZelosetek zove se siti kuZeloseCkovou
znamenejme ji (xyz).

Kazdd kuZelosetka II této siti vyvozuje se nejvyhodnéji
ze piisluSné pifmky P; urcena-li kiivka IT jinak, pijde o to,
jak sestrojiti ptfsluSnou ptimku P. Dejme tomu, Ze kuZelo-
seCka IT obsahovati md dané dva body 7, j; tu tfeba jen od-
voditi body #, 5 sdruZené s nimi vzhledem k obéma kfivkim
Iy, I'y; pfimka ¢ ;7 bude pak Z4danou pffmkou P. Netieba
ostatné, by body <, j diny byly direktné; poklddajice je na pt.
za samodruzné body piimé Yady involudni, mfiZeme je ur€iti
dvéma dvojinami ,9,, d,d, této fady. Pak moZno pifmku P
odvoditi pffmo z téchto dvojin, aniZ tfeba strojiti bodi <, j.
Se prfinkou ¢ sdruZena jest zajisté vzhledem ku kiivkim I3,
I, urcitd kuZeloseCka 4; involucni ¥adé (9., 0,0,, ...) na
pfimee ¢ odpovidé involucni fada (3,95, 0”,0",, ...) na kiivce
A; samodruznym bodim ¢, j oné fady odpovidaji samodruZné
body ¢, 7 této fady. Pifmka P vSak, jeZ obsahuje body #, j7,
t. j. involucni osa fady na kfivece 4, prochdz{ spole¢nymi body
paprskil ,0% a 9,07, ¢,0", a ¥,0",, které spojujl nesdruZené
body dvojin svrchu dotéenych. Tak ustanovena pifmka P kon-
strukef, kterd nepozbyvé platnosti, rozdélujf-li se vzdjem dvo-
jiny »,7,, 0,0,, tak Ze body <, j jsou imaginarné.

" Pomysleme si pffmku P a p¥isluSnou ktivku I7. Priméry
kiivky IT sekou ji ve dvojindch my, ... fady involucni; osou
involuce jest poldra stfedu t. j. neskoncené vzddlend piimka U,
roviny; samodruznymi body této Fady involuénf jsou oba ne-
skoncené vzddlené body ey, f« kfivky IT. Dotlené privé fadé
involuéni (my, ...) na kiivce I7 odpovid4 involuén{ Yada (m'y’, ...)
na pifmce P; samodruznym bodim e, f. oné odpovidajf samo-
druzné body ¢, f* této fady; jakoZ pak jsou e,, f, spoleéné
body kfivky IT a pifmky U, jSou ¢, p spoletné body p¥fmky P

1%
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a kiivky T, kterd jest sdruZema se pifmkou U, vzhledem ku
ktivkdm I', i I,. Z toho vSak vyplyvd, Ze fada (m'g’,...) jest
identickd s involuéni fadou (P) sdruZenych pola kfivky T. Kazdé
dvojiné m'y’ této fady, t. j. kazdym dvéma bodim m’, @’ pi{mky P,
jeZ jsou spolu sdruZeny vzhledem ku kfivce 2°, odpovidajf vzhle-
dem ku I',, I', krajnf body m, g priméru kfivky IT.

Relace tato nepozbyvd platnosti, sjednocuje-li se P s U_
a tedy I s 2. Dvéma bodiim neskoncené vzddlenym, jeZto jsou
spolu sdruZeny vzhledem ku kfivce T, odpovidaji tedy krajnf
body priméru této kiivky.

2. Pristupme k feSenf vytcené tilohy. Plocha kuZelova d4dna
bud kuZeloseckou I'; v roviné, kterou nazyvejme zdkladnf, pak
stfedem s poloZenym ovSem mimo tuto rovinu. K¥ivka zdkladnf
I'; bud tplné sestrojena; ddn-li kromé té pravodhelny primét
o, sttedu s plochy kuZelové v rovinu zikladni, pak vzdilenost -
0,8 = h, mdme vie, ¢eho k FeSenf tilohy potfebujeme.

Sestrojiti osy plochy kuZelové stupné druhého znamend
sestrojiti tii paprsky X, Y, Z svazku prostorového [s], které by
byly a) sdruZeny vespolek vzhledem ku ploSe kuZelové, b) pravo-
uhelny vespolek. Jsou-li paprsky X, Y, Z vespolek sdruZeny
vzhledem ku plose kuZelové (sI}), pronikaji rovinu z4kladnf ve
tfech bodech x,y, 2, které jsou tfemi sdruzenymi poly k¥ivky I ;
jsou-li pak X, Y, Z vespolek pravothelny, jsou body w, y, z
tfemi sdruZenymi poly imaginarné kruZnice I', obsaZené v ro-
ving zdkladnf a uréené stredem o, a polomérem 2V —1. My-
slfme-li si zajisté ve svazku prostorovém [s] paprsek M a ro-
vinu k nému pravothelnou g, které pronikajf rovinu zdkladnf
v bodé m a pifmce M, jest o;m 1 M; vzddlenosti o,m, o.M
bodu m a paprsku M ode stfedu o, jsou sméru protivného a
délky takové, Ze vySka % jest stredni dmérnou prostych téchto
délek. Settfce znamenf miZeme to vyjad¥iti rovnicf

0,m . 0,M = — A2 _

Z toho vSak- seznivime, hledfme-li zdroveh k fedené jiZ

pravotibelnosti,- ¢ jsou bod m a pifmka M polem a polérou

vzhledem ke kruZnici sttedu o, a poloméru AV —1, Co tu
vytéeno .o bodu m a pifmce M, plat{ vSak o kaidém z bodid
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@, y, z a o pfimce obou bodd ostatnfch; tim vSak vyrok svrchu
poloZeny jest dovozen.*)

Jde tedy o to, bychom sestrojili tfibody x, y, 2 sdruené
vespolek vzhledem ke dvéma kuZeloseckdm: zdkladni kuZelo-
seCce I'; dané plochy kuZelové a imaginarné kruZnici I', stfedu o,

a poloméru AV —1. Sestrojfme je pak dvéma kterymikoli ku-
Zeloseckami sfti (zyz). Nejvyhodnéjsi TeSenf zéleZeti bude v tom,
Ze uzijeme k tomu kuzeloselek II,, K danym kfivkdm I3, I,
podobnych a stejné s nimi poloZenych (homothetickych).

Nejdrive pijde o to, bychom z dat tlohy odvodili piipadné
urcovaci Cdstky kuZeloseCek K, II,; pak bude ndm sestrojiti
spolecné body téchto kiivek. Tim déli se dloha piirozené ve
dvé ¢asti; pristupme k vySetfovani Cdsti prvé a dejme zatim
tomu, Ze stied o, zékladni kuZeloseCky I'; meni v neskoncené
délce, Ze tedy I'y jest ellipsou nebo hyperbolou.. (V obr. 1.
zvolena ellipsa kfivkou zskladni.)

Znémo jest, Ze vSeliké kruZnice roviny protfnaji neskon-
cené vzddlenou pifmku U, této roviny v tychZ imaginarnych
dvou bodech 7_, j»; jsou to samodruzné body Fady involuénf
(U, ) sdruZenych polti kruZnic; dvojiny této fady promitaji se
z kaZdého bodu mimo U, poloZeného pravoihelnymi dvojinami
paprskovymi, '

Ve ¢&lénku 1. bylo dotéeno, Ze kaxd4 kuZelosetka siti (zyz)
urCena jest dvéma body; zvolime-li k tomu body ¢4, ju, do-
staneme kruZnici K v sfti (xyz) obsaZenou a zde nutné realnou.
Bychom sestrojili piisluSnou ptfmku P, s nfZto jest kruZnice K
sdruZena vzhledem ku I', i I, uZijme konstrukce ve ¢ldnku 1.
vyloZené a obecnd platné. V involuéni ¥adé (U.) zvolme dvé
dvojiny bodové tim, Ze vytkneme dvé dvojiny paprskit pravo-
tihelnych; témito budter jednak osy A, B kfivky I'y, jichito
neskoncené vzddlené body jsou «,, v., jednak spoleény primér
0,0, nebo-li R obou kfivek I'y, I, a pravotihelny k nému (a

*) Osy X, Y, Z jsou vespolek sdruZeny vzhledem k imaginarné plose
kuZelové, urdené stfedem s a imaginarnou .kruZnici v neskondené
ddlce. ’
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tedy vzhledem ku I', s nfm sdruZeny) primér R,*) kfivky I',;
neskontend vzddlené body primérd R, R, necht jsou p_, rs.

Bodim u,, v, odpovidaji vzhledem ku I',, I', body v_,
%,; bodu p, odpovidd bod p’, v némZ se protfnajf priméry
Ry, R, ktivek I'y, I',, sdruZené s primérem R; bodu r, od-
povidd bod o,. Body v, u,, p’, 0, jsou na kfivce 1 sdruZené
s ptimkou U, vzhledem ku I';, I,; patrno, %e T jest hyper-
bola pravoihelns (rovnostranné,), asymptoty jej{ jsou rovno-
béZny s osami A, B.

Jak ve ¢lanku 1. jsme vyloZili, jest Z4dand pffmka P in-
voluén{ osou rady (v, %«, p'0o;, ...) a tedy urcena spoleénym
bodem « paprskit v, p’, %, 0, (ident. s A), pak spoletnym bodem
B paprskii v, o, (ident. s B), u, p’. Body «, 8 jsou tedy pravo-
thelné priméty bodu p’ na osy A, B; patrno pak, Ze jsou spolu
sdruZeny vzhledem k hyperbole .

Paprsky v, u,, po,, jeZto spojujf sdruZené body fady in-
voluénf (7), sekou se v bodé »_, ktery jest tedy stfedem in-
voluénim této fady; osa involuéni P, jest polérou bodu r, a
tedy primérem hyperboly T sdruienym s R,. Proto sviraji P,
R, s asymptotami hyperboly T’ a tim i s osami A,B kfivky I"
uhly rovné smyslu protivného. CoZ ostatné vychdzf také z toho,
Ze piimky Pi, R, jsou thlopffénami obdélnika o,ap’f. Lze ¥ci,
%e paprsky Pz R, jsou spolu sdruZeny vzhledem ke kuZelo-
seéce I';, jeZ se sklddd ze prfmek A, B. Myslime-li si pak ke
priméru R, -sdruZeny primér kuZeloseCky I';, znamenajice jej
R,,, miZeme Ffci, Ze pfimka P jest rovnobéznd s priimérem R, ,.**)

Kdybychom k bodim e, B sestrojili body .«’, 8’ sdruZené
s onémi vzhledem k obéma kfivkdm I',, I'y, dostali bychom

*) Ku snadné&jsfmu pfehlédu znamenejme priméry kiivky I’ ) pismenem
R, priméry kfivky I, pismenem ®; sestrojime-li k takovému pri-
méru sdrufeny primér kfivky I', I',, oznadme jej tymZ pismenem,
k nému viak pfipojme pifponu 1, 2.

**) Patrno, #e priméry Ry, R, jsou totoZny; dospfvﬁme zapste k téze
pifmce, stanovime-li ke priméru R sdruZeny pramér R, kiivky I
a k tomu sdrufeny primérR,, kiivky I'y.anebo dfivé ke préiméru R.
sdruZeny primér R, kiivky I',, k tomu pak sdruZeny primér R,,
‘kiivky I'y. Lze tedy obrétiti pofddek pifpon 1, 8. Tak maji- se i pfi-
pony 2, 3, nikoli viak pfpony 1, 2. :
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tim primér «'f’ kruinice K, ponévadZ, jak svrchu jiZ pripo-
menuto, body «, B jsou spolu sdruZeny vzhledem k hyperbole T
Primér o’f’ nenf v obrazci 1. sestrojen; za to stanoven bod ¢’,
kteryZ odpovidaje spoleénému bodu ¢, pifmek Pz, U, jest
étvrtym priseétkem ktivek K, 2. Polirou bodu ¢, vzhledem
ku I', jest primér R, této kfivky sdruZeny s R,;, a tedy sou-
mérny k R vzhledem k ose A neb i B; poldrou bodu g, vzhle-
dem ku I', jest pramér R,,, této kiivky pravodhelny ku P
neb i k R,;. Oba priméry R,, R,;, sekou se v zddaném bodé ¢'.

Neskoncend vzdélené body r,, ¢. pffmek R;, Pz jsou
spolu sdruZeny vzhledem k hyperbole T’; bodéim tém odpovidajf
vzhledem ku Iy, T, body o,,¢", jeZ tedy omezujf primér kiivky 2,
PonévadZ i Pe jest primérem ktivky T, sekou se oba priiméry
0,q"y P ve stfedu ¢ hyperboly T’; zéroveh o,c=cq’.

Bod ¢’ ndlezf kruZnici K a jest tedy krajnfm bodem uréi-
tého priméru této kiivky; sestrojme druhy bod krajni téhoz
priméru. Tu jest ndm stanoviti na pifmce P bod sdruZeny
8 bodem g¢_ vzhledem ku kfivce P; tim jest viak stfed ¢

k¥ivky 1. Sesfrojime-li tedy poldru { g‘ }boducvzhledem ku
2

{ -11:’» }, jest prisecik ¢ obou téchto polér druhym krajnim
T, )
bodem priméru #4daného.

Ze priméru ¢'c’ sestrojf se kruZnice K; na kontrolu lze
vZiti zndmé vlastnosti kuZelosecek, Ze kruZnice K, opsand o po-
lovy trojihelnik xyz kuZelosetky I'y, sefe pravotdhelné kruz-
nici I'f, kterd jest soustfedna s Iy a m4 polomér \/ a® - 2,
jsou-li @, b poloosy ktivky I. Jest-li I, hyperbola, tfeba po-
loziti b* se znaménkem negativnym; kdyby I', byla parabola,
nastoupila by na misto kruinice I'Y Fidfef p¥fmka paraboly,
kterdZto ptimka pak obsahuje stfed kruZnice K.

- Obratme se nynf ke kuZelosecce IT,, kterd jest dané kfivce
zdkladnf Iy podobna a stejné s ni poloZena, kterd tedy obsa-
huje spole¢né body kfivky I'y a pifmky U,. '

- Jestli I hyperbola, sefe ptfmku U, ve dvou realnfch
bodech ¢, 9. ; sestrojtme-li pak body &, ¢’ sdruzené s onémi
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vzhledem ku I'; i I',¥), jest ¢’¢’ pifmka P,, jiZ odpovidd kfivka
II, siti (xyz). Jest-li I ellipsa, see pifmku U_ ve dvou
imaginarnych bodech ¢, @; jsou to samodruiné body involuénf
fady (U,) sdruZenych polit kfivky I ; dvojinami této Fady jsou
neskoncené vzddlené body sdruZenych primérd k¥ivky I',. Za
jednu dvojinu prémérovou zvolme osy A, B, jez uruji dvojinu
bodovou u_, v, ; druhd dvojina priimérovd bud R, R,, jeZ ur-
¢uje dvojinu bodovou p_, r,. S témito ¢tyFmi body sdruZeny
jsou vzhledem ku I', i I', pFislu$né body v_, »_, p’, 0, vesmés
uZ stanovené; pro piiciny, jeZ vytkli jsme ve ¢ldnku 1., jest
spoleény bod «, paprskd v p’, u,0, jednfm, spoleény bod B,
paprskit v o0,, u_ p’ druhym bodem Z4dané pfimky P,. Tato
jest vzhledem k hyperbole 2 polirou bodu r_, v némito se-
protinaji paprsky v, u_, p'o,; jest tedy P, primérem hyperboly
sdruZenym s R,, coZ ostatné vychdzi také z toho, Ze R, a P,
jsou thlopiiéné obdélnika o, p’f,. Znamenajice pismenem R,,
primér kuZelosecky I'y sdruZeny s paprskem R,, miZeme fici,
Ze jest P, rovnobéZna s primérem R,;.

Kdybychom sestrojili body e, f, sdruZené s ,, B, vzhle-
dem ku I'y, I'y, dostali bychom prtmér kfivky II,, protoZe
body @, B, jsou spolu sdruZeny vzhledem ku kfivce 7.

Pifmky P., P, sekou se v bodé c; proto jest ¢’ Ctvrtyf
spoleény bod kfivek K, II,. Sestrojme priimér kiivky IT;, jehoz
jednim bodem krajnim jest ¢’. Ponévad? s bodem c¢ sdruZen
jest vzhledem k 72 neskonené vzddleny bod g, pfimky P,
tfeba sestrojiti bod ¢’ sdruZeny s q, vzhledem ku Iy, I',. Po-
lirou bodu q, vzhledem ku I', jest priimér R,,, kiivky I')
sdruzeny s P, neb i s Ryy; poldrou bodu g, vzhledem ku I,
jest primér R, pravothelny ku P, neb i ku R,; a tedy sdru-
Zeny s R vzhledem ku I7,. Plﬁmery Rm, éR sekou se v bodé
q’, a ¢’q" jest Zadany plﬁmér kiivky IT,

Neskonéené vzdlené-body t_, q., pfimek R,, P, jsou spolu
sdruZeny vzhledem k hyperbole P; proto jim odpovidaJI vzhle-
dem ku Iy, I', krajnf body o,, ¢’ pruméru hyperboly T. Pifmka
0,9’ nebo R,,, obsahuje tedy stfed ¢ hyperboly 7, a tsecka

*) Jak patrno, jsou body ¢, ¢’ pravotihelné projekce bodu o, v asym-
ptoty hyperboly I',.



10

0,9’ rozpoluje se bodem ¢. Z toho vSak sezndvdme, Ze jest
0,0,9’¢" rovnobéinfk v hyperbolu T vepsany. Ziroven patrno,
Ze ponévadZ c jest na R,;;, poldra- C, bodu ¢ vzhledem ku I',
obsahuje pol q, priméru R,;, jsouc tedy rovnobéina s P, a
pravotihelna k R; neb i k 0,q’. Ze poldra C, bodu ¢ vzhledem
ku'I'y jest pravoihelna k o,q’, netieba dokladati.

Seznali jsme, Ze primky Px, P, jsou poldry bod& »_, v,
vzhledem k hyperbole P; proto jsou ».q., t,q, dvéma dvoji-
nami involucnf fady (U,) sdruZenych polé kiivky T. Mysleme
si, Ze tato fada se promitd v hyperbolu T’z bodu p’ této kiivky ;
tim vznikd na hyperbole 2 involuéni Fada (), jeZ mé involuéni
osu U_ a involuénf stied c¢. Body r,, v, promitaji se tu v o,

0,; ponévadz pak v fadé (T) sdruZen jest bod {Z‘} s bodem

2
4
{qq, }, musi byti bod ¢ primétem bodu ¢,, bod ¢’ primétem

bodu g,. Paprsek p’q’ jest tedy rovnobéiny s P, a pravoihelny
k R,; obdobné jest p’q’ rovnobéZny s P;. V tom obsaZena jest
nové konstrukce bodd ¢, ¢

Dosud obfrali jsme se prvnf ¢ésti tdlohy odvozujice urco-
vaci ¢astky kuZeloseCek K, II,; onano stanovena jest primérem
¢'¢, tato primérem q'c’. Jde tedy o sestrojenf tff toliko bodii:
¢, o, ¢, cox nejvyhodnéji vykonati lze takto. Ke spoletnému
priméru R kiivek I, I', sestrojme sdruZené priméry R,, R, R,
kuzelosecek I, I',, (AB); pak primér R, ktivky I', rovno-
béiny s R,. Priméry R,, R, sekou se v bodé p’, jehoZto pravo-
thelnd projekce ¢’ ve primér R, jest jednim z bodd Z4-
danych. Bodem ¢’ vedme paprsek rovnobéZny s primérem R;
paprsek ten sece se s primérem R, v bodé ¢, druhém to bodé
74daném. Pak ustanovme stfed ¢ rovnobéinfka o,0,04’¢’ a se-
strojme polary C,, C, bodu ¢ vzhledem ku kfivkdm I'}, I, (tu
jest ndm odvoditi jediny jen bod Xa¥dé poldry, ponévadz C,
jest pravothelna k o,¢', C, k 0,¢"). Spoleény bod ¢ polér C,,
C, jest tfetim bodem Zddanym. —

Obratme se nynf ke druhé cdsti Glohy. Obé kiivky K, II,
obsahujf bod ¢’; jde pak o tfi ostatni spolené jejich body «,
¥, z. Kruznici K sestrojme; kfivky II, netieba rejsovati, Po-
klddejme kuzelosetky I'y, II, za sdruZené spolu ttvary dvou
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podobnych a stejné polofenych soustav rovinnych [I7], [IT,] &
sestrojme jeden z-obou stfedd podobnosti téchto soustav. K tomu
konci vedme primér kfivky Iy rovnobé&iny s primeérem c'q’
kiivky I1,, poznamenejme krajni jeho body pismeny ¢, q; a
-vedme paprsky c’e,, q'q,; spoletny bod @ téchto paprski jest
Z4danym stiedem podobnosti. (Sménime-li vzdjem pismena c,, q;,
dostaneme druhy stied podobnosti). KruZnici K, kterou pfisudme
soustavé [II,], odpovid4 v soustavé [I",] kruZnice K, jejiZto
primér ¢,¢, ze priméru c¢’q’ kiivky K snadné odvodime. (Bod
¢, jiz médme; paprsek ¢,q; jest rovnobéiny s ¢’¢" a bod ¢, jest
na paprsku oq’). Kruznice K; jdouc bodem ¢, seCe kiivka I'y
jesté v bodech. x;, y,, z ; tém odpovidaji v soustavé [77,] hle- .
dané body x, y, z, jez jsou obsaZeny jednak ve kruZnici K,
jednak v paprscich oz, @y, @z a tedy snadné se odvodi.
Tim pak tdloha feSena jest vipIné.

3. Zbyvd nim jelts vysethtl, jak resenf se modifikuje,
jest-li zdkladni kfivkou plochy kuZelové parabola (obr. 2.).

Bud A osa, a vrchol, e ohnisko, D ¥idfci pfimka paraboly
r,d plﬁsecik pifmek D, A, koneiné a, b pravothelné projekce
bodu o, ve ptimky A, D. .

Jest-li b, bod polozeny na pi'Imce D- soumérné k bodu b
vzhledem ku d, jde primér R, bodem b; a Jest rovnobéiny s A ;
primér R,, jest sice neskoncene vzdélen, ale tfeba mu ph-
souditi smér pmvouhelny k eb,; primér R,,, ' jde tedy bodem
0, rovnobézné s ebl Prﬁmély R,, ;. sekou se v bodé ¢'.
Rozpolovact bod ¢ wiselky o,q’ obsaZen jest patrné na ose A
paraboly zdkladni, jakoZ pak primér R,,,, na némZ jest stred
¢ hyperboly T, s osou A se sjednocuje, Zgroveir patrno, Ze
ac = ed. Poldra C, bodu ¢ vzhledem ku I'; jest pravouhelnav

k A a sefe tuto pffmku v bodé m’ urleném tfm, Ze m'a = ac

neb i m'e = de; poldra C, bodu c sestroji se znsmym spiisobem
v obr. 2. naznalenym. Poléiry. C,, C, sekou se v bodé ¢, a
kruZnice K urcena jest zase primérem c’q’. Netfeba dotykati,
7e stted kruZnice.obsaZen jest na ‘piimce D. ’

- Jde déle e kuZeloseCku IT, kiivce I', podobnou a stejné
'8 nf poloZenou.: Parabola I'; dotfk4 se ptimky U, v bodé =,
osy A, s nfm#to jest vzhledem ku Iy, I, sdruZen bod. v p¥mky.
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D; proto dotykd se ptimka P, hyperboly T v bodé v_, sjedno-
cujfc se tedy s pifslusnon asymptotou v, v_, t. j. pffmka P, jde
bodem ¢ rovnobéiné s D. Bod ¢’ ndleZ{ parabole IT,, nejinak
i bod m’ jakozto pol pifmky P, vzhledem ku I',. Bychom.usta-
novili bod m pfmky P,, jemuZ odpovidi bod m' ktivky I,
pomysleme si z vrchold trojihelnfka m’o,c kolmice k protéj§im
strandm; kolmice tyto protfnajf se, jak zndmo, v jediném bodé <.
Posouvneme-li tento trojihelnfk pravoihelné k A tak, aby vrchol
m’ sjednotil se s bodem ¢, sjednoti se paprsek m’s s paprskem
C, (ktery jde bodem ¢’ a jest pravotdhelny k co,); bod ¢ nabude
polohy £, kteryito bod jest patrné polem p¥fmky A vzhledem
ku T,; paprsek ic stane se v nové své poloze poldrou bodu m’
vzhledem ku I', (tato poldra zajisté jde bodem f a jest pravo-
thelna k m’o,), Tato poldra se€e pffmku P, v %4daném bodé m,
ktery jsa movou polohou bodu ¢ hovi rovnici em — m'c’.

Tak sestrojili jsme jednu hlavni tetiva m’c’ paraboly II,;
osa A, této krivky jde rozpolovacim bodem n, této tetivy.
Bychom sestrojili vrchol »’ paraboly IT,, uvaime, Ze dvojiny
bodové m’c’, n'u, na parabole II, rozdéluji se harmonicky;
proto délf se harmonicky i p¥islusné dvojiny me, nv_ na p¥fmce
P,. Bod =, sdruZeny vzhledem ku Iy i I'y s vrcholem »’ para-

boly IT,, rozpoluje tedy tiselku cm a polofen jest na ose A,.
Poléra bodu n vzhledem ku I'} jde bodem m’ a jest pravothelna
ku ptimce ed,, znamend-li pismé d, spoleény bod piimek A‘,,
D; tato poldra sede osu A, ve v1cholu .

Z podobnosti tro;uhelnfkﬁ w'ngm’, dyde vyplyvd timéra

wWne __  dod
: nom’ de
neb i
—_ -
nym' " == —de .n'n,.

To znamend, Ze paraboly I, II, obriceny jsou v protivné
strany a Ze parametr paraboly IT, rovna se polovici parametru
paraboly zékladnfi I7. '

Odvodivie uréovacf ¢dstky paraboly IT; poklidejme kfivky
Iy, I, za sdruZené iitvary dvou rovinnych soustav [I7], [IIo]
podobnych a stejné poloZenych; vedme vrcholem a tetivu am,
paraboly I'y rovnobéinou s m'n’; paprsky m'm,, wa sekou se
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ve stfedé o podobnosti obou soustav. PonévadZ am, | ed,,
jest A, préimér paraboly I, sdruZeny s tetivou am,; bod m,
obsaZen jest tedy na pifince ¢'m. Vedeme-li pak tetivu m,c,
paraboly I, pravoudhelnou k ose A, jest ¢, bod soustavy [I7],
jenZ odpovidd bodu ¢’ soustavy [I1,]. Stfed podobnosti dosta-
neme tedy také paprsky m'm,, c’c, a netfeba ndm strojiti

vrcholu #’. Ziroveir seznivdme, %e m'o = } m'm,.
Jest-li tedy I', parabola, Ye$f se tiloha prosté takto.
Sestrojme pravothelnou projekeci a bodu o, v osu A a usta-
novme na této ose bod ¢ tak, aby ac = ed. Bod ¢’ obsaZen jest

na piimee oyc tak, %e ¢¢’ = 0,c. K bodu ¢ sestrojme bod sdru-
Jeny ¢’ vzhledem k obéma kiivkim I, I,; tim ustanovime
primér ¢’q" kruZnice K. Bodem ¢’ vedme pfimku pravotihelnou
k ose A a pifmku rovnobéZnou s touto osou; tato pifmka protne
parabolu I} v .bodé m,, onano ustanovi na ose A bod m’.
Sttedem @ podobnosti soustav [I'], [I1,] jest koncovy bod prvn{

tretiny tisecky m/m,, Stfedu o uZije se pak spiisobem svrchu
vyloZenym a v obr. 1. zndzornénym. —

Pripomenuti. Neni-li zdkladn{ kiivka I plochy kuZelové
uplné zobrazena, lze uZiti splisobem obdobnym jiné obecné ku-
zelosetky I', 1iplné sestrojens. Uloha Feif se zase kruZnicf K
a kuzelosedkou I7,, kters viak jest nynf ku ktivee I'y podobna
a stejné s nf poloZena. —

4. Na konec jesté vyloZme, jak tlohu feSiti kifivkou Fddu
tretsho. Refeni to po strince theoretické oviem zfistavd za Fe-
Senfm svrchu vyloZenym; prakticky vSak nenf bez vyhody, bé-
Z{-li o to, bychom.rychle sestrojili jednu osu X plochy kuZelové,
na pf. onu, kterd jest obsaZena v nitru plochy, jeji bod zi-
kladn{ « tedy v nitru k¥ivky zdkladni. Konstrukce obou ostatnich
" o8 jest pak ilohou stupné druhého.

Obfrajice se ve ¢lénku 1. kuzelosetkami I, jeito jsou
vzhledem ku dvéma kuZelosetkdm Iy, I, sdruZeny s pf{m-
kami P téZe roviny, vyloZili jsme, Ze naleiejt-li pfimky P témuz
svazku paprskovému (g), ndleZejf piislu$né ktivky IT svazku
" (xyz¢’) kuZelosetek. DoloZme k tomu, Ze svazek paprskovy (g)
a svazek kuZelosetkovy (xyzg’) jsou projektivné; proder sdru-
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¥ené prvky jejich se protfnaji v bodech kiivky @ fadu ttetiho.
Ktivka @ obsahuje stfed ¢ svazku paprskového a zdkladnf body
x, y, 2, ¢ svazku kuZeloseCek; v bodé ¢ dotykd se paprsku q¢’,
ktery ndleZi ke kuZeloseCce jdouci bodem ¢; v kazdém z bodd
x, y, z, ¢ dotykd se pffslusné kuZelosecky, jeZ odpovidd pa-
prsku gz, qy, 9z, q¢’. Paprsku ¢¢’ odpovidd kuZeloseCka xyzq’q,
jez tedy se dotykd kiivky @ v bodé ¢’. KuZelosetky, jez od-
povidaji paprskim qx, gy, ¢z, sklidaji se kaZd4 ze dvou pfimek;
tak odpovidd na p¥. paprsku gz kuZelosecka sloZend ze pifmek
yz, g’ (3 bodem z sdruZeny jsou zajisté vzhledem ku I, T,
viecky body pimky yz, kters tedy jest ¢asti pifslu$né kuZelo-
seCky; druhd C4st této kuZelosecky jest také p¥imd a obsahuje
jednak bod ¢’ sdruZeny s ¢, jednak bod x sdruZeny s prisecfkem
ptimek gz, yz). Proto dotykd se paprsek ¢’ kiivky & v bodé
@, a obdobné jsou paprsky yq’, zq’ teCnami ktivky t.D v bodech
¥,z At d

Pomysleme si kterykoli paprsek P svazku (¢) a ptisluSnou
kuZeloseCku IT svazku (zyzq’). Paprsek P obsahuje t¥i body
kfivky @: bod ¢ a priiseciky f, g paprsku P s kuZelose¢kou IT.
Body f, g jsou spolu sdruZeny vzhledem k obéma danym kiivk4m

. fimce P
I . X : ¥ p

1y L2 ponejadi zajisté bod f nﬁlez; Kivee 1T
kiivee IT

piimce P
tedy také, sestrojice na kazdém paprsku P svazku (q) dvojinu
bodlit f, g sdruZenych vzhledem k obéma kfivkdm Iy, I,. —
Ménfme-li bod ¢, méni se i kiivka @; boedy «, y, z viak ni-
lezejf viem kiivkdm . Sestrojfme-li jedinou ze kfivek @, k nf
pak teCny pifsluSnym bodem ¢’, jsou body dotyéné Zddanymi
zékladnfmi body «, v, z 08 X, Y, Z plochy kuZelové.

Obratme se nynf k FeSenif samému. Za bod ¢ zvolme ne-
skoncené vzdidleny bod u_ osy.A kfivky zdkladnf I ; neskoncené
vzdileny bod v, druhé osy B jest pak bodem ¢’; pfisluSnd
- ktivka @, dotykd se piimky U, v bodé »_ a sele ji v bodé v,
dotykajic se tu hyperboly I; asymptota v_v_, této hyperboly
jest zdroven asymptotou ki‘lvky @,

Body ktivky &, na jednotlivych paprscich svazku (u,)
strojfme, uréujice na kaZdém paprsku P body f, 9 sdruzene

} , ObsaZen

jest bod sdruZeny g na { . Ku kiivce @ dospéjeme
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spolu vzhledem k obéma k¥ivkdm I'y, I', zdroven; jsou to samo-
druzné body dvou tad involuénich na pffmce P: fady sdruZe-
nych pold kfivky I', a fady sdruZenych pold kfivky I,. Sede-li
. paprsek P k¥ivku Iy v bodech realnych m,, m,, dostaneme na
_ ném #4dané body f, g rozpolice thly pifmek sm,, sm, plochy
kuzelové; rozpolovaci paprsky jsou spolu sdruZeny vzhledem ku
plofe kuZelové (sI7) a ponévad’ jsou vzdjemné pravoihelns,
sdruZeny také vzhledem ku ploSe kuZelové (sI3,); rozpolovact
tyto paprsky pronikajf tedy rovinu zékladnf v bodech f, g sdru-
Zenych vzhledem k obéma ktivkim I, I,.

Zvolime-li naopak bod v, za bod ¢, vznikne tymZ spi-
. sobem kiivka @,, jez md vlastnost1 zcela obdobné.

Teény kiivky @, v bodech =z, y, z prochdzejf bodem v,
teny kfivky @, v tychZ bodech jdou naopak bodem u,; k¥ivky
@,, P, protinaji se tedy v bodech «, y, z pravotihelné. Na tom
zaloZme své FeSenf.
~ Dejme na pf. tomu, Ze jest I, ellipsa a Ze jest ndm urciti
osu X plochy kuzelové (sI3), obsaZenou v nitru plochy. Tu
protnéme ellipsu Iy nékolika paprsky rovnobéZnymi s jednou
osou A této kfivky a sestrojme na nich body kfivky @., pokud
jsou poloZeny v nitru ellipsy, rozpolice pifslusné uhly pri
sttedu s.*) Ze ktivka @, jde vrcholy ellipsy poloZenymi na
druhé ose B, netfeba doklddati. Vedme stanoveny tak oblouk
kiivky @, a k nému tenu rovnobéZnou s osou B. Tato teéna
protne ellipsu I'y v bodech %, n,, a rozpolime-li p¥isluSny vihel
paprskd sn,, sn,, dostaneme tim bod dotyény x. Ku kontrole
vedme bodem « tetivu rovnobéZnou s A, jeZ protne ellipsu Iy
v bodech p,, p,, a presvédéme se, I‘OZpOlllJG-ll piimka sz také
pifsludny thel paprski sp,, sp,.

Vse to vykonati 1ze rychle a snadné. Z&ds-li se také obou
ostatnich os Y, Z, sestrojme poliru bodu « vzhledem ku kiiv-
kém Iy, I, na nf pak body Y, z sdruZené vzhledem k obéma
khvkam I, r,.

*) PnrovneJ: Oliviei-, Cours de géométrie descriptive.
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