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O jisté biracionalni kubické transformaci a jejim
upotiebeni v theorii krivek.

Napsal Dr. K. Zahradnik.
(Dokonéeni.)

29. Poukézal jsem ') na jednoduchou biraciondlni p¥ibuznost,
kterd je vyjddfena rovnicemi 2)

_ %+ _ %+l
=220, =200, 3)
z nichz opét plyne

e ‘ _z%y
Q=g BT g (1)

Geometrické pridruZeni bodd M(z | y), M, (x, | y,) bylo
na zminéném mist& vyloZeno a vySetfen byl obraz piimky

(Zl[,) =ax, + by, + ¢c=0.

1) Viz-Casopis math. a f. sv. 34. pag. 105, jakoz i Sitzungsb. d. k. Akad.
der Wissenschaften Wien 1904 moje pojednéni: Beitrag zur Theorie
der rationalen Kurven dritter Ordnung. Toto pokrafovini vyslo v tychi
zprdvich akademie pod ndslovem: Uber eine birationale kubische Verwandt-
schaft und deren Anwendung. Wien, Bd. CXIV, Mai 1905.

) Viz Salmon-Fiedler: Analytische Geometrie der hoheren ebenen
Kurven. Leipzig, 1882. 11. Aufl. pg. 394, 404. PFimkdm odpovidaji dle trans-
formace (1) cirkuldrni kiivky tretiho stupné se spole¢nym dvojnym bodem
a spole¢nymi teénami v tomto bodé. Maji tudiz dvojny bod a &tyFi jedno-
duché body spoleéné. Pri transformaci (3) nejsou ty kfivky tfetiho stupné
cirkulérni. Misto imagindrnych kruhovych bodid nastoupi zde ub&zné body
os soufadnic jako pevné body. Teény spoleéného dvojného bodu, jenZ je
osamotnély bod, jsou isotropické pFimky. Rovnice ptibuznosti (1) a (3)
miZeme téZ vyjadiiti:

(1 +iry) (x4 iy) Tixy,
aneb

. T
t(w+¢,) — xye iz
Srovuej >Casoplsu< sv. 3. ¢l 28. tohoto pojednéni. Na str. 8341. ma
na 9tém fdadku zdola misto poldrou stili polem. Obrazce v pokratovéni
tohoto pojednani Casopis dil 34. pg. 330, 339, 840 maJx byti oznageny po-
fadem 7 8, 9.
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V nésledujicim vySetiime transformaci kiivky #-ho stupné
vibec a kuzelosetky zvld§té. Pii tom upotiebime nésledujiciho
oznateni. Je-li w, homogenni funkce 7-ho stupné proménlivych z,
y, oznatfme v, funkei, kterd z w, vznikne, zaménime-li z s g,
ays z. Jeli tedy un = f(z, y), je vn =71 (y,, z,). Dile je
Uy = Uy,

30. Kftivka n-ho stupné

M=un+ a1+ ... 424 +4=0
prechdzi transformaci (3) ve kiivku 8r-ho stupng

(M) = @ + ¥ va + @ + g Byt + ..
+ @ + ¥ 17y e+ 2yie, =0, (41)
vezmeme-li pdl transformace za potdtek soufadnic.
Transformovand kiivka (M,) md v pdlu transformace 2n-
nésobny bod; » tefen toho bodu splyvaji s jednou osou sou-
fadnic a druhych-» teten s druhou osou soufadnic. Imagindrné
kruzné body jsou pro kiivku (M,) n-nésobné body.
Ze je pél O bodem 2n-ndsobnym kiivky zobrazené, jest
" geometricky patrno, neb kaZdému prisecniku kfivky (4/) s osou
soufadnic odpovidd spole¢né pdl transformace O. Z rovnic (1)
vysvitd, Ze je kiivka (3,) raciondlni, je-li ji kiivka (I).
Je-li nyni pdl transformace %-ndsobny bod kiivky (M), je
un=0, h=01,2...n—1,
a rovnice transformované kiivky prejde po zkrdceni Einitelem
(@t 4 g2y ve
(M) = (2] + ¥ Mvn + (2} + gy tea + .-
+ @3 + yD 2y e + 2R e = 0. (42)
Je-li tedy O bodem Z%-ndsobnym kiivky (), je t§Zz bod
(2n — k)-ndsobnym bodem transformované kiivky (3f,), kterdz
je v tomto pi¥ipadé stupné 3n — 2. .
Je-li ibd2ny bod osy X, potdZmo osy Y bodem I-, potaZmo
m-ndsobnym kfivky (M), snizi se stupen kfivky transformované
0 ! + m jednitek; vyskytne se totiz z’y™ jako spoletny faktor
rovnice transformované kiivky.
M4-li tudiz kfivka (M) v pélu transformace A-ndsobny
hod a b&Zné body osy X, potazmo osy Y za body Il-ndsobné,
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potazmo sm-ndsobné, je kfivka transformovand (M,) stupné
3n —2k — 1l —m a md v pélu transformace O bod 2n — %
— 1l — m ndsobny.

Stupeii transformované kfivky sniz{i se o dalSi dvé Jed-
notky, jsou-li isotropické pfimky teénami Z-ndsobného. bodu
kiivky (M).

31. Tak setransformuje p¥imka obecn& v cirkuldrni kiivku
tietiho stupné s dvojnym bodem v pélu transformace, je tudiz
cissoidalou.

Je-li pfimka (M) rovnob&ndi s osou soufadnic, - je jejf
transformovand kruh; probihd-li v8ak ptimka (M) pélem O, je
jejf transformovand kiivka pifmka jdouci bodem O.

Tak transformuje se kubickd duplikatriz Longchamps-a?)

z? = 2p (2* + y*) (43)
ve kfivku druhého stupné, neb je zde n =3, k=2, m =1,

a lsotroplcké piimky jsou te¢ny bodu dvo')ného od duphkatn X
Rovnice transformované kiivky je

y: = 2p2,.
Upotiebime-li na tuto parabolu znova transformaci (3),

obdrzime czssoidu
— \/_f__
Yo =, o —x,

Transformovand ktivka cissoidy

y=2\ Z
a—x

(=% + y9)? = azd. (44)
Ktivky (43) a (44) jsou ve vztahu inversnim vzhledem
k potdtku O jako stfedu inverse. Pomoci t&chto kiivek Fesiti

2
2’

e ,foltum simple“ %)

mizeme ,delicky problém*, stavime-li @ — neb je tusetka

priseénfku jejich z = p V2.
1) Dr. Gino Loria: »Spezielle algebraische und transscendente ebene

Kurvenc, pFeklad od F. Schutte-ho. Lipsko, Teubner 1902, pg. 89.
2) 1bid. pg. 317.



Zobrazeni kﬁieloseéky.
32. Dé4na budiz kuZelosetka

(M) = uy + vy + 1y, ;0;

Y

Obr. 10.
jeji kiivka transformovand, ¢ili obraz jeji jest

M,) = (=*+ ye)n’vz + @ 4+ ¥ 2y v, + 2%,

Obr. 11,

«) Vezmeme napfed v, 3= 0, t. j. Ze pdl transformace ne-
le#i na kuZelosetce (M). Transformovand je bicirkuldrni, racio-
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ndlni kiivka Sestého stupné. Je-li (M) ellipsou, kterdZz protind
osy soufadnic v redlnych bodech, m& kfivka transformovand
tvar StyFlistu (obr. 10., 11.), jehoz jeden list neb dva listy se

Obr. 12.

redukuji na bod O, dotyka-li se ellipsa jedné neb obou o0s sou-
Fadnic (obr, 12.).

Yy

Y,

.Qbr, 13.

Jsou-li priseky ellipsy () s osami soufadnic imagindrné,
je transformovani kfivka ovdla s isolovanym ¢tyfndsobnym
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bodem v pélu transformace, jehoz teény po dvou splyvaji s osami
soufadnic.

8) Je-li ellipsa (A1) kruhem se sttedem v pocitku soufadnic,
je transformovand kfivka rhodonea (obr. 13.).

7) Probihd-li ellipsa (M) pélem transformace, tedy je-li
uy = v, = 0, padaji dva jeji priseky s osami soufadnic do
pélu O; jedna smylka redukuje se na bod a transformovand
kiivka (DL,) je-zde trojlist, jenZz je raciondlni cirkuldrni kiivkou
ttvrtého stupné, s trojndsobnym bodem v pélu transformace
(obr. 14.) a rovnice jeho jest

(3) = (2® + ¢ v, + ayv, = 0.

M

Obr. 14.

Kiivka tato je bicirkulérni, je-li (3) kruhem ).

8) Je-li (M) kruh, jenz se dotykd osy Y v poélu trans-
formace, tudiz u, = az, u, = 0, je transformovand kiivka (31,)
primyj dvojlist 2) o rovnici

(M) = @* + 9% + azy® =0.

&) Je-li dand kiivka (M) hyperbolou, jejiZ jedna asymptota
je rovnobéznd k jedné z os soufadnic, je jeji transformovani
(M) raciondlni bicirkuldrni k¥ivka pdtého stupné s trojndsobnym

1) Lezi-li stfed kruhu (/) na symmetrile os soufadnic, obdriime
piimy trojlist. Srovnej Loria-Schitte 1. c. pg. 157, rov. (5%).

2) Loria-Schitte 1. ¢. pg. 159. Na tuto kfivku se vratime v nisledu-
jicim &lanku.
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bodem v pélu transformace, jehoZz dvé te¢ny s jednou osou sou-
fadnic splyvaji a jehoz tfeti tetna je druh4 osa soufadnic.

¢) Jsou-li ob& asymptoty hyperboly (M) rovnobézné s osami
soufadnic, je jeji transformovand kiivka (M,) bicirkuldrni racio-
nélnf kfivka ¢tvrtého stupné s dvojnym bodem v pélu transfor-
mace, Teény toho dvojného bodu jsou osy soufadnic.

Obr. 15.

1) Je-li mimo to u, == 0, t. j., jsou-li asymptoty hyperboly
(M) osami soufadnic, je kfivka transformovand Ilemniskata
(obr. 15.).

@) Probfhd-li hyperbola (M) poélem transformace, je jeji
transformovand kiivka (f,) cirkuldrni raciondlni kiivka Etvrtého
stupné s trojndsobnym bodem v pélu transformace.

t) Transformovand (M, ) je cissoiddlou, kdyz mimo to jedna
asymptota hyperboly (M) je rovnobéZnd s osou soufadnic.
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) Transformovand kiivka (M,) je pi wu, =0 Fkruhem
(obr. 16.), jsou-li ob& asymptoty hyperboly (M) rovmobdzné
s osami soufadnic.

M
L.V
M
Y% .
; SCHE
‘ N
; X
/ 0 N
Obr. 16.

4) Je-li dand kiivka (1) parabolou, jejiZz osa je rovnob&Znd
§ jednou osou soutadnic, je transformovand kfivka (M,) racio-
ndlnf bicirkuldrni kiivka pé4tého stupné s trojnym bodem v pélu
transformace, jehoz dvé telny s onou osou soufadnic splyvaji,
kterdZ je rovnob&iné s osou paraboly ; tfetf tetnou je druhd osa
soufadnic.

) Probfhd-li mimo to parabola () pélem O transformace,
je transformovand kfivka (M,) cirkuldrni raciondlni k¥ivka tfe-
ttho stupné, tudiz cissoiddla.
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v) Ta kiivka stdvd se cissoidou, splyva-li osa paraboly

(obr. 171) s jednou z os soufadnic.

33. Ku konci vySetiime blize transformovanou kiivku ku-
Zelosetky

(M) = y* + qx* — 2pz = 0.

Obr. 17.

Rovnice transformované (obr. 18.) zni:
()= @ 4 ay?) (@ 4 yD — 2pay* =0,

je tudiZ raciondlni cirkuldrni kiivka étvrtého stupnd. Za g =20
je (BL,) cissoidou

' / x
y==z Vm; .
aza g=1 je pfixhym dvojlistem. Transformovand k¥ivka (3,)
zahrnuje tudiZ cissoidu a pimy dvojlist jako pfipady zvld3tni.
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Obr. 18.

Sestrojeni teény transformované krivky (M,).

34, Bodu M kiivky (J) odpovidd tetna IT obdlky (II) a -
bod M, transformované ktivky (M,). Zndme-li bod dotyku B
tetny I1, je i sestrojeni tetny bodu M, kiivky (2L} jako
upatnice kiivky (1) pro pél v bodé O’ dino.

Tak miizeme tetnu bodu MM, lemniskaty
(M) = (2* + y*)* - a’ry=0
sestrojiti, neb lemniskata je transformovand kiivky
(M)=2y — a®=0.
Rovnice obdlky (11) jest

2
(NH=azy - (—;) =0.

Je-li tedy MM, bod lemniskaty. obdrzime ptimku I7 jako
kolmici v bod¢ M, na priivoditi OM,. Tato protind osy sou-
fadnic v bodech 4, B a stied délky AB je bod dotyku I/
tetny IT. Je-li nyni C stied délky OIF, je (obr. 19.) CM,
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normdla a kolmice v bods M, na CM, je hledandi tetna lem-
niskaty *). ’
Kdyby byl M, bod cissoidy

CANPERVEE.

je (M) = y* — 2pz =0,
- a (I1) = y* + 8pz,
y Tn,
B M- M
1 o §
C :
0 .
A
\ v,
Obr. 19.

tudiz je cissoida upatnice paraboly (77). Je-li M’ bod dotyku
tetny I7, je jeho tsetka (obr. 20.)

z=O0FP = A0,
neb AP'=2x je délka subtangenty v bodé M’. Jelikoz OA

jako tsek teny IT na ose X zndme, plati totéz i pro tsetku
OF, timz je bod dotyku M’ uréen. Je-li C stied délky O,

1) Hyperbolu (/) miizeme parametricky vyjadfiti
a
x “at, y— rE

Pak je rovnice lemniskaty (47,), parametricky vyjddfena
__ at __ at®
*1 — T4t Ni—140
as nejjednodussi. Srovnej Dr. Em. Weyr: Die Lemniskate in rationaler
Behandlung. Praha, 1873. Abhandl. d. kg. bohm. Ges. d. Wissenschaften.
VI. Folge Bd. 6. '
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je CM, normdla a kolmice v bodd M, na CM, je tangentou
bodu M, cissoidy (obr. 20.).

RovnéZ tak jednoduché je sestrojeni teny rhodoney.
35. Bod dotyku MM’ teény IT miZeme téZ ﬁréiti, zndme-li
teénu bodu M. Pro M(z | y) je
1= y§ + a1 — 2y =0,
dll=dy.{+dz.n— (xdy + ydy) = 0.

Obr, 20.

Jelikoz je M! prisek od II=0 a dll = 0, jsou jeho
soufadnice
f=— % v —_ v
T oy—axy” Ty -y
Je-li T, tetha bodu M kiivky (M) a 0OA’, OB’ jeji tseky
na ose X vztazmo na ose Y, je (obr. 21.)

OB =y — a2y’ = — 04" tg e,
tudiz je
s 04 .tga_ 047
— T TP — oa’ .
OB 04 (45)
= O -
o

Zngme-li tetnu bodu M kfivky (M), tieba jen & neb g
jako tiet{ umérnou sestrojiti, &m% obdrzfme bod dotyku M’

2
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tetny I7, tudiz téz tetnu sdruzeného bodu M, kiivky (2f).
Znaménko od £ potazmo od % souhlasf se znaménkem od OA’,
potaZmo od OF'.

Na tento zplsob miZeme snadn& sestrojiti teénu bodu pii-
mého dvojlistu.

Obracena transformace.’

36. Rovnicemi (1) déna jest obrdcend transformace, dle
které je kiivka (Af) obrazem kfivky (24,). Je-li tudiz

(M) = thy 4 thns + g+« oo+ 4y +u, =0
rovnice dané kiivky, je rovnice jejtho obrazu:
L (M) =2yres 4 2yt @ A YY) taa
+ 2y (2 + ¢ oy + @ + y?)" v = 0. ,
Neni-li p6él transformace bodem kiivky (2M,), je kfivka

transformovana kiivkou 3n-ho stupné s 2n-ndsobnym bodem v pélu
‘transformace, jehoZ tetny jsou n-ndsobné isotropické piimky.
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Ub&zné body os souiadnic jsou n-ndsobné body kfivky trans-
formované.

Jsou-li imagindrné body kruhové %-ndsobné body kivky
(M,), snizf se stupeii kfivky transformované (31) o 2% jednotky.
Je-li mimo to pél transformace s-ndsobnym bodem dané kiivky
(M,), snizi se stupeil transformované kfivky (M) o dalsi 2s
jednotky. '

Stupeii transformované kiivky snizi se je§t& o I/, potaimo
o m jednotek, splyne-li ! teten bodu O s osou Y a m telen
téhoz bodu s osou X. ‘

M4-li tudiz k¥ivka n-ho stupné (M,) v pdlu O, jejz vezmeme
za potdtek soufadnic, bod s-ndsobny, jehoZ ! teen s osou Y,
m teten s osou X splyne a md-li imagindrnf kruzné body za
k-ndsobné body, je stupeii transformované kiivky (M)

3 —2s—1—m—2k
a pol transtormace je pro tuto kiivku bodem
2n—s—1—m—2k
nasobnym. Na pt. je-li (If,) lemniskata o rovnici -

M) = (2* + y*)* — a’ry =0,
jen=4, s=2, k=2, Il =m =1, tudiz je transformovand
kfivka druhého stupné&, tedy kuZzelosetkou, jejiZ je rovnice
' zy — a®> =0,
- jak jsme diive nagli.
Jo-li (M,) trifolium, jehoz rovnice
(M) = (@ + y)* — (az + by) 2y =0,
je transformovand kiivka za pitinou n =4, s=3, I=m =1,
k =1 kuZzelosetkou a sice kruhem, jehoZ je rovnice
M) =2+ y* +ay+bx—0
Je-li (M,) parabolou o rovnici
(M) = y* — 2pz = 0,

Jje jeji transformovand k¥ivka (M) kubickd duplikatriz, ]eJiz je
rovnice
M) =23 —2p (22 + y?) =0.
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Sestrojeni teény transformované krivky (M).

37. Ve ¢ldnku 35. seznali jsme, Ze lze tetnu kiivky (M)
v bodé M, sestrojiti na zdkladé relaci (45), zndme-li tetnu
v bod® sdruzeném M kiivky (M). Obrdcené je-li tetna kiivky
. (M,) v bod8 M, zndmd, uréime bod dotyku M’ od II, tim, ze
pilicim bodem S délky OM, vedeme rovnobézku ku I7, kterdz
normdlu bodu 14, protini v bodé C (obr. 21.). Spojnice OC
proting ptimku IT v jejim bodé dotyku M’. Zndmof je, Ze tetna
bodu M, je tdz, at jiz jej povaZujeme za bod kiivky (I1,),
aneb jako bod kruhu opsaného trojuhelnfku OM,M’, jenz m4d
bod C za svij stied.

Dle formule 45. je nyni
_O&

—op”

kdez je OF = § tsetkou bodu M’. Tim zndme priseiik A’
tetny bodu A transformované kiivky s osou X, tudiZz i tetnu
MA" samu.

Timto zpisobem miZeme snadné teénu ,Kreuzkurve®
urtiti. Zde je (M,) kruh, a I, splyne s M’, tudiz je OF
tisetkou bodu M,.

Podobné 1ze tetnu bodu M kubické duplikatrix (M) jako
obrazu (¢l. 36.) paraboly (2£,) urtiti.

o4’

0 krivkich (M) a (31,) sdruzenyeh ku dané kiivee (II). .

.38. Ptimka IT je jednoznatné urlena, zndme-li jeji vzdd-
lenost p od pélu O a thel e, jejz ta pfimka uzavird s positiv-
nim smérem osy X. Veli¢iny p, ¢ miZeme tudiZ povaZovati jako
soufadnice pfimky I1 a

p=rf(a.
jako rovmici kiivky (IT) v téchto tangencidlnich soufadnicich.
Jelikoz je (obr. 22.) k¥ivka (M,) upatnici kfivky (I7) pro pél O, je

OM, =p=r,
“?%+¢'-
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tudiz je rovmice kiivky (M;) v poldrnich soutadnicich

rn=/f (_12’— + ‘Pl);
a rovnice ') kiivky (M) je

_Jf@—9

r= = .
sin @ cos ¢

39. Tak jest
p=a sin 2«

rovnici asteroidy jako ktivky (I7), a poldrni rovnice ji pifslusné
kiivky (M,) je
r, = a sin 2¢;,

Pym

M
¢ G\ X
0 ~_

Obr. 22.

coZ jest zndmid tyilistd Rhodonea®) a polirni rovnice kiivky
(M) je zde
r = 2a.
Ktivka (M) je tudiz kruh, jenz md pél O za sviij stfed.
40. Je-li k¥ivka (IT) parabolou, kterdz md bod O za vrchol
a v tom bodé z pravé strany osy Y se dotykd, je jeji rovnice

a rovnice piislusné kiivky (I4;) je
L I 0.

L 2 cosg,’
1) Viz Casopis 84, pg. 840.

?) Viz L c. pg. 333. Loria-Schitte: Spezielle algebraische ebene
und transscendente Kurven. Leipzig, p. 297.
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a rovnice transformované kiivky je
a cosQ

=T sty
Kfivka (J1,) je cissoida a ptidruzend kfivka (#) je kruh,
. jak jiz ve &l. 32. vytknuto?).
‘41. Je-li R polomér pevného kruhu a o polomér valiciho
se kruhu epicykloidy potaZmo hypocykloidy, je pii
0 1—n 1—n

- =m=

B Sn B=mna, o= 5 @

tangencidlni rovnici epi- po piipadé hypocykloidy
P = a sin na.
Za n = 3 obdriime Steinerovu hypocykloidu. Vezmeme-li
tuto za kiivku (IT), jejiz je tedy rovnice
» = a sin 3,
je rovnici kiivky (21,)
‘ r, = — a cos 3g,,
t. j. trojlistd rhodonea a jeji transformovand kiivka (M) je
__ asin3p
T sin @ cos ¢
Kiivka (M) je raciondlni cirkuldrnf kiivka tiettho stupné
s isolovanym dvojnym bodem v poldtku soufadnic. Rovnice jeji
v soufadnicich bodovych je
z(z* 4 y*) —a(3z* + y*) =0.
Ktivka tato je cz’ssoidalou’), jejiz zdkladni kuZelosetka je
kruh, totiz
C, =4+ y* + daz =0,
a piimka P m4d rovnici

P=z+a=0.
Tim je konstrukce kfivky ddna. Miizeme viak jeji rovnici pséti:
sin* ¢
r—3acosp —a —.
cos a

1) Loria-Schitte 1. c¢. p. 146 ff.
?) Viz 1. c. pg. 338.
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Stavme nyn{
0, == 3a cos @,
sin’ g

—=a—-
O cos @

| : | 3a | 3
a sestrojme tyto kiivky, z nichz prvd je kruh (0 l 7;1-! 3—;-)
a

e
21 27f
Kazd4 ptimka polem O vedend protind kruh v bodé K, a cis-
'soidu v bodé Z, pak je M bod na$i kiivky, dany relact

0M = 0K — 02,

¢imZ opét dochézime do jednoduché konstrukce kiivky (A).
42. Obrdcend, je-li rovnice kiivky (B,) v poldrnich sou-

fadnicich
"1 =f ((pl'),

Jje tangencidlni rovnice kifivky (IT) jako jeji negativni wpatnice

a drub4 je cissoidou, jejiz zdkladni kruh je (O

P

» =f(u — 7),

a rovnice transformované kfivky (3) bude v poldrnich sou-

fadnicich
/4
_4?—)

Sin @ coS @
" Je-li (M) kruhem, jehoZ je rovnice
r = 2a cos @,
je rovnice kiivky (21,)
r, == 2a sin? @, cos @,.

~ Krivka (M,) je tudiz pHmy dvojlist’). Co se tkne pii-

slusné kiivky (I1), je jeji tangencidlni rovnice
' P == 2a cos® a sin? a,

aneb v soufadnicich bodovych

% = 2a cos? « cos 2«
y = — 2a sin® @ sin 2a.

1) Gl 32, J, &l. 33.
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Stavime-li
t=—tlga=1g g,
obdrzime
: _2a(1—1%)
e
_ 4at?
V=

Rovnice tyto obdrZeli bychom i p¥imo, kdyz bychom upo-
tfebili parametru ¢ —1i¢g ¢ pro soufadnice bodu kruhu (M).
Obdrzime takto pro p¥{fmku IT

DN=014)tz+ 1 +¢)y —2at=0.

Ktivka (II) je raciondlni bicirkuldrni kiivka ¢tvrtého stupné
a tret{ tiidy a jelikoZ se ji ubéZnd piimka v cyklickych bodech
dotyka, je Steinerovou hypocykloidou. Tato mé4 osu X za osu
symmetrie. P61 O pili vétev kfivky, kterdz md bod O’ (2a | 0)
kruhu (M) za bod vratu. Ostatni body vratu leZf symmetricky
k ose X. Soutadnice jejich jsou

a 3V3—
(— DE * i a).
Spoletny prisek -teten bodd vratu, jez jsou osami sym-

metrie kfivky, je (—;—, O).

0 kiivee (IT) a jejich pridruzenyeh kiivkach (M) a (M,)
pri libovolné vzatém poélu.

43. Zvolime-li O'(x, | y,) za novy pél a polineme li do
toho pélu osy soufadnicové, pfejde rovmice kiivky

»=f(a)
ve ,
P, =p—2z,sine+y, cos e =f(e)—z, sin a4y, cos a.
Ligf-li se tudiz rovnice dvou kiivek v tangenciilnich sou-

fadnicich p, « pouze o binom a cos & 4 b sin «, vyjadiuji
touz kfivku, '
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Tak jsme vidéli, ze, vezmeme-li pol O jako v predchdze-
jicim ¢ldnku, je rovnice Steinerovy hypocykloidy
» = 2a cos® & sin a,

Volime-li v§ak prisek os symmetrie (-g— ! 0) za pol, bude
jeji rovnice *)

p:%sin&x

a utinime-li bod vratu (22 | 0) Steinerovy hypocykloidy pélem,
bude jeji tangencidlni rovnice .
p=—2asinda

V prvnim pifpadé je (M) kruh a (M,) pFimy drojlist
(8. 42.). V piipadé druhém je (M,) trojlistd rhodonea a (M)
je cissoidala. V tietim ptipadé je (M,) ,folium simple“ (El. 37.)
a kiivka (M) je cissoida. Tim je déna souvislost kiivek folium
simple, pfimého dvojlistu a Steinerovy hypocykloidy, jakoz
i krubu, cissoidaly a' cissoidy.

0 JlSte grupé rovinnych lollineaci.
Dr. B. BydZovsky.

I. Transformace kubické kfivky.

1. Obecnd kiivka kubickd reprodukuje se osmndcti kolli-
neacemi *). Této okolnosti lze velmi vyhodné uZiti pro studium
nékterych vlastnosti kiivky *). S theorif grupy &, téchto kollineaci
totiz souvisi pfedev&im theorie jistych skupin bodovych na kiivce
a v roviné vibec; vedle toho lze studiem grupy dospéti ku
velmi vieobecnym vétdm, platfcim pro vSechny projektivné vy-
znaéné body kfivky 3),

*) Srovnej &l 41.

1) F. Klein, Math. Ann. IV. pg. 334,

2) Nekteré z fady vét zde odvozenych jsou jiZ zndmy odjinud; vytknu
je na pfisludnych mistech. Je v3ak zajimavo, Ze v Zidném pFipadé autofi
téchto vét neuddvaji pravy jejich kofen, tkvici prive ve vlastnostech grupy.
Souvisi to s tim, Ze pro geometrické studium kubické formy ternarné ne-
bylo téchto vlastnosti soustavné uzito.

3) V. kap. IV. odd. 3.
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