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Prispévek k plocham pseudosfermkym
Napsal Fr. Velisek v Praze.

Budiz ddn linedrni element plochy ve tvaru
ds® = e du® + 2f du dv 4 g dv®,

13

geodetické kiivosti Car soufadnych budte j—, —gl—. Tyto jsou

dle formuli Bonnetovych (Bianchi: Differentialgeometrie str.
150) ddny

1_ 1 T2 ( f avg]

o Veg —f* [ \Vg) ou

1_ 1 2 (f\_ 2Ve
= =7 | i)~

Pro piipad, Ze ¢dry souiadné déli plochu v infinitesimdlni
kosodltverce, jest
e—=g=2¢% f=¢%cosom,

kde o jest dhel sevieny kiivkami soufadnymi. Ptedpoklddime
o konstantnim:
cos o = k.
Klademe-li ¢. = ¢;, 0o=1¢, kde ¢, a ¢ jsou konstanty,
obdrzime za danych podminek

de e __ UL e __ .
3 Fay = as hyy — o kau = — c&%;,,
pii %k, = sin .

Klademe-li kritce

e=ck+c, B=ck++c
obdrzime integraci
: . y
T au +—ﬂv o &)
Plochy tak vznikajicf jsou pseudosférické. Dosadime-li
totiz do vzorce Liouville-ova pro totdlni kiivost

K= veg—l__';& [Bu v + 5. e (\{f‘)-{— ) (Ve )]
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obdrzfme
1
K=— " (e + ¢ + 2¢c,k).
Oznatime pismenou I polomér plochy
1 1 50—
? :-E VCQ + C?+ 2601]{. (2)

Zavedeme novy systém soufadnic kiivolarych tim, Zze
vztéhneme plochu na systém car geodetickych a jich orthogo-
nélnfch trajektorif. Pro FeSeni této ulohy stati najiti geodetické
tary, které vychdzeji ze spoletného bodu plochy v nekoneénu,
a systém na né kolmych rovnobéznych kiivek konstantni geo-

detické kfivosti %, ponévadz na zdkladé tohoto systému moZno

uréiti pomoci konformnfho zobrazeni plochy na%i na rovinu
vSechny Ciry geodetické.

Oznatfme-li @ thel, ktery sviraji &dry geodetické tohoto
drubu s Carami v = konst., plati

o Veg—f*dv _ye— v
sin 0 = Ve ds neb tg © = Veg — f* Y TES T

kde du, dv jsou p¥iristy soufadnic «, v podél ¢dry geodetické,
ds pak jest ve tvaru

ds?*=c¢ du” + 2f du dv + g dv?.
Jest tudiz rovnice pro &dry geodetické
A)  esin 0 du—+ (f sin @ — \Jeg — f2 cos 6) dv = 0,
orthogondlnich trajektorii pak
B) e cos ©.du -+ (f cos @ + \leg — f2 sin ©) dv = 0.

Dle Bonnet-ovy formule (Bianchi, Differentialgeometrie
str. 150) vyjddfime, Ze geodetickd kfivost far A) jest 0, lar

B) pak 71%— Po ptisluiné redukei obdrzime pro thel O rovnice
W _ & o (262 L
w— R (c ou o) ke’
20! & . d¢ 2¢\ 1
,a—v'— ——"F Sin (@— 00) - (W—-k%)m’
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kde
ky

au + pv°

Podminka integrability jest splnéna, jak snadno se ukdze,
pouZijeme-li vyrazu
1 _ Ve 4 ¢} + 2ce,k
R k ’
Pouzijeme-li vyrazu pro & obdrzime :

00 % sin® — e 2O
w— R 7
Integraci prvni rovnice (3) plyne
R 1+Rcsin(~)—\/1~—RTc”cos_@
VI = R%* . Re + sin O

+ 2 1w 4 o) = g 0.

dosazenim do druhé rovnice (3) pak
dp __ &k} 14 ¢R sin O + \/T — R%2cos O

1

= % sin (@ — ©) + ¢&. (3)

dv — aR Re + sin O ’
a z piedchozi rovnice obdrzime, pondvadz
R __ Kk

)

Ve e
“—“’_Ic 1 4+ Resin © —\/1T — .R%”cos@

o= Rc 4 sin O
Nésobenfim obou vyrazii obdrzime
a® ]u1
e dp = ol
z tehoz
@

et —-——— + C, kde C konstanta.

M4 tudiz systém (3) TeSeni

1 R 0 —\V1 — R%* @
(e ﬂv)v e Sch -+ Ym (C] ==

+ C. 4

3*
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Vyraz jest reelni, ponévadz -
V.]_——_IFC_Q — ck + Cqy — ck + [
Ve + & + 2e,k  V(ck + o,)* + ke
Rovnici (4) obdrzeli bychom ve tvaru ponékud jiném, po-
uzijeme-li nejprve druhé rovnice (3). Pouzijeme-li vztahi
sin @ =k, cos (O — o) + k sin (0 — o),
"cos @ =1F cos (O — w) — k, sin (0 — o),

obdrzime podobnym zplisobem jako difve

1 —¢,Rsin(0— ©) —\1 — c2R? cos (0 — w)
(e + fv) sin (@ — w) —c, R
"
—C—i u.

Z rovnice (4) urtime sin © a cos © a dosadime do rovnic
A), B), jichZ integraci obdrZime hledany systém ¢ar soufadnych.

Z rovnic (3) plyne
d0 = ¢(¢, dv — c du) —% [sin O du + sin (0 — ©) dv].

Pro tary geodetické posledni €len v zdvorce mizi, tedy
de = & (¢, dv — ¢ du),
sin O du + sin (@ — a) dv = 0.
Pomoci vyrazu >(4) obdrzime z t&chto rovnic

kydv __  sin0dO
v+ CR™ aR — k, cos &

integraci pak
' Ko+ CR
eR — k, cos O
jako rovnici ¢ar geodetickych, kde dluZno za cos © dosaditi
vyraz ze (4).

= konst., ®)

Pouzijeme véty, Ze orthogondlni trajektorie Car geode-
tickych moZno stanoviti quadraturou, zndme-li differencidlni
rovnici &ar geodetickych (Bianchi str. 168) ve tvaru

Mdu 4 Ndv=0.
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Jsou totiz jich orthogondlni trajektorie pfi linedrnim ele-
mentu

ds? = e du® 4+ 2f du dv + g dv®
d4ny rovnici
(eN — fM) du 4 (fN — gM) dv = 0,
a pfi pouziti Bonnetovy formule pro geodetickou kfivost pro
tdry geodetické plyne, %e vyraz
eN — fM du SN —gM v
\eN* —2f MN + gM* VeN? + 2f MN -+ gM*
jest uplnym differencidlem. Ponévadz v naSem piipadé

M=3sin 0, N=sn(0 —o0), e=g=2¢? f= &%,

plyne pro orthogonalni trajektorie rovnice

Fonst. = —fe (cos O du + cos (O — w) dv). (6)

MizZeme viak tyz systém orthogondlné geodeticky (5), (6)
odvoditi pomoci specielnftho feSeni rovnic 13). Tyto jsou nej-
jednodu$eji splnény pro

sin @p = — ¢R, cos O = — kﬁ (ck + ¢,), (D
1
neb
Y
WO=ate
Tedy rovnice tar geodetickych 4) nabude tvaru
cduy — ¢, dv=020,
z toho
cu—c,v:—%, (8
klademe-li integracni stdlou —%—. Rovnice tar B) prejde ve

¢ di 4 pde=0,
%

R
le =9 9)

a tedy pfi integratni stalé
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Obdrzime pak pro linedrni element tvar parabolicky
ds? — d@’ + 6291/R d()

PoloZime-li o' = Re 1 2 nabude predch0z1 vyraz tvaru
ds* =3 (dO” + dey), - (10)

charakteristického pro plochy Liouville-ovy, pro které moZno
geodetické &iry obecné uréiti. TdZeme-li se po orthogondln&
geodetickém systému vlastnosti diivéjsi, obdrZfme z rovnic A4)
a B), uzaviraji-li ¢dry geodetické s kiivkami g, =— Lonst. thel
9P, Vyrazy pro

D (sinyy D (cosw)_
2\ o ) 0, \ o |

pro &iry geodetické, a

D (osw), @ (siny)_ L
39( ¢ )+302( ¢ )— o’

pro jich orthogondlni trajektorie. Re¥enim tchto rovnic dle

w oy
a()l} 392 plyne

d _siny 3 __ 1 —cosy

3();‘- ver ? 20, o ’

tedy integraci pro c jako integra¢ni stdlou

v 0
95 =0 o
z toho )
. ’ 2 __ 2 —
cos y = _(C 0q) 0 sin p = 20" (C (’2)

T =W 0 =) + ¥
Céry geodetické diny jsou pak rovmici
sin g do” — cos ¢ dg, =0, 4
orthogondlni trajektorie

cos ¥ do’ - sin v do, = O. (B)
Ponévadz )

ay ::—917 (sin v do’ — cos y do, 4 do,),
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plyne pro (4’)

Y gy —_ 9
tg 2 dw - O’ —_ 027
a tudiZ integraci
Y
cos®
2 ¢ — o, )
7 == — = konst. 5’
0—02 (0_02)2+02 ' %)

Pro orthogonalni trajektorie (B’) obdrzime jako diive inte-

grujiciho Cinitele ve tvaru — —f,i —, a kfivky tedy ddny jsou

rovnici

konst. = Rf—ng (cos wdo’ + sin y do,) = R

’

4
(C"—05)* o™
(6"
Abychom urtili souvislost konstant C' a C ve vyrazu ()
a (5’'), dosadme do rovnice pfedchozi pro téry geodetické -5')
za o', 0, z rovnic (8) a (9). Pak jest pro 0 =60, 4 v
e+ CE _ 1 (kiv+ CR)[(C" — ¢,)* 40"
alR — k cos O 2R (C" — ¢,) [¢C" — ag, — k, ¢o’]
_1 (=0 +¢* Kot OR
T3k  C—e¢, @O+ Ro(cp + ac,)
1 (("—0)"+¢* CRA kv _
T 2R® C"— o, " RaC + kv
Klademe-li tudiz

C=eaC,
shoduji se systémy Ctar (5), (5'), (6), (6") tplné.
Podobné jako pfi systému &ar orthogondlng geodetickém
mizZeme si pfedloZiti otdzku, neexistuji li na ploSe kiivky kon-
stantni geodetické ktivosti, odvozené z plivodniho systému Car

této vlastnosti linedrni transformaci soufadnic, o Ghlu sevieném -
konstantnim, obecn& od pravého rizném. Za tim t¢elem poloZime

u, = au + fr, v, = pu + dv, (11)
kde «, £, 7, ¢ znali konstanty, u,, v, nové soufadnice kfivo-
taré; «, § maji pro okamzik jiny vyznam neZ v pfedchozim.
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Z elementu linedrnihv v soufadnicich w,, v, obdrzime jako
podminku pro kosottvereiné déleni plochy kiivkami souradnymi

Ve + % — 2kep=\p* + 0* —2kpd = M,  (12)

a oznatime-li dhel mezi Carami soufadnymi w,, dén jest tento
relaci - :
_ay 4 B8 — (@04 By) k

e ’

c0s 0, =

a pi spojitém piechodu od transformace identické ((1) O)
M2 sin @, = Iy (a8 — B7), - (@19)

Oznatime-li geodetické kiivosti tar u,, v,, Tesp. 0w, 0w,
obdrzime dle Bonnetovy formule

_a— LB % , f—ak ¢
- Qlll kl EQ _—le--—- a—u— + .___M_ W}

l__— kd\ 38 d_-— ’yk &

Tk S = i
neb provedeno
ac, + Pe . ¢, + d¢
Qup = ‘_'l_]”iv Qv =7‘1_I'n__' (14‘)

Linedrni element ddn jest vyrazem

ds? — sin? @,
T o cos @y 4 0u) 4, + (0w €05 @, + 0uy) ;]
(du? 4 2. cos ©, du, dv, 4 dv}).

Konstanty e, B, y, 0 maji spliiovati jen jedinou podminku

(12). Zdroveii oviem substitu®ni determinant (:ﬁ g) jest od O

rizny. MoZno tudiZz linedrni transformaci soufadnic obdrZeti
z pivodnfho systému oo! systémi Zddanych vlastnosti.

(Dokonéent.)
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