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Příspěvek k plochám pseudosférickým. 
Napsal Fr. Yelísek v Praze. 

Budiž dán lineární element plochy ve tvaru 

ds* = e du* + 2/ du dv + g cfa;2, 

geodetické křivosti čar souřadných budtež — , — . Tyto jsou 
Qu Qv 

dle formulí Bonnetových (Bianchi: Differentialgeometrie str. 
150) dány 

_i_ - Y±( A_-_--1 
*" \/eg-ru>v\\Jg) duY 
1 _ Ji_ _ p / / \ V̂̂ ] 
QV Ajeg—ý* L 3 t t W c ; 3 v J 

Pro případ; že čáry souřadné dělí plochu v infinitesimální 
kosočtverce, jest 

e = g = £2, / = f2 cos CJ? 

kde o? jest úhel sevřený křivkami souřadnými. Předpokládáme 
co konstantním: 

COS OJ = Je. 

Klademe-li QU = c1? ov = c; kde Cj a c jsou konstanty, 
obdržíme za daných podmínek 

~ & r— = — cx £Vc17 — Je z— = — c £%, 
ou ov 17 dv ou 7 

při Jcx = sin co. 
Klademe-li krátce 

a = cJc + <?!, 0 = Cj/fc + c, 
obdržíme integrací 

* = h m 
* — au + pv' U ; 

Plochy tak vznikající jsou pseudosférické. Dosadíme-li 
totiž do vzorce Liouville-ova pro totální křivost 

\Jeg _ / Í [3íť 3* T 3w \ (»„ / ^ 3Í> \ «>„ jj 



34 

obdržíme 

•B: = _ é " ( c ! 1 + c? + 2cClJ)-
Označíme písmenou li poloměr plochy 

-i = - i Vč2 + c?.+ 2 ^ . (2) 

Zavedeme nový systém souřadnic křivočarých tím, že 
vztáhneme plochu na systém čar geodetických a jich orthogo-
nálních trajektorií. Pro řešení této úlohy stačí najíti geodetické 
čáry, které vycházejí ze společného bodu plochy v nekonečnu, 
a systém na ně kolmých rovnoběžných křivek konstantní geo­
detické křivosti —, poněvadž na základě tohoto systému možno 

£1 

určiti pomocí konformního zobrazení plochy naší na rovinu 
všechny čáry geodetické. 

Označíme-li 0 úhel, který svírají čáry geodetické tohoto 
druhu s čarami v = Jconst., platí 

. \Jeg—f2 dv x / 7-r dv 
sin 0 = .-_-— —- neb tg 0 = V eg — f2 — 3 — ; — r y - > y e ds * v * J e du+fdv' 

kde au, dv jsou přírůsty souřadnic v, v podél čáry geodetické, 
ds pak jest ve tvaru 

ds2 = edu* + 2f du dv + g dv*. 

Jest tudíž rovnice pro čáry geodetické 

A) e sin 0 du + (f sin 0 — \jeg — / 2 cos 0) dv = 0, 

orthogonálních trajektorií pak 

B) e cos 0 du + (/ cos 0 + \Jeg —J* sin 0) dv = 0. 

Dle Bonnet-ovy formule (Bianchi, Differentialgeometrie 
str. 150) vyjádříme, že geodetická křivost čar A) jest 0, čar 

B) pak -=-. Po příslušné redukci obdržíme pro úhel 0 rovnice 
Ji 

d0 
du 

. - _ _ s m 0 _ / / c _ _ _ j _ 
Ъ > s . /Э£ . Эe\ 1 

"" = - - - s ш ( - ю) ~ (эü — * ^ j — ' Эt> ~~ І Ž 
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kde 

au + fiv 

Podmínka integrability jest splněna, jak snadno se ukáže, 
použijeme-li výrazu 

1 _ V c a + cj +2cc,k 
B kl 

Použijeme-li výrazu pro e9 obdržíme : 

_ = _ _ Sln & - ce, — = - _ srn ( © - « * ) + v . (3) 

Integrací první rojnice (3) plyne 
B 1 + Bc sin e - Vl — R2c* cos 0 

Vl —" BV Re + s i n e 

+ ^l(au + pv) = V(v). 

dosazením do druhé rovnice (3) pak 

(fy _ £ * J 1 + cR sin 0 + Vl — ŘW cos 0 
dv aB Re + sin 0 ' 

a z předchozí rovnice obdržíme, poněvadž 
B _kx 

Vl—7B2c*~~* « ' 

j ř f _ * i 1 + Jžc srn Q — V l ^ T Ž y C Q S Q 
£ _Rc + sin 0 

Násobením obou výrazů obdržíme 

6*i d<p=ZR, 

z čehož 
«? j - v e*> = - W - + Cf kde 6T konstanta. 

Má tudíž systém (3) řešení 

, „ . 1 + Re sin 0 —\ll — R*c* cos 0 k\ v . n ,„ (au + 0v) — - p . v. „ = +- + C. (4) Bc + sin & B 
3* 
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Výraz jest reelní, poněvadž 

ck + cx ck + q 
Vi — R 2 . 2 

\Jc* + c\ + 2cc,& V(c* + c,)2 + c\k\ 

Rovnici (4) obdrželi bychom ve tvaru poněkud jiném, po-
užijeme-li nejprve druhé rovnice (3). Použijeme-li vztahů 

sin 0 = kx cos (0 — CD) + k sin (0 — OJ), 
cos 0 = k cos (0 — w) — kx sin (0 — w); 

obdržíme podobným způsobem jako dříve 

1 — c,B sin(0 — co) —Vl - c\R* cos(0 — CD) 
(au + ßv) sin (0 — co) — cгB 

= c-§«. 
Z rovnice (4) určíme sin 0 a cos 0 a dosadíme do rovnic 

A), B), jichž integrací obdržíme hledaný systém čar souřadných. 

Z rovnic (3) plyne 

d0 = £ (q eZi; — c cřw) -rj- [sin 0 du + 8iw (0 — ca) du]. 

Pro čáry geodetické poslední člen v závorce mizí; tedy 
d® = e (cx dv — c du), 

sin 0 du + sin (G — co) dv = 0. 
Pomocí výrazu (4) obdržíme z těchto rovnic 

\ dv sin 0 d0 
k\v + GB ~ ccR — kx cos & 

integrací pak 
k\v + CR ír^ 

*R - kx coi0 = W * ( 5 ) 

jako rovnici čar geodetických, kde dlužno za cos 0 dosaditi 
výraz ze (4). 

Použijeme věty. že orthogonální trajektorie čar geode­
tických možno stanoviti quadraturou; známe-li differenciální 
rovnici čar geodetických (Bianchi str. 168) ve tvaru 

M du + Ndv = 0. 
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Jsou totiž jich orthogonální trajektorie při lineárním ele­
mentu 

ds* = edu* + 2f du dv + g dv* 
dány rovnicí 

(eN—fM) du + (fN — gM) dv = 0, 
a při použití Bonnetovy formule pro geodetickou křivost pro 
cáry geodetické plyne, že výraz 

\JeN* — 2fMN+gM* \/eN* + 2f MN + gM2 

jest úplným differenciálem. Poněvadž v našem případě 
M = sin 6, N = sin {6 — co), e = g = €2, f = £ % 

plyne pro orthogonální trajektorie rovnice 

Jconst. = — je (cos Q du + cos (0 — ca) dv). (6) 

Můžeme však týž systém orthogonálně geodetický (5), (6) 
odvoditi pomocí specielního řešení rovnic i3). Tyto jsou nej­
jednodušeji splněny pro 

sin ®0 = —- cB, cos 0O = — -j- (cJc + cx)7 (7) 
# i 

neb 

Tedy rovnice čar geodetických A) nabude tvaru 

c du — cx dv = 0, 
z toho 

cu — c .v :---^ (8) 

klademe-li integrační stálou —-. Rovnice čar B) přejde ve 

a du + /3 cřf = 0. 

a tedy při integrační stálé •—-

** = -§-. (9) 
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Obdržíme pak pro lineární element tvar parabolický 

ds2 = dQ\ + e 2 ? l / i i <*-.. 

Položíme-li Q' r— — Ré~^,lR, nabude předchozí výraz tvaru 

«-*» = p_ (áp'- + ďpj), - (10) 

charakteristického pro plochy Liouville-ovy, pro které možno 
geodetické čáry obecně určiti. Tážeme-li se po orthogonálně 
geodetickém systému vlastnosti dřívější, obdržíme z rovnic A) 
a B)% uzavírají-li čáry geodetické s křivkami Q2 = konsl. úhel 
i>7 výrazy pro \p 

d i sin y \ J__ (cos \p\ 0 

pro čáry geodetické, a 
d (cos \p\ . d i sin t/A_ 1_ 

V \ ~ 7 ; + ^ \ " 7 ) - <?'» 
pro jich orthogonální trajektorie. Řešením těchto rovnic dle 

dyj sin \p 3iř! 1 — cos \p 
V"~7~ ; ^_~ ? ' 

tedy integrací pro C jako integrační stálou 

z toho 
• (C - e,)2 - Í?'2 • .__V(ť___) 

^ ^ = - ( C , _ , p 2 ) 2 + ^ . m v . = ( í - _ h ) , + - > - r 
Čáry geodetické dány jsou pak rovnicí 

sin y ďp' — cos y do2 rz 0, (-4') 
orthogonální trajektorie 

cos tp do' -f- .sin y dg2 = 0. (B') 
Poněvadž 

dil> =~~—r (sin \p do' — cos \p do2 4- dp2), 
Q 

Ъгþ Ъ\p л 

э ? ГQ2 ^™ 
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plyne pro (A') 

* ^ J, dQ<i 

a tudíž integrací 

C 0 s 2 " 2 " C — 
V^Ti2= (C - ft)« + e>* = U n s t ( 5 ' } 

Pro orthogonální trajektorie (I?') obdržíme jako dříve inte-
7? 

grujícího činitele ve tvaru - , a křivky tedy dány jsou 

rovnicí 

konst, 
r 1 = R J —j- (cos yj do' + sin \p do2) = R l —----

Q*)*+Q'* 
(&) 

Abychom určili souvislost konstant C a C ve výrazu (5) 
a (5'), dosaďme do rovnice předchozí pro čáry geodetické 5') 
za o', Q2 z rovnic (8) a (9). Pak jest pro 0 = ®0 + u> 

k\ v + CR _ 1_ (k\ v + GR) [(C — QJ* + Q'*] 
aR — kx cos 0~2R (C — Q2) [aC — ao2 -- ft, CQ'] 

= -L ( g ' ~ g2)
2 + g/2 h\ v + GR 

2R C — Q2 aC + Rv(cp + ac,) 
_ 1 ( C ' - g > i ) » + g'» CR + k\v 
— 2/ť2 C — Q2 ' i t eC + A; V* 

Klademe-li tudíž 

C = a C , 

shodují se systémy čar (5), (5'), (6), (6') úplně. 

Podobně jako při systému čar orthogonálně geodetickém 
můžeme si předložiti otázku, neexistují li na ploše křivky kon­
stantní geodetické křivosti, odvozené z původního systému čar 
této vlastnosti lineární transformací souřadnic, o úhlu sevřeném 
konstantním, obecně od pravého různém. Za tím účelem položíme 

ti-. zraw + /3r, vx = yu + óv, (11) 

kde a, p, y, d značí konstanty, ulf i\ nové souřadnice křivo-
čaré; a, (i mají pro okamžik jiný význam než v předchozím. 
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Z elementu lineárníhb v souřadnicích ulf vx obdržíme jako 
podmínku pro kosočtverečné dělení plochy křivkami souřadnými 

\ja* + /32 — 2kap = \Jy* + ď2 — 2kyÓ = M7 (12) 

a označíme-li úhel mezi čarami souřadnými a19 dán jest tento 
relací 

ay + M — (ad + py) k 
COS G^ = jp - , 

a při spojitém přechodu od transformace identické J . ) 

M2sin cot = kx {ad — /Jy), (13) 

Označíme-li geodetické křivosti čar uJ7 v17 resp. QU17 toVl, 
obdržíme dle Bonnetovy formule 

7 2 a — kj3 ds p — ak Ds 
- 9ui lh a — — j g ~ ^ + —M~ ~^> 

, 2 7 — kó ds d — yk de 
- Qvi kx a ——3r~ 3 - + —jf~ w 

neb provedeno 
acx + pc . ycx + dc 

°Hl — M ' Qui — ~ M ' 
(14) 

Lineární element dán jest výrazem 

ds*= Sin2^ 
[(QVI COS COX + QUI) ux + (QU1 COS », + gn) ^ J 2 

(du\ + 2 cos co, dux dvx + dv\). 

Konstanty a, /3; y, á mají splňovati jen jedinou podmínku 

(12). Zároveň ovšem substituční determinant ( | !j jest od O 

různý. Možno tudíž lineární transformací souřadnic obdržeti 
z původního systému 001 systémů žádaných vlastností. 

(Dokončení.) 
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