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Stanovení mnohonásobného integrálu, jenž vy-* 
jadřuje polydimensionální obsah oboru o n roz­
měrech omezeného danými n + \ útvary prvního, 

stupně, a některých integrálů obecnějších. 
Podává M. Lerch v Brně. 

V prostoru o n rozměrech (x19 x2 . . . xn) dáno buď n + 1 
útvarů prvního stupně P0 = 0. Px = O, . . . Pn = O, kde značí 

PV = avo + an*i + V i + • • • + aVnXn 5 

při tom změnou znamení u Pv lze docíliti toho, že obor .<2 de­
finovaný podmínkami 

(&) P 0 . ^ O, Px ^ O, . . . Pn ^ O 

jest celý v konečnu, a mimo to lze případným přemístěním 
indexů docíliti toho, že determinant 

л= 
лQn 

%in 

íwo w » i w n 2 • • • ww. 

je kladný. Obě tyto podmínky předpokládáme splněny, i chceme 
stanoviti rc-násobný integrál 

J = J J . . . J P8
0° P\l . . . Pn

n dxx dx2 . . . dxny 

vzatý dle oboru integračního SI, při Čemž s0, sx, . . . sn jsou 
konstanty s kladnými částmi reálnými. 

Integrál náš přetvoříme substitucí 

p i _ p2 _ ^ L — 
~ŤT" — # n "p~ — #2? • • • p — ^M* 
- M > •* O ' ' O 



Znamenáme-li. 

j — Ъ fe x* ' ' • Xn) 

U2n 
x 0 

3 (*- * 2 . . . Sn) 

funkcionální determinant, bude reciproký determinant 

1 ?)(*! zq . . . g„) 
.^ 3 (a^ # 2 . . . # w ) 

IO^ll ^ 1 ^ 0 1 ? x 0 í ř l 2 x i a 0 2 ? * * • Jo^iw Fi^o™ 

-*0^21 ~~~ ---2^01' --0^22 "* 2^02? • • • - ^ 0 ^ 2 ^ I2a0n 

-*-oan\ Jn^oi? 1 o a ^ 2 w$fl2? * * * IO^ww J^nat)n 

možno rozšířiti na determinant stupně w + 1, a sice bude 

P 0, o, O O o 
P l ? ^0^11 P l ^ O l ? • •* P o ^ l * P\aQk, . . • P 0Cíln P\aOn 

PVy ' O arl PvaQl7 • • • Poav* Pv<*Qty • . • Poa
Vn Pv

a(n 

V tomto determinantu přičteme násobky prvního sloupce 
k ostatním, a sice ke sloupci k + 1 první sloupec násobený t70*: 

p2n+l 

-?«. « 0 1 Po, • • • ̂ 0**07 • . . aonľ0 

P2W + 1 Л, fliгЧ); • • • a i * I o ? ' * • a i и X o 
' 0 

i5,, 
z/ 

i5,, av\-^Q) * * * av*Po> ' * * UvП^o 

П, ^01? ^02? * • • aüП 

Pг, aHJ t ř12? • • • ain 

P« a21J a<12ì • * * a2n 
Ţ>n 

-* o* 

r«, anц an<iy • » « ann 

Očividn jesl t 

Ą «01 « 0 2 . . . a QП a00 aqì a02 . . . aQП 

P, an « U . . . a \n a10 aлx aì2 . . . aíП 

P3 a21 «22 

#И2 

. . . ü^n 

• • * Яяn Jn an\ 

«22 

#И2 

. . . ü^n 

• • * Яяn aПQ aщ a 
И2 • * * ^иn 

= Л (1) 



a tedy zní předchozí výsledek 
p-»+i 

= ЛP: 

čili 

Л=

PП0+1

 =

 Ъ ( ^ * - - - - * » \ 
Л Э (-,. яa . . . г„)' 

(2) 

Transformovaný integrál bude tedy zníti 

C P r „ . , . * 9 'de, de2 . . . dzn J =ff • • • A^r1 -r1 • • • -r -J-rz—• 
kde s = s0 -f s. 4- sa + , , , -f sB; a veškery integrace jdou 
od nully do nekonečna. 

Nahradíme-li v rovnici (1) výrazy Pv hodnotami P0zVJ 

obdržíme 

= A, 

a znamenáme-li AVQ subdeterminanty prvního slupce, t. j . 

1 ö 0 1 a0 2 . . . aQП 

* 1 
Í 7 , , a 1 2 . • tt^n 

* 2 ß 2 1 a 2 2 . * a2n 

Zn ŰГtil a„2 . • . ßиw 

a22 . 

* w ' ( ) И 

. aln 

. a2W 

# n бř: nľ 

ЛП2 

= 2 Av z« = 1, 
v—o 

bude 

p . = 

(3) 

(4) 
.2, .Л.ro £,, 

Z této rovnice plyne, že pro veškera zv ^ 0 jest 27 ^ y 0 £„ 
o 

^ 0 a to vyžaduje, aby veškera ArQ byla kladná; neboť kdyby 
některá Ar0 byla záporná, mohli bychom zvoliti za příslušná zv 

hodnoty kladné, za ostatní klásti nullu, a pak by výraz P0 byl 
záporný pro body uvnitř oboru SI, což vyloučeno; bude tedy 

Av0 > O (v = O, 1, 2, . . . n). (4') 
1* 



.Pomocí výrazu (4) přejde poslední tvar integrálu J na 

T As_x r r r z\ z2 • * • * n
 azi az* • • * °^n 

_ J J % J (A00-\-Aío81+A20z2 + ...+An0ZnY 
0 0 o 

(5) 
Tu užijeme známého vzorce 

ar 

ŕ e - "* ж ' - 1 ãx = 
Г(s) 

us 

pro M = .2: Av0 zv7 a obdržíme na místo (5) po obrácení integraS-
0 

ního pořadu: 

00 Ob 00 

^ g - J = fa?-* dxf. . .fe-*SA">" *;»-'. . . z*"-1 dg,... dzn 

O 0 0 

00 00 

— je-^xř-1 dx f e-Ai°*zi «J-- 1 dgx 

O \) 

00 co 

. y>-.o«. /jS-» ̂  . # .fe---o«* /»-• *,., 
O O 

^ A'1 A*' A*n 

o -A 1 0 -A2n • • • --iM0 

Ježto 8 — 8! — 82 — . . . — sn = 80, má pravá strana 
hodnotu 

r(So) r(Sl) r(S2)... r(sn) 
As° ASl A82 ASn 

^ 0 0 -^-10 -^-20 • • • ^ n 0 

a tedy máme vzorec výslední 

j i . . . / i V Pí • • • Pn dxt dx2 . . . rite„ 

_ r(s0) r(Sl)... r(sn) 4 « Q + « - + - • • + * - * 
_ r ( 5 0 + 8, + • • . + Sn) A°0 A>* A>n l } 

^ o o ^ 1 0 • • • -^-no 



Integrační podmínky znějí: 

Pv = av0 + avlxx + av2x2 + . . . + avnxn ^ O (v = O,1, 2, . . . n), 

i má jimi stanovený obor býti konečný; A značí determinant 
koefficientů a Av0 jsou subdeterminanty jeho prvního sloupce. 

Jako vedlejší výsledek poznamenejme, že, je-li obor defi­
novaný nerovnostmi 

P 0 ^ O, Px ^ O, . . . Pn ^ O 

konečný, a je-li při tom determinant |a.J O*," v = O, 1, . . . n) 
kladný, budou též subdeterminanty Ar0 jeho prvního sloupce 
veličiny kladné. 

Zvolíme-li sQ = sv = s2 = . . . = sn = 1, přejde integrál 
(I) na 

f f . . . i dx1 dx2 . . . dxn) 

což jest polydimensionální obsah oboru SI, a výsledek zní 

* = ÍiA A A~ A~- ( I I ) 

ni <a00 <a10 JI20 . . . j i n o 

Pro n = 2 máme odtud známý vzorec pro plochu troj­
úhelníka, jehož strany mají v pravoúhlé soustavě souřadnic rovnice 

-Po = «o« + %& + ao*y = O-
-Pí = aio + <hix + ai*y = o, 
P2 = a2 0 + a 2 1# + a22y = O, 

při čemž 

A = » 1 П « 1 

^20 Ы 2 1 aQ1 a0 

Pro n = 3 podává (II) krychlový obsah čtyřstěnu, jehož 
stěny mají v pravoúhlé soustavě souřadnic rovnice 

Pv == av0 + avlx + a^y + av3z = 0 (v=0, 1, 2, 3). 
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