Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Vilém Jung
Poznamka k theorii kfivek 2. fadu

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 38 (1909), No. 1, 65--75

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123484

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1909

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123484
http://project.dml.cz

Piiloha k éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Poznamka k theorii kiivek 2. radu.

Pro studujici napsal Vilém Jung.

1. Projektivné vlastnosti kiivek 2. ¥ddu, jakoZto vytvord
dvou projektivnych svazki paprskovych, lezicich ve spoletné
roving, vyjadfuji se v riznych formdch. ‘

Jednou z nich jest na pf. Pascal-iv theorém o festithel-
niku vepsaném do kiivky 2. fddu.

Obr. 1.

Transformaci tohoto theorému dospéjeme k jisté involutorni
vlastnosti kiivek 2. tddu, které se dd vyhradné& uziti pii riznych
konstrukeich. Mimo to lze této vlastnosti uziti jako spoletného
vychodiska k jednoduchému odvozeni analytickych vyrazi pro
viechny tii druhy ktivek 2. f4du v jistych parallelnich soustavich
soufadniénich.

Zvolme na ktivce K (obr. 1.) dva body a, a’; teény v nich
budtez, A = a'a, A’ = a''a’, pt temz oznatujeme bod sou-
mezny s bodem « symbolem 'a, bod soumezny s bodem a’
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symholem 'a’. Prisetik p téchto teten jest pélem tétivy aa’;
vedme jim libovolnou p¥imku P.

Pozorujme Sestithelnik @ 'ama’'a’n do kfivky K vepsany;
prisetfky jeho protéjsich stran pla'a, o’'a’], 1['am, a'n],
2[ma’, na) lezi na pimee P.

Jezto 1 =my = n,y, 2 = n, = m,, vzmkne na piimce P
obytejnd, bodov4 involuce.

Mdme tedy vétu: Promitnutim kfivky 2. fddu ze dvou jeji
bodl a, ¢’ na pfimku P prochdzejici, plem p tétivy aa’, vznikne
obytejnd bodovd involuce *).

*) Analytickym vjrazem jedno-jednoznaéné souvislosti ¢ili projektivnosti
dvou soumistnych Fad bodovych jest bilinedrni rovnice
ax1x2+bx1+cx2+d:0, (])
kde jsou soudinitelé a, b, ¢, d &isla konetnd od nully se lisici; pfi tom
znadi xy, x, vzddlenosti sdruzenych bodd x,, x5 od uréitého bodu o na
primce P, tedy ox; =xy, ox3 =x3.
Je-li ad — chO, priraduji se rovnici (1) k proménnym hodnotdm
x, taktéz proménné hodnoty x,.
Budtez x,, x3 & y,, o dva piry sdruzenych bod& projektivného
vztahu, vyjddieného rovnici (1).
Je-li b> ¢ a zvolime-li bod -, v bodé x,, nepadne bod y, do bodu
Xx,; rovnice (1) vyjadfuje v tom pripadé obycejny vitah projektivny. Je-li
viak b —=c¢, jest rovnice (1) viiéi proménnym x, a x, soumérnou a lze ji
psiti ve tvaru :
ax,xg 4 b(x, + x3) -+ d=0. 2)
Lezi-li bod y; v bodé x,, lezi bod y v bodé x,; rovnice (2) vy-
Jjadruje involutorni projektivnost bodovou na pkimce P.
Jeli x; = xy=¢, nazyvdme piisludny bod piimky P samodruinym
¢ili dvojny*m bodem involuce bodové.
K stanoven{ jeho médme rovnici
aé? 4 2b¢ 4 d =0, 3)
z niz plyne
_ —b+Vb? —ad
&= —_—
M4 tedy obycejnd involuce bodovd dva dvojné body.
Je-li 62 —ad >0, jsou dvojné body rediné rigné, involuce jest
hyperbolickou.
Jeli b2 —ad—o, stoto;qu se oba dvojné body, involuce jest para-
bolickou. '
Je-li b2 —ad <0, jsou oba dvojné body x'magina’rm’, involuce jest
elliptickou.
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Je-li au||P (obr. 2., 3., 4.), dostaneme centrum o této
involuce, promitneme-li bod » kfivky K z bodu o’ na pfimku P.
Dvojnymi body této involuce jsou oba prisetiky b a &’
piimky P s kiivkou K.
- Jsou-li tyto body redlné rizné (obr. 2.), lezf kterékoliv
dva sdruZené body m, a m, na téfe strané involu¢niho centra o;
soutin usetek om, a om, jest kladny a plati tu

omy . omg = 0b? = 0b’%; (L)
involuce jest hyperbolickou.

Bod sdruzeny s ubéinym bodem piimky P nazyvd se centrem invo-
luce. Polozime-li v rovnici (2) limxy, — o, dostaneme pro tseéku centra
involu¢niho

) b

X, ”— —.
1 a

Prelozime-li poddtek o do tohoto centra, musi jeho tisecka rovnati se nulle
a tedy

b—=C.
Y/ rovnice' (2) pak plyne 4
X1Xy = — 3 i )
pro tsecky dvojnych bodd pak dostaneme z rovnice (3)
2= — 3—,
a
tak Ze lze rovmici (4) psdti ve tvaru
xqxg — £2. (%)

Jsou-li a, d znameni souhlasného, jest involuce elliptickou; jsou-li
znameni nesouhlasnych, jest involuce hyperbolickou; je-li d —0, jest invo-
luce parabolickou.

Prelozme poditek o do jednoho z dvojnych bodd, predpoklddajice,
ze jsou rizné redlné; v tom pripadé musi miti rovnice (3) jeden koren
nullovy, proto d — 0.

Rovnice (2) md pak tvar

axyxg + b(x; 4+ ) = 0. . (6)
Druhy dvojny bod mé usecku
2b
===
a

Je-li a — 0, jest tento dvojny bod uibéznym bodem primky P.
Z rovnice (6) pak plyne
Xy T — Xg (7)
coz znaédi bodovou soumérnost na primce P; jejim stfedem jest dvojny bod
v koneénu. '

5‘
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Dotyké-li se piimka P kiivky K v bodé &' (obr. 3.), tak
e P=A', jest b= =o0=da"; tento bod jest sdruzen
8 kterymkoliv bodem m, této p¥imky, involuce jest parabolickou.

Obr. 2.

Neprotind-li pifmka P kiivku X, jsou dvojné body ima-
gindrni (obr. 4.); kterékoliv dva sdruZené body m, a m, leZf

+ Qbr. 8.

na ridenjch strandch involutniho centra o. Soutin délek om; a
om, jest zdporny a plati tu

oy . omy = b, . 9By = — b} = — 0B}, @)
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jsou-li b, a b, ty dva sdruzené body, jeZ jsou od involutniho
centra stejné vzddleny, leZice na jeho rliznych strandch. Je-li
involuéni centrum a tedy také jeden dvojny bod v nekoneénu,
piejde involuce v soumérnost, jejimz stiedem jest dvojny bod
v koneénu. To na p¥. nastane, je-li K parabolou a piimka P
jejim pramérem (|| s osou paraboly), aneb je-li K hyperbolou
a piimka P rovnobéznd s nékterou jeji asymptotou.

Obr. 4.

2. Budtez ad’ a bb' sdruzenymi praméry ellipsy (obr. 5.),
jez zvolime za osy &, Y soustavy parallelnich soufadnic z, y.

Budiz

a’'o =oa=a, b'o = ob =b;

|| ob, op =z, pm=1y.
_ Promitneme-li bod m kiivky K z krajnich bod& priméru
a’a do priméru b'b, dostaneme jeden par sdruZenyeh bodd i,
m, involuce na ose Y, jejimiz dvojnymi body jsou krajni body
b a b’ sdruzeného priméru.

Dle rovnice (1) plati

om, . om, == b%
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Z obr. b, patrno, Ze

om,
ﬁ_
o
pm
Jest tedy

0a L a
= —, z tehoz om;, = —— v,
pa a—2x
a’o —— a
— =—, 2z tehoz om, = -——y.
a’p a+tx
2
a
2 — B2
PR R 5%

¢ili
aneb

a%y? = a%%h? — b%2?,

z* oyt
. E‘g“'l‘"ljf—l;

Obr. 5.

(4)

jakozto rovnice ellipsy, vztaZené na sdruzené priméry. Posi-
neme-li osu Y rovnobézn& do bodu @, po piipadé do bodu a’,
musfme v rovnici (3) misto x psdti # 4 «, po piipadé z — a,
¢imz dostaneme rovnici

2 2
y'-’:—?—l;—x——g;x’,

®)
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po piipadé
o 5 b2 b,
y:="h a x— el x°, {6)
jakoZzto rovnici ellipsy, vztazené na primér a tetnu v nékterém
jeho krajnim bodé, jakoZto osy soufadné.
3. Budtez X, Y sdruZené priméry hyperboly (obr. 6.),
jejimiz asymptotami jsou pi¥imky @ a @'.

Obr. 6.

Nechf primér X protind hyperbolu v redlnych bodech
a, ’. Primér Y neprotind hyperbolu v redlnych bodech a jest
rovnob&zny s tetnami A. 4’, jez se dotykaji hyperboly v bodech
a, a'. Prisetiky téchto teten s asymptotami jsou vrcholy rov-
nobézniku, jehoz dvé prot&jsi strany lezi na tetndch 4, 4" a
druhé dvé protdjsi strany jsou rovnobézné s primérem X. Pri-
setfky téchto stran s primérem Y jsou body 5, a b,.
Budiz
do=oa=a, bo=ob, =1,
p—’n”;’—b_m ;1;:37; pm=y.
Promitneme-li hod m hyperboly z krajnich bodd priméru
ag’ do priméru Y, dostaneme jeden pér m,, m, sdruzenych
bodit elliptické involuce, jejim% centrem jest bod o. Promitne-
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me-li néktery z obou ibéznych bodd hyperboly z bodu a, o’
do osy Y, dostaneme pdr sdruzenych bodid b,, b,, jeZ jsou od
centra o stejné vzdileny.

Dle rovnice (2) tu plati

—_— 2
om, .om, =— — b

7 obr. 6. patrno, Ze

.1%2 :%, z tehoz om, = —xia Y,
om, __ a'o . — a
—_ == > 0 = — 1.
o e z tehoz om, x—{—ay
Jest tedy '
a'.'
B
&ili
a”y"’ — b22 — a”bg, . (1)
aneb
x'[ yQ
b

jakoZto rovnice hyperboly, vztaZené na sdruZené priméry. Io-
Sineme-li soufadnou osu Y rovnobé&iné do bodu a, po piipadé
do bodu a’, musime v rovnici (7) misto z psiti 4 a, po pii-
padé z — a, timZz dostaneme rovnici
2 2 .

=22t Lo ©)

po pifpadé
2

b2 bt
y“:——?-a—x ﬂ-?x‘, (10)
jakoZto rovnici Ayperboly, vztaZené na primér a tetnu v né-

kterém jeho krajnim bodé, jakozto osy soufadné.

4. Zvolme ddle asymptoty hyperboly za osy soufadné
X, Y (obr. 7). Budiz <t (X, Y) = 2e; je-li P redlnou osou
hyperboly, plati

<X, P=<(PY) =u0.
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Prisetiky «, a' piimky P s hyperbolou jsou jeji vrcholy;
polozme .

ao =o0a=a

~

i jest pak
— oa
oc=—c¢c—
CO0S «

linedrni vystiednost hyperboly.

Obr. 7.

Promitneme-li bod 2 hyperboly z jeji abéZnych bodi do
piimky P, dostaneme jeden pdr m,, m, sdruzenjych bodd invo-
luce, jejimiz dvojnymi body jsou vrcholy a, o’ hyperholy; pii
tom jest mm, || X, mm, || Y.

Pro tuto involuci plati relace

om, . om, = oa® = aZ.
Ddle budiz
E’Tn”K b—]-’:x} ﬁ:y'
Z obr. 7. patrno, Ze '
om, = 20p . cos « = 2z ¢os a,
om, = 20q . cos « = Spm . cos @ = 2y cos .
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Jest tedy
2% cos a . 2y cos @ = a¥,
¢ili
oy — _1. __a__~ 2_ c2
Yy=73 (cosa()_ 4’

jakoZto rovnice hyperboly, vztaZené na jeji asymptoty jakozto
osy soufadné.

5. Budiz X primér prochdzejicf bodem o paraboly (obr. 8.)
a Y jeji tetna v tomto bods.

Obr. 8.

Zvolme dva body a, o’ paraboly tak. aby a’«||Y. Pro-
mitneme-li z bodé «, a’ body paraboly do priméru X, dosta-
neme involuci, jejiz jeden dvojny bod lezi v bodé o a druhy
i 8 involuénim centrem lez{ v béZném bodé priméru X, tak
ze involuce tu piejde v soumérnost.

Pro tento piipad plati

M0 = 0Ny == U.
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Déle budiz
m||da|| Y, og ==, ga=1y,, op =z, pm =y.
Z obr. 8. vysvitd, Ze

mP_Md gy TS YD gengy = BY
pm qa Y Y ¥y—U
Py T v—2 =ﬁ_‘_‘_ﬁ“, z tehoZz u = Wy F %Y
pm a'q Y Y Y+

Srovndnim obou vyrazi pro w dostaneme rovnici

yt o _ 2y oy
y—y: Y, — 2y
z niz plyne ‘
| — Yy
) Y - Yy z Y
Jest tedy -
y? = 2px (12)
rovnici paraboly, vztaZené na pramér a tetnu v jeho krajnim
bodé jakozto osy soufadné.

Pozndmka. Rovnice (5) a (6) ellipsy, (9) a (10) hyperboly

a rovnice (12) paraboly maji spoletnou formu .

y? = 2px + qx°. (13)
@) Je-li p = 0, znali rovnice (13) vlastni kfivku 2. Fidu,

vztazenou na primér a tetnu v jednom z jeho krajnich bodit
redlnych, jakoZto osy soufadné.

Je-li ¢ < 0, znatfrovnice (13) ellipsu; je-li ¢ = 0, znalf
parabolu; je-li ¢ > 0, znali hyperbolu.

B) Je-li p =0, znali rovnice (13) nevliastni tili degene-
rovanou kiivku 2. fédu a to: )

1. pro ¢ == 0 dvé redlné riené piimky, prochdzejici po-
titkem o;

2, pro ¢ = 0 dvé redlné stotoZnéné ptimky, spadajici do
soufadné osy .\;

3. pro q < 0 dvé imagindrni piimky, jichZ redlny pri-
setik lezf v potdtku soutadnic.
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