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O jednoduchém stanovení určitého integrálu 
omezeného. 

Sdílí M. Lerch v Brně. 
Integrál 
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J = ГJ20_pĄ_ă 
J a — Ъ sгn1 џ> 

kterým se zabývali pp. G. Huber (Monatsh. XVI, str. 141) a 
A. Pleskot (Časop. XXXVIII, str. 427), se velmi jednoduše 
stanoví, zavede-li se dvojnásobný úhel ve jmenovateli, t . j . 
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Г log sin ф , 
J=J ь . ъ „ d(p' 

--r + ~2 c o s 2(P 

a při tom se přiměřeně zobecní. 
Vzpomeneme-li známých řad platných při 

| r ' | < 1, | H < 1, 

1 — 2r cos 2<jp + r2 
— = 1 + 2 2 rm cos 2m% (1) 

— 20 cos z<p -f- o-j = — Zí -
3 

a okolnosti, že 

Z0# (ï — 2ø 00s 2<p + o2) = — 2 2 — 00s 2wф, (2) 
i w 

iL O př i .w ^ w, 

/ cos 2mq> . cos 2tt<p dq> = — př i ni = w 
o ^ 

obdržíme, násobivše vzorce (1) a (2) a integrujíce součin vůči 

<3P0d<p = 0 d o < p = -^-: 

тt 

y O - r>)log g - » M | . + ,•) «, = , _ 
^ 1 — 2 r 00s 2<p + r2 

1 



poněvadž v právo se při našem postupu objeví řada 
rmQm 

— тi X = тi loq (1 — ro). 
i m u v w 

Mimo to plyne z (1) přímo 
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т 
Г l - r * > 

J 1 — 2r cos 2Ф + r2 й ф — 2r cos 2<p 4- r 2 y ~~ 2 ' K J 

u 

Ye vzorci (3) je možný přechod ke krajnímu případu Q = 1: 
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F(l — r 2)Z0#(4 srn2 9?) . 7 „ 
/ ^ ^ - — - ^ — i — i r dw = jt log (1 — r). 

J 1 — 2r cos 2<p 4- r 2 y * v ' 
2r c0s 2<p -f- r 2 

Z posledních dvou rovnic plyne 
7Г 

2 

Г (1 — r 2 ) /0g sгn2 ф <íф . , o 

/ ÏГ~—,5 Г—ÏГ = n lo9 0- — r) — тi log 2, 

J 1 — 2r cos 2Ф 4- r 2 **v 
2r cøs 2<p + r 

n 
a píše-li se tu r = , po krátké redukci: 

/
Z0<7 sin qp í7qp n , m -\- n 

l^š + wa + 2ww cos 2<p — 2 (w a ^ = : ^ 2 ) °9~2m~~' 
o 

Položme 
ш 3 + n 2 = a - ; 2wш = - -, 

T , 2 m n = - g 

tedy . 
i;; -f- n = \ay m — n = \a — b, 

2w = \Ja~+ \ja — b, m2 — n 2 = \fá V« — &> 
tak že pravá strana bude zníti 

* 7 1 

log 
2 „ V T - 1 L l + \ / l - ± 

v a ' v a 
Tím vychází hledaný vzorec 

Z0<7 s i n qp <í<jp 

jŢГ. 

2 

Г]og_i 
J a — 

.h.(i+Vi-"X) 
b sm 2 <p 2a \ / j 

•• V or. 



Výtka, kterou v úvodě ke svému článku činí p. kol. Pleskot, 
spočívá dle mého pochopení v nedorozumění; p. Huber chtěl 
říci pouze tolik, že integrace v zakončené formě elementárně 
se v tomto případě zdaří jen při zvláštních hodnotách mezí; 
kdyby na př. hoření mez integrační byla libovolná, vedl by 
integrál k transcendentám složitějším. 

Co se tkne rozeznávání různých případů, doporučuje se na­
hraditi zastaralý způsob p. Huberňv modernější methodou řezů. 

Položme 
h_ _ 
a 

a nahradíme (5) vzorcem rovnomocným 

I log sin cp __ _5_ iog(i + \Ji —u) _ 
— u sirí2 cp ^ 2 \Jl — u " 

Při našem postupu bylo předpokládáno a > b, a > O, 
tedy zejména O < u < 1. Vložíme-li za n komplexní hodnoty, 
postrádá integrál významu pouze pro hodnoty, u kladné, reálné 
a větší než 1; vede-li se tedy v rovině (u) řez podél osy reálné 
od u = 1 do u = + co, bude v rozkrojené tak rovině levá 
strana (5*) synektickou funkcí u. Odmocnina 

V r = ^ 
je podél intervallu (0 . . . 1) kladnou, a výraz 

log (1-f \ll~^u) 
rovněž kladný a reálný. 

Reálná část odmocniny Vl — u vymizí pouze na řezu a 
tedy v rozkrojené rovině nemění svého znamení, které je kladné; 
veličina 

1 + \T^7 
má tedy reálnou část kladnou a její logarithmus znamená hlavní 
větev funkce logarithmické. 

Obě strany rovnice (5*) jsou synektické v rozkrojené rovině 
a splývají podél mezery (0 . . . 1); jsou tedy v celém oboru (u) 
sobě rovny. 



Na konec budiž mi dovoleno reprodukovati přímé odvození, 
které nacházím mezi svými zápisky z doby, kdy mi p. Huber 
svoji práci zaslal, kteréžto odvození má jistou podobnost 
s methodou p. Pleskotá a melo mi sloužiti za thema v mathe-
matickém semináři za mého pobytu ve Fryburku. 

Daný integrál píši ve tvaru 
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- Г log cos w , 1 Г log sec* w _ 
J = ^т \—ãw= — ----/ - - \— dcp, 

J a — Ъ cos1 <p 2 J a —- Ъ cos* w n 

a položím x= tg y] vyjde 

_ Г log (1 + æ2) 
- 2 J _ = f - ^ -

J a — đx 
b + ax2 

u 

a předpokládá se a > b, a > 0. V posledním integrálu kladu 
x = 0 \Ju, při čemž 

a — b 1 b 
a a ' 

i bude 

J aV.*(l + *!*) 
O 

tak že součin 

*W=-2aVZj=f W+jpL-aM 
o 

závisí toliko na w. Jeho derivace jest 

Ф 

0 0 

ж2 đæ 
(1 + жł) (1 + мж2) 

a určí ge rozkladem v část. zlomky 
x__ —___( _A 1 \ 

(1 + xa) (1 + «„2) ~~ 1 — M\í + M„~a 1 + „2J' 
tedy 

o o ' 

_ i r__ i «_] 
—i-«L- -y„ 2} 



t. j . Ф ' ( M ) - - ^ я 

2Vfi (1 + VM) ' 
při tom jest 0 (0) = O a tedy po substituci u = v'2: 

_, N F dw l1 áv 

• W = V ivr(i+V5)=Vi+". 
= 7T Z0/7 (1 + V) = i? fogr ( l + V^"). 

Vzorec tak získaný 

f l O 9 ? + ™'>dx = «lo0(l + W) (6) 
O 

dává hledaný výsledek 

j r _ _ n l°9 (! + V "̂) tt = 1 _ _L 
2a V" ' a ' 

Rovnice (6) platí pro komplexní u v rovině opatřené řezem 
podél reálné osy od u = —- 00 do ti = 0. 

Položí-li se ti do nekonečné blízkosti řezu n a w z : — v + si 
(s kladné a malé); bude ocl x = \Jv počínaje 

log(l + ux*2) = log(vx* — 1) + ni 

a rovnice (6) poskytne 

řlogll — vx'2 I , . . r dx 
J 1 + ^ - dx + "* J T+* 5 " 0 __L 

\/7 

= 7T log (l + i V*> ) = n [log \Jl + v + i are řgr Vv ] 
a tedy 

r log I 1 - ra- 1 .T 
•/ 1 + x* = "2" Í 0 ^ ( + V ) ; ( 7 ) 

o 

kde v > 0, a I 1 — TO2 | značí prostý obnos veličiny 1 — twc? 
Tu však levá strana nemá tvar funkce analytické a proto 
x 

píši — za x} i nacházím 
\lu 

/^ly-f .to='?-^--— (8) 
J v + # 2 2 V*> 
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čili též 
flog | 1 — x 1 da? log (1 + v) .„* 

J » + * W Ví" " 
Vzorec ten je zajímavý vzhledem ke známým výsledkům o roz­
vinování integrálů tvaru 

ff(x)dx 
J X — u 
a 

v řetězové zlomky, an poskytuje příklad funkce, kterou nelze 
rozvinouti dle záporných celých mocnin ani ve smyslu asympto­
tickém. 

Vzorec (8*) platí v rovině (v) opatřené řezem podél zá­
porné části osy reálné. Položme v = ui, u > O; pak bude 

log(l -\~ v) = log\jl -f- u1 + i are tg u, 

l^±*)=l [ % V r + ^ + are tg n 
\v \2u 

-f- i (are tg u — log\Jl-\-uí2)~\, 
levá strana (8*) bude zníti 

/
log I 1 — x I . /— 7 . rlog I I — x . dx 

u1 4- z 2 v t/ ua -4- # 2 V -r + a.2 v- - j u* + x* y/'x 
\J o * 

a porovnáme-li výsledky, máme 
00 

/°y+~**'v* ** = vir ( % v r + 1 ? + a r c " M) (9) 

Я^^è=5ет(-*VП---«*.). ao, 
«^2 + s 2 v« V ^ 

•ci (7) kladmi 

2, 3, . , . ; poněvadž 

Ve vzorci (7) kladme v = —5, a sečtěme výsledky pro m = 1, 

* 7 ; u^xP- 7 sin uxn 
2, logll o- \ = loq\ 

m=i I mz I .uxn 
Sin un Z 7 / 1 1 w < i \ 7 A 

B І ; ° Ҷ I + ^ ) = ^ - Ш 



při označení 
Sin un = sin hyp uit} 

vyjde 
co 

flog\ sгn uxn 
uxn 

o i 

đx n 7 Sin un 
T+x*=-2l0g-^Г-> M > 0 -

Avšak 
co oo 

/
7 dx ~ r dx n 

o o 

a tedy máme 

/
log | sin uxn | .. n , eu — e~u _... 

1 + , - **=Tl09--—, (ID 
O 

kterýžto vzorec možno rozmanitým způsobem přetvořiti. 

Příspěvek ku plochám šroubovým. 
Napsal prof. Bedřich Procházka. 

Ve článku: „Ein Beitrag zur Schattenlehre" *) odvodil 
jsem, že orthogonálný průmět křivky vlastního stínu uzavřené 
šikmé plochy šroubové při ose kolmé k průmětně a při geo-
metrálném osvětlení lze sestrojiti jakožto průmět průsečnice 
plochy kuželové s jednoplochým hyperboloidem. Tamtéž zabýval 
jsem se na základě téhož názoru také sestrojením tečny téže 
křivky. V tomto článku ukáži, že touž cestou s pomocí zásad 
geometrie kinematické lze dospěti k jejímu středu křivosti. 

Úlohou touto zabýval se již prof. Dr. Ch. Wiener **). 
avšak jenom pro její bod dvojný jednoduchý a dvojný bod do­
tyčný, nesestrojoval však poloměr křivosti v libovolném bodě 
této křivky. 

1. Za tím účelem dejme známé konstrukci orthogonálného 
průmětu křivky vlastního stínu uzavřené šikmé plochy šroubové 

*) Hoppe, Archiv für Mathematik und Physik, 2. díl. 1885. Str.' 101. 
**) Dr. Christian Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. IL díl, 

str, 504 a 506. 
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