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0 jednoduchém stanoveni urcitého integralu
- ‘omezeného.
Sdili M. Lerch v Brné.
Integrél

)

* log sing

o a—>bsin?gp

kterym se zabyvali pp. G. Huber (Monatsh. XVI, str. 141) a

A. Pleskot (Casop. XXXVIII, str. 427), se velmi jednoduse

stanovi, zavede-li se dvojndsobny tuhel ve jmenovateli, t. j.

J =

P,

z
J—= j log sin ¢ do,
o a— 2 + b cos 2¢
2 2
a pii tom se pfim@iend zobecni.
Vzpomeneme-li znimych fad platnych pii
17l <1, |el<t,

= ?"100—; ;; T =142 l;‘er’” cos 2me, (1)
log (1 — 2 cos 2 + ¢ = — 2 5 ﬁn- cos 2ng,  (2)
a okolnosti, Ze o
= 0 pii.m = n,

f cos 2me . cos 2nep dep = %pii m :‘n,

o

obdrzime, ndsobivie vzorce (1) a (2) a integrujice soutin vidi

9o0d p=0 dog;.:%:

nl§

(L —7%log (1 — 20 cos 29 + 0¥ dep __ _
0/‘ T— % cos % + 7 =alog(l —re) (3)
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ponévadZ v pravo se pfi nafem postupu objevi fada

© pmgm

—nz

=alog (1 — ro).

Mimo to plyne z (1) p¥imo

T

1 — »2 : P

1 — 27 cos 2¢ + r? d(p:_2—' )

o
Ve vzorci (3) je mozny prechod ke krajnimu piipadu ¢ = 1:
T
: 1 — %) log (4 sin® @) d
1—2rcos2p 72 9

nlog (1 — 7).

Z poslednich dvou rovnic plyne
a .

f(l — r¥) log sin® @ dop

1 — 2r cos 2¢ + »* =malog(l —r) — =log 2,

o}

a pife-li se tu r = —%, po kritké redukei:
z
f log sin @ do — 7 log m n
m?% 4 n? 4 2mn cos 2p ~ 2(m?— n?) 2m
Polozme .
m? +n*=a— o5 2mn = L
_ tedy

m-{—n:\/aj m——n:\/a—b,
om=\a+Va—0b, m*—nt=V\a\a—0,

tak Ze pravd strana bude zniti

L

————— g /
V1—;- 1+\1——
Tim vychézi hledany vzorec
flogsmq:dq:_ ﬂlog(1+\/1—~—)

a—bsin®e 2
VieZ

®)
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Vytka, kterou v ivodé ke svému ¢ldnku ¢inf p. kol. Pleskot,
spotivi dle mého pochopeni v nedorozuméni; p. Huber chtél
ifei pouze tolik, Ze integrace v zakonlené formé elementirné
se v tomto pi{padé zdaif jen pii zvlditnich hodnotdch mezi;
kdyby na pf. hofeni mez integratni byla libovolnd, vedl by
integrdl k transcendentdm slozit&jsim.

Co se tkne rozeznavini riiznych piipadd, doporucu]e se na-
hraditi zastaraly zpasob p. Huberiiv modernéjsi methodou fezii.

Polozme
b
_— U

a

a nahradme (5) vzorcem rovnomocnym

k4

j logsingo__d __lz_log(l—{-\/l—-u)
I—usinfg ¥ 2 Vi—u )

(6%

Pri nafem postupu bylo piedpokldidéno e« = b, a =0,
tedy zejména 0 << u << 1. VloZime-li za » komplexni hodnoty,
postrddd integrdl vyznamu pouze pro hodnoty.« kladné, redlné
a vét8i nez 1; vede-li se tedy v rovin® (u) ez podél osy redlné
od =1 do = -+ o, bude v rozkrojené tak roving¢ levd
strana (5*) synektickou funkei «. Odmocnina

VIi—w
je podél intervallu (0 ... 1) kladnou, a vyraz
log (1 4+V1—wu)

rovnéz kladny a redlny. .

Redlnd tdst odmocniny V1 — w vymizi pouze na fezu a
tedy v rozkrojené roving nemeéni svého znameni, které je kiadné;
velitina

1+Vi—u
m4 tedy redlnou ¢dst kladnou a jeji logarithmus znamend hlavnf
vétev funkce logarithmické.

Obé strany rovnice (5*) jsou synektické v rozkrojené roviné
a splyvaji podél mezery (0...1); jsou tedy v celém oboru (u)
sobé rovny. .

1*



Na konec budiZz mi dovoleno reprodukovati pfimé odvozeni,
které nachdzim mezi svymi zdpisky z doby, kdy mi p. Huber
svoji prdei zaslal, kteréito odvozeni md jistou podobnost
s methodou p. Pleskota a mélo mi slouZiti za thema v mathe-
matickém semindfi za mého pobytu ve Fryburku.

Dany integrél pi§i ve tvaru

logeosp ., 1 log sect @
J= f —beos d¢__23/‘ —bcos“q:d‘p’
a poloiim z=tg ¢; vyjde

__ [ log(1 4 2%
—2J_-/a—b+a 7 dz

a pfedpoklddd se @ > b, a > 0. V poslednim integrdlu kladu
=2 \/u, pti temz

"= :1---2—
a

’

i bude

log (1 + uz?)
— 9] = ——— dz,
f aVu(l 4 22)
tak Ze soudin

. — 2 log (1 + uz?)
D) =—2a\uJ= 1T 2 dz

zdvisi toliko na w. Jeho derivace jest

z2% dz
1+ 21 + uz?

a urii se rozkladem v &dst. zlomky

D (u) =

x? 1 1 1
A4+ 2HA 4+ wx® —1= u(l dux® 14 x“)’

N | r dx rodx
q)(u)_l——u{ 1+ ux® l—I-z“’}

— 1 [~ 1 a
—1'—u Vru 20

tedy




t Je D' (u) = B —
) ) 2Vu (1 4 Vu) '’
pii tom jest @(0) == 0 a tedy po substituci v — v?:
du dv
D(u) == — — = e
==/ sty =) 1+
=nlog(l 4 v) = zlog (1 + Vu).

Vzorec tak ziskany

log (1 4 uz? _ —_

f e de = log (14 Vu) ©)
ddvd hledany vysledek

J = — ﬂloggty_u)’ =1 — —b—

2a \u
Rovnice (6) plati pro komplexni » v roving opatiené fezem
podél redlné osy od u == — o do u = 0.
Polozi-li se # do nekonetné blizkosti fezu nauw — — v -+ &

(¢ kladné a malé), bude od 2= \/v potinaje
log(1 + wz?) = log (vz? — 1) + =z
a rovnice (6) poskytne

0Dlogv|1—
R e [t
\,v
=nlog(1 4 iVv) == [log\T + v + i arctg\lv ]
a tedy
Flog |1 — va? |
gl_‘[—]—x" dx:%loy(l-{—'v), )

kde v > 0, a | 1 -— vz? | znali prosty obmos velitiny 1 — vz?
Tu v8ak levd strana nemd tvar funkce analytické a proto
pisi V—_ za x, i nachdzim
Plog|1—a| 7 log (L + v)
v + z% dz = —2— Vv (8)
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¢ili téz .
log|1—z| de __ log(l—l—v)
ootz Voo Vo
Vzorec ten je zajimavy vzhledem ke znémym vysledkim o roz-
vinovdni integrdli tvaru

(8%)

bf(:z:) dx

xr — u

v fetézové zlomky, an poskytuje pifklad funkce, kterou nelze
rozvinouti dle zdpornych celych mocnin ani ve smyslu asympto-
tickém.

Vzorec (8*) plati v roviné (v) opatiené fezem podél zd-
porné &dsti osy redlné. Polozme v — wi, u = 0; pak bude

log (1 + v) = log\'T + u® + i arc tg v,
va‘= Ve
log (\l/j_ v) — V_ [tlog\/T + u® + arc tg u
+ i(arc tg u — log T+ u?)],
levd strana (8*) bude zniti

— mlogl 1—zidz

(]
a porovndme-li vysledky, méme

flongl+—xf | \z dz = \/—— (log VI + «® + arctg u)-(9)

log |1 —=z| dz _
A

2
Ve vzorci (7) kladme v = -::7, a setéme vysledky pro m —1,

2
2, 3, ...; ponévadz

— arctgu). (10)

$0al1 — 227 | — _sin uaf:_v_t_!
m=log 1 m? UM !,
® u? S‘in um
21 1
m=log ( + ) un



pii oznadeni
Sin ur = sin hyp ux,

vyjde
fl sinuzm | dx =" 1 Sin ux w0
Tuzm | 1422 2 Y » w=0

Aviak

fl"g“" r =0 f1+x2=%’

a tedy méme

U3 —
et —

® log | sin uzrm | dx—llog e
A 2 7

. 1+ a° 2

kteryito vzorec mozno rozmanitym zpiisobem pFetvoriti.

(11)

Prispévek ku plochdm Sroubovym.
’ Napsal prof. Bedrich Prochazka.

Ve ¢lénku: ,Ein Beitrag zur Schattenlehre® *) odvodil
jsem, Ze orthogondlny primét kiivky vlastnfho stinu uzaviené
S§ikmé plochy 3roubové pii ose kolmé k primétné a pii geo-
metrdlném osvétleni lze sestrojiti jakozto primét prisecnice
plochy kuZzelové s jednoplochym hyperboloidem. Tamtéz zabyval
jsem se na zdkladé téhoz ndzoru také sestrojenim telny téze
kiivky. V tomto ¢linku ukézi, Ze touZ cestou s pomoci zdsad
geometrie kinematické lze dospéti k jejimu stiedu kiivosti.

Ulohou touto zabyval se jiz prof. Dr. Ch. Wiener **),
aviak jenom pro jeji bod dvojny jednoduchy a dvojny bod do-
tyény, nesestrojoval v8ak polomér kiivosti v libovolném bodé
této kiivky.

1. Za tim Gtelem dejme zndmé konstrukei orthogon4lného
primétu kiivky vlastniho stinu uzaviené Sikmé plochy Sroubové

*) Hoppe, Archiv fur Mathematik und Physik, 2. dil. 1885, Str. 101.
**) Dr. Christian Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. II. dil,
str, 504 a 506.
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