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Prispévek ku geometrii trojihelnika.

Podéva Ing. Jos. Langr.

V ndsledujicich f4defch chceme se zabyvati touto vilohou:

Nad stranami daného trojihelnika co zdkladnami jest
sestrojiti vzdjemn& podobné trojihelniky tak, aby jich nové
vzniklé vrcholy urtovaly trojihelnik o Zidaném obsahu.

Bud ddn k tomu cfli trojihelnik o obsahu P urteny sou-
fadnicemi vrchold 4 (z,, ,), B (%, ¥,) a C(x;, y;) vV soustavé
os pravouhelnych. Nad jeho stranami co zdkladnami jsou sestro-
jeny na vnéj$i nebo vnitini stranu pivodnfho trojihelnika vzd-
jemn& podobné 3 trojuhelniky. Jich sestrojeni ndsledovalo tim
zpisobem, Ze se strany daného trojihelnfka rozdélily v témz
poméru A (smysl rotace zachovdn) a v délicich bodech se vzty-
tily kolmice ku strandm. Na kaZdou z kolmic pak se nanesla
pofadem od déliciho bodu tusetka jsoucf ku dotyéné strané v po-
méru x». Toto % je bud positivni nebo negativni, dle toho pro-
vedlo-li se sestrojeni trojihelnikid na vnéjsf nebo vnitini stranu
daného trojuhelnika. Vzniklé vrcholy 4’, B, C’ stanovi troj-
thelnik, jehoZ obsah budiZz P‘. Soufadnice vrchold daji se vy-
jddriti ndsledovné: .

Th — X
Pro 4': z') = ;_"“ 1—1 + % (Y, — Y1)
a
A— 1
Y, = gg—_ll‘ — %x(xy — x,).

Ohdobné i pro druhé vrcholy B* a C.
Dosadime-li do znimého vzorce pro obsah trojihelnfka

1! zll’ y’l
1, ', ¥

| 1, %%, ¥
za soufadnice z‘, y‘, jich hodnoty z prve uvedenych vzorch
a upravime-li ndlezité, pfichdzime k rovnici

224241 4 ., P
G—1nf *ip T¥=TF @

2P —

?

kdez A znati soutet {tvercdi stran daného trojthelnika.
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Této rovnici musi vyhovovati 2 a x, aby A\ 4'B‘C’ mél
Zzdédany obsah P'. Z toho vychdzi, Ze lze sestrojiti nad stranami
ptvodniho trojibelnika nekonetné mnozstvi vidy 3 si podobnych
trojihelnfkd, jichZz vrcholy stanovi trojihelnfky o obsahu P
Pii tom vypliuji ony vrcholy 4, B, C' tii geometrickd mista,
" jeZ lze ndsledovné urditi:

PovaZzujme jednu stranu, tfebas BC —=a za osu X sou-
Yadnicového pravoihlého systému. Stied strany obsahujz potdtek
soufadnic. Vrchol A4’ trojuhelnika BCA’ méjz soufadnice z, y.
Dle difve feteného lze psdti:

_a A+ _
xr = 9 .m a y=—xa.
~ Z toho vyplyvd :
2.:2x+-£- ® = —
2z — a a

Dosazenfm téchto hodnot do (1) dospivdme ku rovnici
sqgeq 2 4, 0t AP—P ;

c0Z je rovnice kruhu. Stfed jeho S, nalézd se na symmetrdle
strany a ve vzddlenosti

_'dl:

Q

4
vy

[or]

od BC na vnitinf jeji strané.
Polomér jeji jest

a TR N2 | 2
&ZWVMFPwﬁI+A.

Obdobné dospivime ke kruZnicim berouce v ohled druhé
strany C4 a AB.

Vreholy odvozenych trojiihelnilsi. A'B'C’ o témse plosném
obsahwu pohybuji se tedy po kruénicich. Poloméry tdchto kruznic
jsou \imérny p¥slusnym strandm pidvodniho trojihelnika. .

Pro riiznd P' vychdzeji i ritizné poloméry. Vznikd tedy
nad kazdou stranou pdv. trojthelnika systém koncentrickych

kruznie. Stfed systému lezi na symmetrdle strany ve vzddlenosti
d prve uvedené.
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Pozorujme zvldstni piipady:
Je-li P' — P, nabyvd o, tvaru

— A® 144P2 I a®
0‘_24\/ + \/ 4 +di,

t. j. kruZnice objimaji strany A\ ABC co tétivy.
Je-li

48P — 4°
192P

a kruznice smrskuji se na své sttedy.

Zajimavy jest piipad, kdy P'=0. Odvozeny trojihelnik
A'B'C’ ptechdzi tu ve p¥imku, jdouci t&ziskem ,\ ABC.

Divod, prot ona piimka obsahuje tézisté ,\ 4ABC, vyplyvd
z okolnosti, ze odvozeny ,\ A'B'C' m4 s piivodnim téZisté spo-
lené *) a musi tedy i pfimka, v niZ trojihelnik pielel, tézisté
obsahovati.

Zv14stni tento piipad lze pojimati také jako FeSeni ndsle-
dujici alohy :

Sestrojiti nad stranami trojihelnika co zékladnami vzd-
jemné& podobné trojihelniky, jichz vrcholy by lezely na jedné
piimce. ReSeni, jak vidno, je nekonetné mmnozstvi. Vrcholy troj-
thelnikd nad spoleénou stranou sestrojovanych pohybuji se po
kruznici. KruZnice takové jsou 3 a oznalme je K,, K, a K,.
Jich poloméry jsou

P = jest o, =0,

ANy

a podobné i o, a o,.

Kruznice K vedou ku mnohym zajimavym vlastnostem,
z nichz chceme nékteré uvésti.

1. VSechny 3 kruznice X prochdzeji tézistém A ABC.
K dikazu treba uvdziti ndsledujici: Aby ku pi. kruznice K,
prochdzela t&ziskem 7, musi byti S, 7 = o,.

S, T lze cosinusovou vétou z /\ S, 4,7 vypolisti. 4, je
stied strany BC. Jestit

8,T* =84, + TA, —28,4, . TA, . cos < S,4,T.

*) Viz Roénik XXIX., strana 214, poznamka ¥*),
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Dile jest

Dosazenim a tpravou piesvédiime se, ze S, T = ¢,, ¢im
dikaz podén.
2. Strany A 8,8,85; jsou umérny tiznicim /\ ABC.
Ponévadz A S,S,S, md s pivodnim t8Zisté spoletné, jsou
~ tedy poloméry ¢,, ¢, a ¢z jeho dvoutfetinovymi tiZnicemi. Lze
tedy psdti dle zndmého vztahu mezi- tizniei a stranami troj-
thelnfka rovnice .
993 = 23, + 238 - 817
903 = 257 + 251 — s,
93 = 283 + 253 — s,

kdez s,, s, a s, znatf strany A S,8,8;.
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Settenim vSech rovnic vznikd pomocnd rovnice
6 (o1 + 03 + 03) =2 (57 + 57 + s3)-

Postupnym odetitinim onéch t¥i rovnic od rovnice po-
mocné obdrzime
A% — 48P*
2 J— e —_a?), —

= 20) + 20} — 07 = (20 + 2¢* — a?). P
Podobné i pro s} a s3.

Polozime-li déle ﬁ,— R, a zavedeme-li tiZnice £, £, a #;

pivodniho A ABC, vyjde
s=2\T—3 a=2\V¥—3 s=4VF-3
z kterychzto vzorcd svrchu uvedend dmérnost vyplyvd.

3. Vnitfni dhly A S,S,S; vyhledaji se pouzitim vzorce
2P3
8383

48P — A*
192P

Sin o, =

Dle svrchu vytteného vzorce P' — jest

a tedy dosazenim

sin oy — = sin o,

3P
2ty
je-li «, thel sevieny tiZnicemi ¢, a ¢; v piv. A 4ABC.

Vwniting dihly /\S,8,S; rovnaji se souhlasnym tiznicovym
uhlam trojihelnika ABC.

Taktéz plati i opatnd véta, Ze tiZnicové whly A S,S,S;
rovnaji se vnitfnim Ghlim stran N\ ABC. ‘

4. Druhé prisetiky kruZnic K,, K, a K, stanovi trojih.
A,B,C,. Jeho strany a Ghly urtime ndsledujicim zpiisobem :
Spojnice 7'4,, T'B, a 7C; musi byti kolmy na pfisluiné strany
AS,S,8;. Ponévadz pak T jest t&Zistém zminéného trojihelnika,
rovnaji se ony spojnice %/, viSek v onom trojGhelnfku. Jest tedy

14, =P rp = 4D 53-13-’.
S3

—_— 1—
5y Bi=3, ¢ TGS
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Pak jest
AB =c?=A4,T*+ B, T* + 24, T . B,T . cos y,.
Dosazenim piislu§nych hodnot obdrzime

l .‘ . .

Obdobné& i druhé 2 snany
b —
—_— 2 __ J— v e ¢
a, =P. 2% V&*¥—-3, b =P. T V&T =3.
Plosny obsah P, vypotteme jako soutet tff trojihelnikiv:
NA,BC = AACT+ A4, B, T+ ABCGT

Jednotlivé trojihelniky se uréf:
Oznatime-li A B,C,T = P/,, jest

, TC,.TB, . B, C
P, = Zo,
Dosazenim vyplyvéd
P, — gs__(ﬁg:_?’)
VT 198k
Obdobné P ' 8) P —3
Pl—'—l—mfta— P =7y 126

Soutet pak d4vd
3 Q3 __ 2 3 3
P=p P4 b, =& 28 G LA
12 122,
__ APR*— 3)
16y
Vnitini Ghly A 4,B,C, jsou
AP
= Obetyt, 4t,,t3
Polomér r, opsané kruznice jest
AN {2 —3
n=Ayp —? TR
je-li » polomér kruznice opsané pdvodnimu trojihelniku.

4. KruZnice K opsand trojuhelniku 4,B,C, stotoZﬁuJe se
8 Brocardovou kruZnici ptivodniho tro,]uhelnika

sin e . stn e, atd.
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Ku provedeni dikazu pokratujme ndsledovné:

Nechf jest v piipojeném obrazei A 4,B,C, trojihelnik
Brocardiv, O ném jest zndmo, Ze jest pavodnimu trojihelniku
podoben, maje s nim t&Zisté spolecné*). Vrcholy jeho lezi na
symmetrdldch stran /\ ABC ve vzddlenostech

1 b 1
R 2 'R

—< 1
=55

M4d, = —g— ByB, = - G0,

Déle jest

AvBy __BiCy __ CbAb_\/@"-—- 3
AB~ BC (4 48

Uréeme mocnosti vrcholu ku pf. (4,) vzhledem ke kruZnicim
K, a K;.
Vzhledem ke kruZznici K, obndii ona mocnost
My = (m + 02) (4sS; — 25) =7A_b‘§; — 03¢
Spojnice 4,8, vyhledd se uzitim cosinusové véty z A 4»S,C.

Jestit
—_ a a1
A0 = ('.)r) +(?) ]

< (0Y,[b) 1
e (Y. ) 2 _pe
5.0 ‘(2)+(2)‘ g ¥
<8,04, =y — < 8,CB, — <X A,C4,.
Dosazenim a pifsluinou tdpravou dosp&jeme k vysledku

o D2 4c? f2—3
. M= @
Vzhledem ke kruZnici K; podobné potitand mocnost M2 bodu 4,
poddvd, ze

a

..M‘; = M, :
z tehoz vyplyvd, Ze bod A, lezf na chorddle kruznic K, a K,.

Na zdklad® toho dd se vysloviti véta: Spojnice vrchold
Brocardova trojdhelnika s protilehlymi vrcholy A 4,B,C, pro-
chdzeji tézistém pivodniho trojihelnika.

*) Viz roénik XXIX, str. 210: Brocardova kruznice trojuhelnika jako
misto geometrické. :
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Mysleme si nynf, Ze spojnice 4,7 protind Brocardovu kruz-
nici v bodé 4. Mocnost tézi§té 7 vzhledem k Brocardové kruz-
nici jest zndma a obndsi

P — 4 f2—3
T4,.TA4" =35 @i
Ponévadz V__
_— 2 {2 —3
TA, = —3—t L
jest Va3
75 4 V& -3
TA — 1—2t—1 . —ro
Srovninim s piedeslymi vysledky shleddvdme, Ze
' TA' = TA,,

t. j. bod A’ se stotoziiuje s bodem A4,, &ili spoletny prisetik
kruznic K, a K,, t. j. bod A, lezf na Brocardové kruZnici.
Totéz plati obdobné i pro vrcholy B, a C,. Lezi tedy vrcholy
A 4, B,C, na Brocardové kruznici, coz bylo dokdzati.

ReSeni rovnice 2° + y° + 2* =1 celymi ¢isly.
Napsal Josef Jandasek, technik.

Pokusme se vyhovéti rovnici 2% + y® 4 2 — u® tvarem
" (kx® + 2% + mx 4+ n)® = (ax® 4 bz + ¢)® + (fz)®
+ (92” + ha* + jx)?,
kde %, 1,...J jsou pevnd celd tisla, 2 prom&nné Eislo.
M4-li rovnice platiti pro kazdé », tu musf platit soustava:
B=g
3k% = 39%h
3k%m -+ 3kI* = 39% + 3gh?
3k*n + 6klm 4 13 = 6ghj + h3 4 a3
3km? 4 6kin + 31°n = 3gj® + 3h% -+ 3a%
6kmn + 31°n + 8lm® = 3a% - 3hj® + 3ab?
3kn® + 6lmn + m® = 6abe + j° + f° + b*
3in® 4 3mn® = 3ac® 4 3b%
3mn? = 3bc?
nd = ¢35,
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