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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 posledni vété Fermatové pro » =4 a pron=3.
Napsal Dr. K. Rychlik.

Fermat vyslovil vétu, Ze nenf moZno rovnici
zn + yn — 27 .
pro celistvé positivni exponenty » = 2 Feiti celymi raciondl-
nymi &sly z, y, z nehledime-li oviem k takovym FfeSenim, kdy
nékterd z nezndmych rovnd se nulle. Fermat pfipojuje, Ze vétu
tu dokdzal. V jeho spisech zachovdn jest vSak pouze dikaz, Ze
rovnice
$4 + y4 f— ZQ
v uvedeném smyslu neni fefitelnd. Dikaz ptipadu obecného
Fermat neuvddi a také se nepodafilo aZ dosud jej provésti*).
Praci o vét& uvedené, kterou Kronecker nazval ,posled-
nfm theoremem Fermatovym®, jest veliké mnoZstvi**). OvSem,
Ze jest z nich mnoho nesprdvnych, ponévadz véta ta svou zddn-
livou jednoduchosti svddi mnohé, i nemathematiky, k tomu, aby
se ji zabyvali. Zdjem vzrostl v posledni dobé tim vice, Ze na
zékladé odkazu P. Wolfskehla z Darmstadtu vypsala akademie

*) PH dikazu stadi se omeziti na piipady, kdy = jest prvotislo,
resp. == 4. Je-li totiz n ¢&islo slozené a ! jeden z jeho prvoéiniteld neb
1 =4, fak Ze n =In', plyne z nemoZnosti Feseni v celych ¢tdstech =|= 0 pki
rovnici

Htyl=g
okamiité nemoZnost FeSeni v celych &islech =|= 0 p¥i rovnici
@) + Oy =G")7,
xn 4 yn =37,
**) Literaturu, jakoZ i poukaz na dalsi literaturu viz v préaci p. dr

E. Schoenbauma: Ke Kummerovym pracim o Fermatove véte, Casopis pro
pést. math. a fys. r. 37, str. 484.

neboli
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v Gottmgéch cenu 100.000 marek pro toho, kdo by tvrzeni
Fermatovo dokdzal.

Nejvétsi vyznam maji price Kummerovy, jiz proto, Ze
jimi dokézdna spravnost tvrzeni Fermatova pro celou fadu prvo-
tsel » (tak pro v3echna prvolisla » << 100). V nésledujicim
poddme dilkaz pro nejjednoduss¥i p¥ipady » = 4, 3, 5. K tomu
cili jest tfeba roziifiti pojem ¢fsla celého a sevSeobecniti pojem
délitelnosti. Aby v8e bylo spife srozumitelno, pojedndme nej-
prve o pojmech téch p¥i éislech raciondlnych.

§ 1.

Raciondlnd ¢isla maji tu vlastnost, %e se reprodukuji ra-
ciondlnymi operacemi (stitdnim, od¢itdnim, ndsobenim, d&lenim),
t. j. soutet, rozdil, soutin a podil libovolnych dvou &fsel raciondl-
nych (vyloutfme-li pfipad, kdy jest délitelem O) jest op&t &fslo
raciondlné. Systémy &isel reprodukujicich se raciondlnymi ope-
racemi nazyvaji se télesy lfselnymi. Tvoii tedy &isla raciondlnd
tselnd téleso, které oznmatfme R. Cisla celistva reprodukuji se
pouze stiténim, odiitdnim a ndsobenim.

O tfsle celistvém a pravime, Ze jest délitelno tislem ce-
listvym d, je-li —% opét éfslem celistvym. Pak jest a ndsobkem
tsla d, d jest dlitelem &isla @. Tu plati véty snadno dok4-
zatelné :

a) Je-li celé ¢islo a mdsobkem celého éisla b, b opét nd-
sobkem celého cisla ¢, jest a wmdsobkem c.

b) Je-li jak celé éislo a, tak celé éislo b ndsobkem celého
¢isla c, bude soucet i rozdil Cisel a, b ndsobkem Cisla c.

Gisla + 1, jednotky, maji to zvliStni postaveni, Ze kazdé
¢slo celistvé jest jimi délitelno. Mimo to jest kazdé &islo ce-
listvé délitelno samo sebou. M4-1i celé ¢islo p pouze délitele
+ 1, 4+ p, nazyvd se prvolislem, jinak nazyvé se tislem slo-
Zenym.

Pro &iselnou theorii md zdkladni ddleZitost véta, ze lze
kazdé tislo celé rozloziti jedinym zpiisobem v souéin prvotiniteld,
nehledime-li ke znaménku prvoéiniteld t&ch. Dikaz spotivd na
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tak zvaném ,Euklidové algorithmu®, ktery slouzi k urleni nej-
vétSiho spoleéného délitele (nejvétsi spoletné miry) dvou &fsel.

, Predpoklidejme, Ze jsou ddna dv& celd &isla a, b, pro
jednoduchost kladnd, a Ze a > b.

Je-li b obsaZeno v a, jsou spoletnymi déliteli tisel a, b
dslitelé &isla & a &slo b samo. Cislo b jest ze viech nejvéts,
jest tedy & nejvétiim spoletnym délitelem ¢&isel a, b.

Neni-li b obsaZeno v a, divd déleni a : b jisty zbytek r,,
ktery miZeme voliti tak, Ze

b>r,>0.
Oznatime-li pak ¢dstetny podil g, bude
a = gb + r,.

Je-li d celé Eislo obsaZzené jak v a tak v b, jest d obsa-
Zeno také v r,; lze totiZz pséti

ro = a — qb,

a jezto a i b, tedy i ¢b, jsou ndsobky d, lze uZiti véty o).
MiZeme tedy Fici: kazdy spoletny délitel &isel a, b jest také
spoleénym dglitelem &isel b, r,. Naopak, je-li d spoleény délitel
tisel b, r,, jest, ponévadZ d jest obsaZeno také v gb, soutet

gb+r,—=a

obou ndsobkd gb a 7, ¢isla d rovnéZ nésobkem ¢&fsla d; jest
tedy kazdy spoleény dslitel &isel b, r, také spoleénym délitelem
¢isel a, b. Spoletni délitelé obou &fsel a, b souhlasi tudiZ Gplné
se spoletnymi dé&liteli ¢isel b, r,. Hleddnf déliteld a, & preve-
deno tak na hled4ni dgliteld &fsel b, r,. Je-li r, = 1, nemajf
a, b spoletného délitele (vyjma + 1), jsou to &fsla nesoudélnd.
Je-li v, == 1, délme tislem r, << b &tislo b; obdrzime

b= q,r, +r, kdez r,>r, =0.
Stejnou tdvahou jako diive bychom shledali, Ze &isla ry, r,
majf tudiZ spoletné délitele jako b, »,, tedy i jako a, b.

Pokratujme ddle, délice r, : r, atd.
5*
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Tak obdrzime soustavu rovnic

a=gqb-+r,
b=gqr +n
o = 427 +7h

Yn—s = Qn—l Tu—a + Yn—1
Yn—2 = ({qn Tn— + Tny

jichz jest koneiny polet a posledni zbytek ., =1 neb = 0.
Cisla b, ro, 7, ... Ta_1, 7n tvoif totiZ posloupnost &isel kladnych
ubyvajicich a pondvadZ jest jen koneny polet tisel << b, klad-
nych, vyskytne se nutn® konetné jako zbytek bud 1 neb O.

Spoletni délitelé ¢sel a, b souhlasi se spoletnymi déliteli
dvojic fselnych

(B, 74)y (rgy 71), (135 73)y « o o (Pn—gy Tn1); (Fa—ay Tn)e

Je-li », = 1, maji ¢isla @, b za spoletného délitele pouze 1,
jsou to tisla nesoudélnd. Je-li r, =0, jest r.—o délitelno r,_,
(na zdklad® posledni rovnice). Spole¢ni délitelé &sel a, b budou
obsaZzeny v r,—; a kazdy délitel &fsla r,—; (a &slo 7,.—; samo),
bude obsaZen také v a i v b. Cislo 7,—, bude mezi d&liteli
tisel a, b nejvétdi. Odtud ndzev nejvéti spoleény délitel (mira).

Misto nejmenSich zbytki kladnych 1ze voliti absolutné nej-
mendf zbytky, uréené tak, Ze v rovnici

a=1>bq -+ 7,
jest
b b
— <
B) <1, = g

Nyni\mﬁZeme piistoupiti k dikazu véty pomocné:

1. Md-li soudin dvou celjch CEisel aa, s celym Cislem b
spoleéného délitele d a je-li a nesoudélné s b, 7est d nutné spo-
lecnym délitelem Cisel ay, b.

Uzijme Euklidova algorithmu na dvojici &fsel a, b. Jeito
jsou to ¢&fsla nesoudélnd, jest v soustavé rovmic, kterd tak
vznikne, kldsti r, — 1. Ndsobime-li v8echny ty rovnice po sobé
a,, obdrzime



69

aa, = gba, -} r,a,
ba, = q 700, + 7,4,
Y8y = Qa7 0y + 7,0,

Tn—oly == @n"n—10; - 7na;.

Je-li d libovolny délitel tisel aa,, b, jest d obsaZeno také
v gba,, tedy i v aa, — qba, = r,a,; d jest obsazeno v ba,,
01700, tedy i v 7,0, = ba, — q,7,a,. Pokratujice podobng,
shleddme, Ze d jest obsaZzeno i v r.a,, t. j. v a,, coZ bylo do-
kdzati, -

7. véty prdvé vyslovené plyne:

2. Jsou-li a, b Cisla mesoudélnd a je-li soudin aa, déli-
telny b, jest nutné a, délitelno b.

Obricenim vé&ty 1. obdrzime:

3. Soucin dvou éisel aa,, jei jsou obé nesoudélnd s b, jest
také nesoudélny s b.

Nebot dle v&ty té maji aa,, b tytéz spoletné délitele jako
a,, b; jezto jsou a,, a b Cisla nesoudélnd, bude platiti totéz
ioaa abd.

Jako disledek plati véta:

4. Nejsou-li éisla a, a, délitelna prvoéislem p, neni ani
Jich souéin aa, délitelny p.

Nyni lze pfistoupiti k dikazu véty zdkladni:

Positivni celé éislo lze jedinym zpiisobem rozloZiti v soudin
positivnich prvodinitels.

Piedpoklddejme, Ze by pro celé &islo e platily rozklady

@ =Py Dy -+:D,
a zdroven

&= Q15 93 + -« qnm

kdez p,, Py, - - - P, & @4, @oy + - - gn jSou dvé Fady rovnych neb
nerovnych prvotisel. Pak jest @, neboli soulin p,, p,,...p,
délitelny ¢, a to by nebylo dle véty 3. mozno, kdyby byla
viechna p riiznd od ¢, MiZeme pfedpoklddati, Ze jest na pf.
P, = ¢» 8 nalezneme podobnym tusudkem, Ze p, 1 = g»—1 atd.
Jest tedy v =n a lze Kklasti p, = ¢q,, po = oy - - + D, = .
Ostatn® plati véta zdkladni pro &sla a prvodinitele s libovolnym
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znaménkem, poklddédme-li takové dva rozklady za v podstaté
stejné, pfi nichz se Cinitelé 1i¥f jen znaménkem.

Zmilime se jedté kritce o dileZitém symbolu, ktery byl
zaveden Gaussem do &fselné theorie. Aby se vyjadtilo, Ze celé
tislo a jest d&litelno celym &islem m, nezdleZi-li d4le na hod-

noté podilu T‘;—, piSe se symbolicky
a =0 (mod m)
(a kongruentnf s nullou modulo m neb dle modulu m).

Je-li rozdil @ — b dvou celych ¢&isel @, b délitelny m, tedy
a — b = 0 (mod m), piSe se a = b (mod m). Tato kongruence
vyjadfuje totéz jako rovnice a = b -} gm, kdez ¢ znadlf jisté
&islo celistvé.

Z definice kongruence plynou okamzité tyto dusledky,
jichz dikazy neuvddime, pondvadZ je lze snadno provésti:

I Je-li
a = b (mod m),
a = ¢ (mod m),
jest
b = ¢ (mod m).
II. Je-li
a = b (mod m),
¢ = d (mod m),
jest
a+ ¢= b+ d(mod m),

ac = bd (mod m).
IT. Je-li celé &fslo » nesoudélné s m, plyne z kongruence

. an = bn (mod m)
kongruence novd
a = b (mod m).

§ 2.

Obritime se nyni k uvazovdni &isel tvaru a - b¢, kdeZ
a, b jsou libovolnd &sla raciondlnd a ¢ =\ — 1. Cisla ta za-
vedl do tiselné theorie Gauss, nazjvaje je Ctisly komplexnimi.
Lze o nich Hci, Ze tvoif t&leso, a to t&leso oznatime R (7).
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Nebot znadf-li
¢ =a, + b, B = a, + bt
libovolnd dvé takovd &fsla, ndlezi i jich soudet, rozdil, soutin a
podil, t. j. &isla
et f=(a *a)+ (b £ b):

off = (a,a, — b,by) + (.0, + ayd;) @

« _ aa, -+ bb, a,b, — a,b,

P axn T an
témuz systému R (z).

Toto téleso R(¢), které obsahuje v sobé vSechna &fsla
raciondlnd, jest specidlnim piipadem télesa druhého stupné
(kvadratického télesa), pon&vadZ vSechna jeho Cisla vzniknou
opétovanym uzivdnim ¢&tyf zdkladnich poletnich operaci z &fsla 7,
kteréz jest kofenem rovnice kvadratické s raciondlnymi koef-
ficienty 22 4+ 1 =0. Tato rovnice mi za druhy kofen — 7.
Cislo @’ = a — bi, které vzniki z ¢isla @ — a 4 bi tim, Ze
zménime ¢ v — %, nazyvd se sdruZené (konjugované) s «. Pak
jest e tislo sdruzené s o’. Znati-li ¢drka piechod k éfslu konju-
govanému, plati, jak snadno lze dokdzati, rovnice

(@) =0dc 4,
(ef)” = o',
(_"i o
B) 8
Normou ¢isla e nazyvd se souéin obou ¢isel sdruZenych
ao’ a oznalime ji = (), tak Ze
n(e) = ae’ = (a + bi) (@ — bi) = a? 4 D%
Z toho plyne, Ze norma jest vizdy positivni raciondlné éislo,
které =— 0, jen kdyZz a = b =0, tedy « = 0.
Pongvadz (af) = «'f" jest («f)(af) = (ae’)(Bp’), tudiz
n(@f) = n(e) n ().

Norma soutinu jest rovna soutinu norem obou &initeld.
Podobné plati pro podily rovnice

(5)=6r
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Cislo komplexni e=—a - bi s &slem sdruzenym e'—qa — bi

jsou kofeny kvadratické rovnice s raciondlnymi koefficienty
2% — 202 + a® 4 62 =0.

Aby rovnice tato méla za koefficienty ¢isla celd a pfi 22
koefficient 1, musi byti a i » ¢isla celd. Pak nazyvé se e—a -+ b7
komplexnim éfslem celistvym, jinak, neni-li « kofenem podobné
rovnice, je-li tedy jedno z Cisel a, b neb obé Cislem lomenym,
nazyva se i ¢ lislem lomenym. Celd Cisla raciondlnd tvoif Cést
systému celych ¢isel komplexnich a kaZdé celé &islo komplexni,
je-li zérovell raciondlné, jest nutné celym ¢fislem raciondlnym.

Celd &isla komplexni reprodukuji se s¢itdnfm, od¢itdnfm a

" nésobenim. Podobné& jako pii ¢islech raciondlnych zavedeme i
zde pojem délitelnosti.

Celé Cislo o jest délitelno celym ¢islem 4, je-li % opét

tislem celym. Jest patrno ihned, Ze plati i zde véty oznalené
a), b) v § 1. Je-li «a = a -} bi celé &islo, jest norma % (¢) =
a® 4 0% tislo pfirozené (t. j. positivni, raciondlné celé Eislo).
Pongvadz i ¢slo sdruZené &’ — a — b: jest celym, jest norma
n (&) tislem e« délitelna.

Z véty o normé soulinu plyne ihned:

Je-li celé &fslo « délitelno celym &islem f, jest n () déli-
telno = (). _

Jednotkou nazyvs se celé (islo ¢ které jest délitelem
tsla 1 a tedy i vech celych lisel; dle véty pfedeslé musf byti
n (&) obsazeno v »(1), t. j. v 1, musi tedy byti n(e) =1, a
naopak, je-li n(e) = 1, bude Uslo & jednotkou. Polozime-li
e==x -+ 1y, bude n(e) = x? 4 y* =1, kdeZ =z a y jsou celd
tisla raciondlnd. Z toho plyne, Ze musi byti bud z22=1 a
y=0, neb =0 a y2=1. Tak obdrzime &tyfi jednotky
o N A )

Jeli ¢islo ¢ i jeho reciprokd hodnota —':- ¢islem celym,

Jjest & nutné jednotkou. Jest totiz

n (&) n(%):n(l):l
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a ponévadz jak n(e), tak n (—i—) jsou ¢&fisla prirozend, jest

n(e) =1, tedy skutetn® ¢ jednotkou.

Cisla, jichz podil jest jednotkou, nazyvaji se associovan.
Jsou vzdy &tyfi spolu associovand ¢fsla + e, + «i, kterd pii
viech otdzkdch, tykajicich se délitelnosti, chovaji se stejns, tak
Ze je miZeme poklddati za v podstaté stejnd. Je-li totiz celé
¢islo o délitelno celym &islem f, jsou také Cisla s ¢ associovand
délitelna 3 a &sly s  associovanymi.

Celé tislo komplexni =, které md za délitele pouze 1, =
a tisla s nimi associovand nazyvd se prvolislem.

I pro &isla komplexni plati véta o jednoznalné rozloZitel-
nosti. Diikaz se provede opét pomoei Euklidova algorithmu.
K tomu cili dokazme si nejprve vétu: Jsou-lt « a 8 dvé libo-
volnd &isla komplexni, existuje vidy celé éislo komplexni = té

vlastnosti, e n(e — fx) = % n(p).

Polozme — = K -+ Li a nechf jest & celé ¢islo raciondlné

B
lezici nejblize K, tak ze | K — k| = % a ! celé tislo lezicf
nejblize L, tedy | L —1| = %, ddle pak =k 4 li. Jezto
—;;——xz(K— B+ (L - 1),
bude
-n(%—n)=(1<— IR S = 1

a tedy skutetné
1
n(e — fix) _5_—2—”@)-

BudteZ nyni ddna dvé cels &sla komplexni « a 8. Urteme
celé Cislo komplexni » tak, aby

n@— ) = o n(d)
a poloZme
: o — fBx =y,
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tak Ze
1
n (o) = 5 n(p).
Ddle urleme celé lfslo %, tak, aby
1
n@ — (”'1)é? 7 (o)
a polozme

B — ox, =0y
tedy

n(e) S5 n(e).

Postupujice podobné dédle, dostaneme fadu rovnic

e==x8-4¢
=0+ o
0 = %0 + 0o

On—3 —= ¥,—10n—3 '+' On-1

On—3 = %n0n—1 + On.
_ Rovnic té&ch jest konelny polet a v posledni z nich bude
bud ¢» = 0 neb n(o.) = 1, tedy ¢. jednotkou. To plyne z toho,
7e normy &isel *B, o, ¢,y -« . 0n—1, 0n tvoii posloupnost &fsel
klesajicfch kladnych a musi nutng skontiti bud ¢, = 0 neb
n(gn) = 1. .

Z npapsané fady rovnic miZeme odvoditi tytéz disledky,
jako jsme utinili pii éislech raciondlnych. Je-li o, jednotkou,
jsou «, 8 tsla nesoudélnd, je-li o, == 0, jsou spole¢ni d&litelé
tisel o, B délitelé &fsla g,y a &fslo gn.—; samo. Cislo toto, dle
analogie z theorif &fsel raciondlnych nazveme nejvétsi spoletnou
mérou.

Z platnosti Euklidova algorithmu plyne vSak, Ze plati pro
¢isla komplexni i véty, oznalené 1. 2. 3. 4. v § 1. a tedy také
véta zdkladni: '

Kasdé celé éislo komplexni lze rozloZiti v podstaté je-
dingm zpisobem v soulin prvociniteld, pokldddme-li za pod-
statné stejné takové dva rozklady, kieré se lisi pouze tak, Ze
misto prvodiniteld rozkladu jednoho jsou v druhém prvodinitelé
assoctovani,
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Kongruenci definujeme pii &fislech komplexnich stejnd jako
jsme to uéinili p¥i &éfslech raciondlnych: o =0 (mod u), je-li
celé tislo o délitelno celym Cislem u, e« =g (mod p), je-li
a« — B =0 (mod w). I zde plati véty I, IL, III. Jest patrno,
Ze misto p lze psdti kterékoliv z tisel associovanych.

Pozndmka *). Neni nesnadné uréiti vSechna prvotisla z té-
lesa R(i). Existuje samoziejmé nekonein& mnoho ptirozenych
tisel, kterd danym komplexnim prvolislem = jsou délitelna :
jednim z nich jest na p¥. n(z). Nejmensi z téchto ¢isel musi byti
ptirozenym prvotislem p. Nebof p jest nutné rizné od 1, sic by
bylo 7 jednotkou a p také nesmi se déti rozloZiti v soutin dvou
ptirozenych &isel, sic by = jakozto prvolislo musilo v jednom
z téchto faktord, ktery jest << p, byti obsaZeno, coZ jest proti
predpokladu o p. KaZdé komplexni prvolislo = jest tedy dé-
litelem uréitého piirozeného prvolisla p a hleddni prvotisel
v télese R(¢) pfevedeno tak na hleddni déliteld z R(7) piiro-
zenych prvodisel p. n (%) jest nutné délitelem » (p) = p? a tedy
jest n(w) = p neb = p2. Je-li n(#x) = p, nazyvi se prvolislo =
stupné prvniho, je-li »(z) = p%, jest = prvolislem stupné dru-
hého. V prvém pifpadé jest p — mm’ = n(x) soutinem dvou
sdruzenych prvotisel stupné prvniho, ponévadz, je-li = prvotislem,
jest jim také a‘. V druhém piipadé jest p = me, n(e) = 1,
tak Ze jest p associovdno s z a tedy také samo komplexnim
prvotislem druhého stupné. Jednd se nyni o to, rozhodnouti,
kdy ktery piipad nastane. V prvém piipadé, kdy p — =a’, vi-
dime, Ze, klademe-li # = » 4 si, bude p = »% 4 2%, tak Ze
1ze p rozloziti v soutet dvou &tverci.

Ctverec sudého tisla jest kongruentni s O, lichého s 1
(mod 4), mize tedy byti soulet dvou Ctverci = 0, 1 neb 2
(mod 4), nikoliv viak = 3 (mod 4). Vidime tedy, Ze pro p = 3
(mod 4) musi jists nastati p¥ipad druhby, tak e plati véta:

Kazdé prirozené prvoéislo p tvaru 4n -+ 3 jest komplexnim
prvocislem druhého stupné.

L 4 .
*) Veéty obsazené v této pozndmce, jichZ porozuméni vyZaduje nékteré
znalosti z &iselné theorie, uvadime pouze k viili uplnosti; v nasledujicim
nebudeme jich potfebovati.
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Pro 2 plati _
2=n(l—i)=n(l+)=0AF o)A —)=i(l —1)?
=—1i1 4 9%

Cislo 2 jest associovdno se &tvercem prvoéisla proniho
stupné 1 4 ¢ neb 1 — 4.

Jednd se jedté o ptirozend prvotisla p tvaru 4= - 1.
O téch 1ze dokdzati, Ze pro né nastdvd piipad prvni. Uvdzime-li,
%e v tomto piipadd p — r? 4 s% vidime, Ze jednd se o vétu
z theorie kvadratickych forem, Ze prvotislo tvaru 4 4 1 jest
souttem dvou ¢tvercii. Bez této theorie lze to dokdzati takto:

Podobn& jako pfi ¢islech raciondlnyeh plati i pii &islech
komplexnich véta, Ze kongruence

f (@) = 0 (mod =),

kdez f(z) jest raciondlng celistvd funkce stupné s s koefficienty
z R(i) a = prvoiislo z R (i), md nanejvy§ m nekongruentnich
kofent. Aviak kongruence p — 1° stupné 2¢—! = 1 (mod p) m4
dle véty Fermatovy nekongruentni kotfeny 1, 2, 3,...p — 1
a jeli p =4n 4 1, jedté koien 7, tedy celkem p kofend,
z ¢ehoz plyne, Ze p nemize byti v t&lese R(:) prvoiislem.
Prvodinitelé =, »', v né%z se p rozpad4, nemohou byti associo-
vdni, nebot z # = + ' neb = == + in’ by plynulo bud » =0
neb s — 0 neb »® —-s% coZ jest nemozno. Platf tedy véta:

Prirozené prvocislo p tvaru 4n + 1 rozpadd se v télese
R (1) v soubin dvou konjugovanych, meassociovanych prvoéisel
stupné pruvého.

Z této véty plyne bezprostiedné: ,

Prvocislo p tvaru 4n 4 1 lze vidy a to pouze jedingm
zplisobem rozloZiti v soucet dvou itvercid r® 4 s* (nehledime-li
na smameni p¥i r a s). Jest to véta, vyslovend Fermatem a
dokézand Eulerem.

§ 3.

Obrdtime se nyni ke Kummerovu diikazu pro » = 4.
Znati-li @, f8, y celd éisla 2 télesa R(3), z niché Zddné
neni rovno nulle, neni splnéna nikdy rovnice

ot Bt =" M
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O &fslech o, 3, y mizeme pfedpoklddati, Ze jsou nesoudélnd.
Kdyby totiZz méla jistého spoletného délitele, mohli bychom ob-
drzeti kracenim z rovnice (1) rovnici téhoz tvaru, kdez e, 8, y
jsou ¢fisla nesoudé&lnd

Polozme

A=1+4=.
Pak bude
n(d) =2, 2 = — i\

UkéZeme nejprve, Ze, maji-li vyhovovati rovnici (1) tii
celd ¢isla nesoud&lnd e, B, y vesmés riznd od O, musi byti
jedno z &isel «, B dé&litelno A.

Cislo @ = @ 4 b5 lze psiti ve tvaru
ea—=a—b-4b(l+i)=a—>- bi
Neni-li o délitelno 4, nesmi bjti « — b délitelno 4, tedy, po-

névadZ jest to ¢&fslo raciondlné, nesmi byti « — b délitelno 2.
Musi tedy byti bud @ liché, b sudé, pak jest

a) ¢ = 1(mod 2),
neb a sudé, b liché, pak jest

a) o = i(mod 2).
Z kongruenci a) odvodime *) |

b) a? = -+ 1 (mod 4), neboli (mod i%)
a ddle :

c) a* = 1 (mod 8), neboli (mod A%).

Neni-1i ani g délitelno 4, bude podobné

B* = 1 (mod A5),
tedy '
at 4 p* = 2 (mod %)

a na zdkladé rovnice (1)
72 = 2 (mod 45)
neboli ’
7% — 2 = 0 (mod 45). 2)

*) Zde jakoZ i v nésledujicim tim zpdsobem, Ze kongruenci napideme
jako rovnici, na pf. kongruenci o« =i (mod 2) pidme « — i + 2x, kdeZ x
jest celé ¢islo. Z toho plyne a2 — — 1 4 4xi 4 43, neboli a? — —1 4
4&(xi + #%), coZ psdno jako kongruence a2 = — 1(mod 4).
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Rozdfl 52 — 2 = 5 4 iA% nemde byti délitelny 4%, jen
kdyz bude y délitelno 4, ne vSak vyS&i mocnosti 4. PoloZime-li
y = Ay,, bude 7, nedélitelné 1 a

72— 2= A% 4 A2 =A% (y2 + 9).
Plynula by tedy z rovnice (2) kongruence
71 + ¢ = 0 (mod 29),

kterd jest nemoznd, pon&vadZz pro celé &islo nedslitelné 2 plati
dle b) jedna z kongruenci y? = + 1 (mod 4*).

Zbyvé tudiz pouze predpoklad, Ze jedno z &isel «, 3, na
pt. « jést délitelno 2, &isla 8, y Ze vsak A nejsou dalitelna.
Polozme ¢ =—1"e,, kdeZ «, znati &islo nedélitelné A a uvaZujme
hned rovnici obecné&jsi

Bt — y? = eit al, 3
kdez & znati libovolnou jednotku z télesa R (7). PiSme rovnici
(3) ve tvaru

(B* + 1) (B* — 1) = &y,
g%+ y a f2 — y nemohou miti spoletného délitele vyjma
A%, ponévadZ by jich spole¢ny délitel musil byti obsaZen i v souttu
28% a rozdilu 2y a Cisla 2y a 24? maji pouze spoletného délitele
2 = — A% Z jednoznatné rozloZitelnosti v prvotinitele plyne
pak, ze platf bud rovnice

2 o ltn—za’-l
o @
v = )
neb
g 4 7 = ourg,
. B2 — y = nAt 2,
kdez 5, & jsou jednotky a o', B’ celd, A nedélitelns &isla z té-
lesa R (7). Ponévadz od jedné dvojice rovnic lze p¥ejiti ke druhé

tim, Ze piSeme — y misto y, ¢imZ se rovnice 1) nezméni, stati
uvazovati jen jednu z nich, na pf. prvni.

Settéme rovnice (4) a d&lme 922 I obdrzime rovnici
13'4 — (ﬂa — ' (n—l)a"l’ (5)
kdez § a & znali jednotky.
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V piipadé » — 1 m4d rovnice tato tvar
Bt — £p2 = o',

Rovnice tato jest jist& nesplnitelnd.
Jest totiz

't a také p'*=1 (mod ) (na zdkladé c),
B*= + 1 (mod 2) (na zdkladé b),
¢ & =-+1, + ¢ (mod 2).

Vyraz na levé strané ’* — ¢p32 jest pak = 0 neb 2 neb
1 + i, tedy vidy =0 (mod 1), kdeZto pravd strana jest =1
neb =+ 4, coz nenf = 0 (mod ). Musi tedy byti nutné » > 1.
Uvazujme pak rovmici (5) jako kongrueuci (mod 2%).
I plyne z ni :
gt — §B* =0 (mod 1%),
a jezto dle b) a ¢)
't =1 (mod 2%),
B =+ 1 (mod A%),
bude
§ =+ 1 (mod 1*) neboli (mod 4).
Ponévadz z jednotek + 1, + ¢ jen +4 1 vyhovuji této
kongruenci, jest nutné { — + 1.
Polozime-li tedy v rovnici (5) dle toho, je-li { =41
neb — 1, g =, resp. # =1)’, dostaneme rovnici

Bt — = dasena, ©)

kterd mé tyZz tvar jako (3), jen Ze je v ni » o 1 mensi.
Analogickym postupem bychom odvodili z (6 rovnici téhoz
tvaru jako (3), ale s » 0 2 men&im a tak bychom postupovali,
aZ bychom pfisli k rovnici, pfi nfz » = 1, a ta je, jak jiZ bylo
feteno, nemoZn4.
Tim sprivnost tvrzeni, jeZz bylo dokdzati, dokdzéna ve
vSech pifpadech.

§ 4.

Theorii komplexnich &isel @ - b¢ prdvé uvaZovanych jest
zcela analogickd theorie &fsel tvaru a - b, kdeZ a, b znadi
—14+V=3

¢isla raciondlnd a & = 5

jest treti kofen z jed-
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notky. Cisla ta lze patrnd také pséti ve tvaru 4 4+ BV —3 a
1ze o nich snadno dokdzati, Ze tvoii téleso. To nazyvd se té-
lesem tfetich kofeni z jednotky a oznatime je R (§) neb

R (\V— 3), abychom ptipomnéli, ze vzniklo z té&lesa ¢isel racio-
nélnych R adjunkef &sla ¢ neb \/—3 (pouzitim raciondlnych

operaci na ¢sla z R a na ¢ resp. \/— 3). Toto tdleso jest
jako R(¢) specidlnim pfipadem télesa kvadratického. jeZto ¢ jest
kofenem rovnice kvadratické s raciondlnymi koefficienty

224+ 2z4+1=0.
Druhy kofen této rovnice jest ¢
Klademe-li misto ¢ tento druhy koien ¢? v ¢isle
e=a+ =4+ BV=73,
obdrzime ¢islo s « konjugované
o« —a+b2=A4 — B\—3.
Soutin obou ¢isel konjugovanych nazyvd se opét normou
n (@) =n(e)=a®— ab 4 b* = A% 4 3B~
Jest to &islo kladné a jest — O jen kdyZ « = 0.
Pro normu soutinu a podilu plati

n(2f) = n(e) n(p)
2\="
" ( 8 )_n(ﬂ)'
Sdruzend &fsla e, «’ jsou kofeny rovnice kvadratické

s raciondlnymi koefficienty

224+ b+ 2a) x4+ a*—ab4062=0
neb
2t — 24 2+ A*+ 3B*=0.

Aby v rovnicich téchto byl koefficient u 2 roven 1 a
ostatni koefficienty raciondlnd isla celistvd, musf byti v prvé
rovnici a, b &sla celd, ve druhé musi byti 4 = —g;, kdez m
jest &slo celé a ddle B =_”2_, kdez n jest &slo celé takov,
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76 m = n (mod 2). Cislo @ témto podminkdm vyhovujici nazyvd
se Cislem celym, nevyhovuje-li jim, nazyvd se ¢islem lomenym.
Celd ¢isla raciondlnd tvoii &dst systému celych &isel z télesa
R (¢) a kazdé celé &islo z R (§), je-li zdrovei raciondlné, jest
nutné celym ¢fslem racionélnym,

Celd tisla télesa R () reprodukuji se s¢itdnim, odeitdnim
a ndsobenim. Pojem dé&litelnosti zavedeme jako difve: Celé tislo

« jest dé&litelno celym tislem ¢, je-li — tislem celym.

Norma celého éfsla «, #(e) = a” — ab + b% jest cislem
piirozenym a jest &fslem « délitelna.

Je-li celé tislo o délitelno celym ¢islem B, jest = («) dé-
litelno #» (8). Jednotkami nazveme opét celd ¢isla obsaZend v 1.
Pro jednotku & = x 4~ fy, musi byti »n () = 1, tedy

x?— a2y +y?=1.

Aby rovnice tato byla celymi tisly z, y FeSitelnd, musi
byti x, y bud ¢sla o stejném znaménku web jedno z nich =0,
ponévadZz by jinak vsichni stitanci byla kladnd &isla. Pifeme-li
nyni rovnici tu ve tvaru

@—yt+ay=1,

vidime, Ze jeden z obou kladnych s¢itancd musi byti —1,
druhy = 0.
I mdme rovnice
L z—y=0, zy=1.
IL. z2—y=+=+1 zy=0.

I. ndm poskytuji r —y =+ 1,
II. ndm poskytujf bud x =0 y=+1,
neb y—=0 z=+ 1.
Tak dostaneme téchto 6 jednotek
1, —1, § —¢ &=—1—¢ —=14¢

Cisla, jichz podfl jest jednotkou, nazyvaji se opét associo-
vanymi. V télese R (§) jest vidy 6 spolu associovanych ¢&fsel
+ @, + &a, + §%¢, kterd miizeme v otdzkich tykajicich se dé&-
litelnosti poklddati za ,v podstaté stejnd.

: 6
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Celé tislo = z R(§) nazyvd se prvolislem, mé-li pouze
dslitele 1, = a &isla's témito tisly associovand.

V télese R(§) plati pro ¢&fsla celd opét véta v jednoznatné
rozloZitelnosti v prvotinitele. Jest totiz i v télese R (§) moZno
provddéti Euklidiiv algorithm. DokaZme nejprve vétu:

Jsou-li @ a B dvé libovolnd disla z télesa R(E), existuje
vidy celé ¢islo x z télesa R (§) té vlastnosti, Ze

n (e — fx) Z = n (8).
PoloZime-li
« K+ L\=3

> )

g 2
a zvolime-li za 1 celé &islo raciondlné, leziei nejblize L, tak Ze
1
|L—1]= 4

a za k celé tislo =1 (mod 2), lezici nejblize K (tedy z obou
celych ¢sel sousednich, mezi nimiz lezi K ono, které jest
=1 (mod 2)), tak Ze

| KE—k| =1,

bude x —= k+1 ' éislo celé té vlastnosti, ze

n(% _" ,,)zn((K—k)-{—(L—l)V:?))

_(E— L)“—Z3(L—l)’<_<1+ )<%

a tedy skutetné
n(e— ) = o n (@)

Jsou-li déna dvé celd Cisla z télesa R (§), @ a g, hledd
se jich ,nejvétsi spoletnd mira“, t. j. onen dé&litel &fsel «, 8,
v némZ jsou vEichni spoledni délitelé tisel &, B obsaZeni zcela
analogicky jako pii ¢tislech celych v télese R (¢). Na zdkladé
Euklidova algorithmu dokdze se pak zdkladni véta theorie
dé&litelnosti celych tisel v télese R (§):
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Kasdé celé dislo z télesa R (§) lze rozloZiti ,podstatné*
jedingm zpuisobem v soudin prvoinitelsi. PH tom slovo ,pod-
statnd* znati, Ze rozklady, liici se jen tim, Z%e misto prvo-
¢initeld rozkladu jednoho jsou v druhém prvotinitelé associovani,
nepokldddme za rizné.

Pozn4dmka. Ureni prvotisel v télese R (§) jest také zcela
podobné urleni prvolisel v R (3). I zde jest kaZdé prvotislo =
délitelem jistéhe p¥irozeného prvodisla p a jest » (=) = p neb p2.
Je-li n (7) =p, p = =a’, jest = prvotislem prvniho stupng,
je-li n (®) = p? bude = prvotislem stupn& druhého a bude associo-
véno s p.

V piipadé prvoifsla prvnfho stupné = —=r 4 s, jest
p=n(n)=r2—rs+ s?=(r 4 )2 — 3rs.

Neni-li p = 3, nesmi byti tedy r -+ s délitelno tiemi,
tak Ze r +s= 41 (mod 3), (r + s)2=1(mod 3) a p =
(mod 3). Ponévadz prvoéisla (vyjma 3) majf bud tvar 6n - 1
neb 6n + 5, musi byti v ptipadé prvotisla stupnd prvniho =|=3
jisté p =1 (mod 6).

Prirozend prvoéisla tvaru 6n -+ 5 jsou pak v R (§) prvo-
éisly druhého stupné.

Pro 3 méme:

3=n(1-0D=01—-0D10—-8)=—880—-05%
tak Ze 3 jest associovdno se ctvercem prvolisla 1 — §.

O prvodislech pfirozenych tvaru 6z 4 1 plati pak, Ze
v télese R (§) nejsou jiz prvolisly.

Plyne to z toho, ze by kongruence z?—'= 1 (mod p) méla
vice nez p — 1 kofenti nekongruentnich, totiz

1,2,3,...p — 1, a také ¢, ¢%

Rozpadaji se tudii prirozend prvodisla tvaru 6n 4 1
v télese R (¢) v soudin dvou komjugovanych éinitels. Cinitels
ty mejsou spolu associovdny.
§ b.

Znadi-li o, 8y, v celd éisla z télesa tretich kofenti z jed-
notky, 2z nichi #ddné meni rovmo nulle, neni splnéna nikdy

rovnice
@+ 60470 = 0. )
6*
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V rovnici (1) miZeme samozfejmé poklddati «, 8, y za
¢isla nesoudélnd.
Polozme
1—=1_t=3" QV:.E’:\/:? e
tak e jest i tislo associované s \/— 3; 12 jest associovino se 3.
UkdZeme nejprve, ze, md-li byti rovnice (1) viibec splnéna,
musi byti nutné jedno z &fsel e, 8, y délitelno A.

Neni-li ¢islo « délitelno 4, pi§me
e=a+b=a+b—>b(1—§ =a-}b--0b,
z Cehoz vidime, Ze a - ’ nesmi byti dé&litelno 2 a tedy, poné-
vad Z jest to Cislo raciondlné, ani ne 3.
Bude tedy
' a4 b=+ 1 (mod 3),
tak ze
a =+ 1 (mod A).
Z toho plyne (nebof 3 jsou délitelny A%), Ze pro &islo «
nedélitelné 1 plati kongruence
a3 =+ 1 (mod A3).
Nejsou-li g a y délitelnd 4, jest podobné
g3 = + 1 (mod 13)
73 =+ 1 (mod 43).
Bylo by tedy
o + g4t =41, = 3 (modA?),
a ponévadZ ani + 1, ani + 3 neni = 0 (mod 43), obdrzeli bychom
disledek, ktery jest ve sporu s rovmici (1), ¥m% nemoznost

rovnice (1) pro piipad, Ze z&dné z Eisel e, §, y nenf 1 délitelno,
dokdzdna.

Obratme se nyni k pfedpokladu, %e by jedno z tisel
«, 8, 7, na pf. 7, bylo 1 délitelno. PoloZme y = A"y, a uvazujme
hned rovnici obecn&jsf .

a® + B3 = ey, )
kdez ¢ zna¥f libovolnou jednotku télesa R (£).
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Rovnici (2) miZeme psdti, rozloZime-li levou stranu v -
nitele, ve tvaru :

(4 8) (= + ) (= + BL%) = &r®y]. G)

Pravd strana jest délitelnd prvotislem 2; musi tedy byti
i na levé strané jeden C¢initel A délitelny. Ponévadz v8ak ¢i-
nitelé ty jsou spolu kongruentni (mod 2), bude

a+pf=a+ p=ea+ pt2=0 (mod 2). 4)

Jeito «, B jsou lisla nedélitelnd i, jsou = + 1 (mod 1)

a sice musi byti, aby splnény byly kongruence (4), .bud
e=1], B=—1 (mod 1)

neb
a=—1 =1 (mod 2).

UvaZujme ddle jeden z téchto piipadd, na pf. prvni (ke
druhému bychom piisli, kdybychom zaménili spolu « a B, coz
jest dovoleno, ponévadz se tim rovnice (2) neménf).

MiuZeme psdti

=14l B=—1+1,
kdez p, » jsou tisla celd. Pak jest

e+ =121+
e+ =i(w+r+1)— 1%
@4 B =12(u+ v+ 2) + 221 — 2) 4 23
Z tsel w49, p4 v+ 1, p4» -4 2 je jedno jists dé-
litelno 2, bude tedy z &tisel a 4 8, ¢ - B, « 4 BL* jisté jedno
délitelno a2

Vidime tedy, Ze levd strana v rovnici (3) jest délitelna
aspoii A%, z &ehoZ plyne ihned nemoZnost rovnice (3) pro
piipad » = 1.

Predpoklddejme tedy n > 1.

Ponévadz se rovnice (2) neméni, piSeme-li v nf 8¢ neb’
$¢* misto 8, lze zménou oznaleni pievésti « 4 B¢ a « 4 BE2
Vv a - 3. Stati tedy uvaZovati ptipad, kdy « -+ § jest délitelno A2,

Kterékoliv dva faktory levé strany v rovmici (3) mohou
miti za spole¢nou mira jen 4. UvaZzujme na pf. ¢ 4§ a « - g¢.
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Pak mdme ‘
(@ + B) — (e + ) = B4,
g+ B) — (2 + ) =— o,
tak Ze spoletny &initel @« 4 B a « 4 B¢ musi byti obsaZen také
v A a — ad. Z toho plyne ddle, Ze jen « - f jest délitelno
" 1% e+ fE a a4 BL% jsou délitelna pouze A.
Rovnici (3) nelze pak jinak vyhovéti, ne kdy? polozime

@+ p= 2,
a + B¢ = nyda’d,
@+ fE2 = 1,48,
kdez %,, %,, 5 jsou jednotky a o, f‘, y* celd uisla z télesa R (§).
Vyloutime-li z téchto rovnic « a 3 tim, Ze je ndsobime
po fadé 1, §, §* a selteme, obdriime

7, A28 b o bAetd 4 9,8%B% = 0.
Délme #,62. Tak obdrzime rovnici
a's _|_ ,ﬂﬁla — é’ls("_‘)y‘a’ (5)

kdez & a ¢ jsou opét jednotky.
Ponévadz » > 1, jest

'3 4 9p3 =0 (mod 13).
Aviak pro &fsla nedélitelnd 4 jest

@3 =+ 1(mod 4*), B =+ 1(mod A%,
tedy
) & = + 1 (mod A3
a téz :
9 =+ 1 (mod 3).
Z jednotek vyhovuji pouze -+ 1 této kongruenci, tak Ze
# =+ 1 a ravnice (b) nabude tvaru

a'd - B3 = A3m—1y3 (6)
piSeme-li, v p¥padd, ze # = — 1, — ‘ misto g

‘ Rovnice (6) jest téhoZz typu jako (2), jen Ze jest v ni
n — 1 misto ». TymZ zpisobem, jako jsme ptesli od rovnice (2)
k rovnici (6), mohli bychom pfejiti od rovnice (6) k rovnici
téhoz typu jako (2), kde by bylo » zmenSeno o 2 a tak podobné
az k rovnici s » = 1, kterd, jak jiz podotknuto, jest nemoZnd.

Tim' v&ta, vyFtend na pofdtku tohoto §, dokézina.
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