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O zobecnéni kruhové konchoidy.

Jan Vygin, Upice.
(DoSlo dne 28. tinora 1940.)

V udebnici Klima-Ingri§: Deskriptivni geometrie pro VI.
a VII. t¥idu redlek je na stranich 128 az 130 dokazana véta:

»Rezy libovolné roviny s rotaénim hyperboloidem
a jehoasymptotickoukuzelovou plochou jsou soustiedné
a homotetické kuZelosedky.*

Postup dikazu je tento: Rovina o fezu protne hyperboloid
v kiivee k, asymptotickou kuZelovou plochu v kfivee %', osu o
plochy v bod& Q. Oba tseky, vytaté kiivkami k, £’ na libovolné
piimce svazku o stiedu @, jsou stejné. Je-li kiivka %’ elipsa, je
k¥ivka k, majfci uvedenou vlastnost, také elipsa, a to soustfednd
a homoteticka s %', jak vidfme, promitneme-li kolmo dvé& soustiedné
kruznice do roviny naklonéné k jejich roving.

V dukaze se oviem piedpoklads, Ze k¥ivka k je kuZeloselka.
Vypustime-li tento pfedpoklad, pak kiivky %, které maji vzhledem
ke kruZnici &’ uvedenou vlastnost, tvoii skupinu kfivek, které
budeme v tomto ¢&lanku
zkoumati. :

V roving bud dan bod
P, t. zv. pdl, a kruznice k.
o stfedu 8. Pravime, Ze (re-
4lna) kiivka I' mé useko-
vou vlastnost vzhledem
k pélu P a kruznici k, jest-
lize ke kaZdému redlnému
bodu M kiivky I' existuje
na kfivee I" bod M’, ktery:
je soumé&rné poloZeny s bo-
dem M podle stiedu tétivy,
vytaté na pifmce M P kruz-
‘nicf k (viz obr. 1).
' ‘ ' Z této definice je ziej-

’

Obr. 1. ' ma
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poznamka 1. a) Tétiva, vytatd na piimce MP kruZnici k,
oddéluje na tGsedce MM’ dva tGseky stejné dlouhé, nebo naopak
tsetka MM’ oddéluje stejné dlouhé tseky na tétive.

b) Ma-li kiivka I' Gisekovou vlastnost vzhledem ke kruZnici &,
ma tutéz vlastnost také ke kazdé kruinici soustfedné s k, nebot
geometrické misto stiedd tétiv, prochédzejicich bodem P, je pro
vSechny soustfedné kruZnice totéz.

Pii zkoumani kiivek s Gsekovou vlastnosti je tfeba rozlifovat
piipady P == S a P = §; v tomto druhém pifpadé se jednd o kiivky
stiedové soumérné, nebot geometrické misto stfedu tétiv, procha-
zejicich bodem P, se redukuje na bod P. V daliim budeme zkoumati
hlavné algebraické kiivky prvniho druhu.

Poznimka 2. Trividlni p¥ipady k¥ivek s tisekovou vlastnostf
jsou piimky svazku (P) a kruZnice soustiedné s k. Tyto knvky
vyluujeme v daliim ze svych tvah.

Véta 1. Algebraicksd kiivka I' stupné n» s tGsekovou
vlastnosti je vytvoiena svazkem paprsku (P) a svazkem
soustfednych kruinic (S) tak, Ze si elementy obou svazku
odpovidaji v algebraické korespondenci o indexech

n—h
2 ,n ’

kdeh je na,sobnost ki¥ivky I'vpélu Parje podtet priuseéiku
ki¥ivky s obeenou kruznic{ svazku (S) v kruhovém bodé.

Dikaz: 1. Usekova vlastnost se podle definice vztahuje jen
na realné body kiivky I". Probiha-li bod M kfivku I', probiha
bod M, soumérné poloZeny s M podle stfedu tétivy, vytaté na
piimce MP kruznici k, kiivku I3, kterd se shoduje s I' ve viech
realnych bodech. Pon&vadZ algebraické kfivka je svymi redlnymi
body jednoznalnd urdena, je Iy = I, t. j. Gsekova vlastnost se
vztahuje na viecky body knvky I.

2. Obecné pifmka svazku (P) protinad kfivku I" mimo pél P
_h dvojic MM’, takovych,

Ze kaZidou z nich prochazi jedna kruzmce svazku (S). Obecnd
kruZnice svazku (8) protina kiivku I"mimo kruhové body v 2n—2f
prusedfcich, které lze seskupit do » — r dvojic; z nich kada lexf
na piimce svazku (P). Touto Gvahou dochdzime ke skuteéné ko-
respondenci vzhledem k poznimce 2.

‘Yéta - 2. Pro P == 8 jsou mozné tyto korespondence

je-li n liché:
~ n—1-\ n—3 )\ .
( - ,1),(.2 3)

v n — h bodech, které 1ze seskupit v L
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je-li n sudé:

n—2 )\ [n—4 \
LR
Diikaz: Zvolme piimku PS za osu z, pél P za poéatek sou-
stavy soufadnic. Vytvorujici svazky (P), (S) dané kiivky I'" maji
pak rovnice:
(P) y—iz=0, (1)
(8) =+ y*— 28z = pu, 8(s,0), s +0.
Korespondence (x, #) mé rovnici:
1= @i(A) + po—t @A) +. . .+ @A) =0, (2)
kde gp(4) jsou polynomy v 2 stupné nejvyse f a aspoii jeden z nich
je stupné f. Rovnici kiivky I' dostaneme, dosadime-li do (2) za
A, u z rovnic (1) a znisobime z8. Vyjde:

(2 + y*—282)"ps O, y) + (2* + y* — 282)* Pz, ) + . . . +
+ y)(z, y) = 0, ()
kde ys(z, y) jsou bindrn{ formy stupnsg S.

Ktivka (3) je totoZnd s danou k¥ivkou I'. Nebot ]mak
by obsahovala kiivka (3) trividlni souddsti, t. j. elementy svazkd
(P), (8), a to takové, kterym neodpovidaji v druhém svazku uréité
elementy, t. j. takove které obsahujf body base druhého svazku.
To je viak pro svazek (S) jedin& kruZnice % + y* — 282 = 0 a _pro
svazek (P) dvojice 1sotrop1ck5rch piimek 22 + y% = 0. Je zre]me,
%e leva strana rovnice (3) neni délitelnd vyrazem z* 4 y — 2sx
ani (v duisledku nesoudélnosti forem yyg) vyrazem x® + g2

-Plat{ tedy pro stupeﬁ kiivky I

n = 2x + f.
Jetto =1, je < . Odtud plyne véta 2.

Analyticky vjrsledek ziskany v diikaze véty 2, je tento:

Véta 3. Kiivka I, vytvofend svazky:
\ - - (8) 24 yr—28z =y,
mezi nimi% je korespondence (x, §), mé rovnici:
(2% + 7 — 282)* @ + (22 + y* — 202~ g - ..+ g =
kde yp jsou formy stupnd g.
" Tato kf¥ivka je nejobecn&jdi algebraicks k¥ivka s tse-
kovou vlastnost{ pro P == 8. .

_ Yita 4. Pro P =8 (ki"kay stfedovs soumérné) jsou
' moiné tyto korespondence

..



~je-li n liché:

(5 o) (5

3); cees
" jeli n sudé: |

(n;2 + a,'2);.(n_4+ o, ) cen
kde 6 =10,1,2,...; 20X < n.

Dukaz: V tomto pi{padé lze totiz kratiti rovnici (3) vyrazem
(2* + y*)° za piedpokladu, Ze formy vy jsou délitelny vhodnymi

mocninami dvojélenu z? + y* Po kraceni rovnice (3) vyra,zem
(::;2 + y’)" dostaneme rovnici kfivky I t. j. pro jejf stupen plati:

n=2x—o+ p.

Odtud plyne véta 4 podobné ]ako véta 2.

Pozniamka 3. Jak znimo, mé kiivka stfedové soumérnd
podle potatku soustavy soufadné rovnici, v niz se vyskytuji jen
sudé mocniny homogenisujici proménné z. -

Na zakladg téchto obecnych vysledki prozkouméme v dalsim .
ki"ivky s tsekovou vlastnosti nizkych stupiii.

Véta 6. Pro P == S neexistujf kromé& kruZnic svazku (S) '
z4dné kuzelosedky s isekovou vlastnosti.
Ziejmé podle véty 2.

Yéta 6. Pro P == S je kubika s tisekovou vlastnostl
cirkuldrnf a jejf asymptoty se protinaji v pélu, ktery
lezina k¥ivce. Je vytvofena projektivnimisvazky (P), (S).

Dikaz: Podle vity 2 je pro kubiku jedind moZnost korespon-
dence (1, 1). Podle véty 3 ma kubika rovnici:

(x® + y* — 2sz) (ax+by)+cx+dy=0.
Z jejiho rozboru plynou ostatn{ vlastnosti.

Na obr. 2 je zobrazena kubika I'; s tsekovou vlastnosti pro
P == 8. PHmka PS (osa z) je zvolena za jeji reilmou asymptotu,
osa y za tenu(inflexnf) v bod® P. Déle je kubika déna prisedfky
Ag, B, primky Ps (X pyx = 456°) s kruZnici k; svazku (S). Ke
konstrukei je uZito projektivnosti mezi svazky (P}, (S),.v niz
odpovida ose y kruZnice k,, ose z dvojnésobn4 nevlastni pifmka k,*
piimce p; kruZnice k, Libovolné dalsf kruZnici %, odpovidajici
, primka Py S€ sestro;i podle rovnostx dvo;pomérﬁ Plati:

_32

’

(Lls ka ’ ks’ k&) = r,2 — g2

kde 7 ]e polomér kruimoe Feg. Pruseéikem Q kruzmce k, 8 osou Y
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vedme rovnbbéiku s osou z: tato protne piimky p;, p, resp. v bo-
dech @, @,. Pak plati:

(¥, z, 3, Pa) =

4 o _ Qle.
//_$’p: P (Qh Qz ’ QS;AQA) - QlQA
- > Jeito Q,Q;* = r,2 — s2, ply-

ne z rovnosti dvojpoméru:

Q@ - Qs =1 — st
— (4 — s?%) je mocnost bo-
du P vzhledem ke kruZnici
k,, dale plati PQ, = Q,Q..
OpiSeme tedy ze stiedu P
kruZnici » polomérem PQ,.
Priseé¢ik kruznic x, k, spo-
jime s pélem P a pruseéik
této spojnice s kruznici k, je
Obr. 2. bod R, pro néjz plati PR =
= @i¥s.

Yéta 7. Pro P =8 je kvartika s isekovou vlastnast{
" eirkuldrni a odpovidd korespondenci (1, 2). P61l je dvoj-
nisobny bod kvartiky. Mimoto spliiuje kfivka jednu
z podminek:

a) jeji asymptoty (v nesing. bodech) se protinaji
v pélu;

b) m4 v kruhovych bodech singularity.

Duikaz: Podle véty 2 je jedind mozna korespondence 1, 2);
podle véty 3 je rovnice kvartiky:

(@* + y* — 252) @ + y: = O, (4)
kde g, y, jsou kvadratické formy. Z jejiho rozboru plynou dalsi
vlastnosti.

Mezi témito kvartikami jsou konstruktivné zvla$té jednoduché
ty, které maji v kruhovych bodech singularity, nebot prechaze]i
kruhovou inversf v kuZelosetky. Lze je sestrojiti na zakladé vt 8, 9

Véta 8. Kvartika I'y s tisekovou vlastnosti s dVO]na-
sobnymi kruhovymi body pi‘echam kruhovou invers{
o stfedu P v kuZeloseéku, pro niz udiavajf teény kvartiky
v bodé P sméry asymptot. Primér této kuZelosetky,
prochizejici pélem P, je polarné sdruZeny se smérem
kolmym k PS.

Dikaz: Rovnice kvartiky je rovnice (4), kde ¢, = 2? + 2, t.j.
“(2® + y* — 282) (2 + ¥?) + aa? + 2bzy +oyt = 0.

T~
___A’_—--— CE ——. o ol
P -0 "~

Nz -
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Inverse se stiedem v P a polomérem r Fidici kruZnice preva.di
kvartiku v kuZelosetku:

_ " ax? + 2bxy + cy? —2r%sx 4 rt=0. - )
Osa y protiné kuZelose¢ku (5) v bodech U, V, soumérné poloZenych
podle pélu P, t. j. bodem P prochdz{ primér sdruZeny s tétivou
Uu,Vv. . I
Véta 9. Budiz v kolmice vedena p6lem P ke spojnici PS.
Je-liinversni kuZelosedka ke kvartice I'y elipsa e, p vzda-
lenost jejiho sttedu C od pélu P, o Ghel < CPS, plati:
a) stfed C leZi na té%e strané (na opadné strans) pfim-
ky v ]ako bod 8 (nez bod 8), protlna -li elipsa pfimku v
imaginarné (redlné);
b) délka priméru sdruZeného se smérem v je: -

. ——1'2
. oS COS w

'Dﬁkaz: Stied C elipsy e mé soufadnice:

r2sc r23b
Ly — — -_ _ — 6
0 A yo A ( )
kde A = b%—ac <0, t. j. sgn 2, = + sgnc; odtud plyne prvni
dast véty.

Je-li (z;,y;) jeden krajni bod préiméru na CP, dostaneme

feSenim rovnice (5) s rovnici y = —

r2c A
X — Xy = =X 2-}—-—-,

. zb - A
h—Y=— Z—A—Vsz + %,
t. ‘j. '. ) . . ’ N
. . a2 . ’
m = |[(& —2)* + (5 — %)* = Z&Vbz + 2. Vsz +

Po dosazeni za b, ¢ z rovnic (6) vychazi:

A,
c

m = on2 + ¥t Vl _
sz,
Tuto rovnici upravime dosazenfm: - - :
e _V“’o + Y%o*, % = @ Cos ..
Podobné véty lze odvoditi i pro inversni hyperbolu a parabolu
Na obr. 3 je sestrojena kvartika I, danid imag. te¢nami
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v bods P a redlnymi- prisetiky U,, V, s pifmkou v. Ne]prve se

sestro;f primér CP ]ako stvrty harmomcky paprsek k danym
tetndm a piimce v. (Tato
konstrukce je na obrizku
vynechana.) Na tomto pra-
méru zvolime bod C (viz vé-
tu 9a). Podle Euklidovy vé-
ty sestrojime délku:

g =)/—spcos w.
Podle véty 9b plati:

m:g=Vq2+r2:q

Vyjde nam m, r, jak patrno
z obrazku. K bodim U,, V,
sestrojime inversnf body U,
V. Elipsa je pak uréena pri-
mérem a sdruZenou tétivou
U, V.
S . Poznamka 4. Jeito

T _ pii dané inversi zavisi délka
= praméru lezictho v CP jen
na pologze stfedu C (viz vétu
9b), je mozné, lezi-li' C na
© PS8, zvoliti body U, V tak,
aby elipsa e se libovolné bli-
Zila kruZnici, sestrojené nad
timto primérem. Inversni
kvartika se pak libovolng
malo 1i§f od inversn{ kruzni-
ce (obr. 4).

Yéta 10. Pro P £ 8
je kvartika s tsekovou
y vlastnosti vytvofena

. Obr 4 . svazkem kruZnic (8),

: ' rojektivnim sinvoluef

paprsku 0 stredu (P). Nebot podle rovnice (4) je vytvoieni déno
rovnicemi:

x? + y*— 282 = p,
pps+ pp = 0.

Véta 11. Pro P = S ]sou dva druhy sextik s usekovou
vlastnosti

o w)sextiky odpovida]ici korespondencl (2, 2), ma]ici
¥ péiu P bod dvojnisobny;.
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b) sextiky odpovfda]icf korespondenc1 (1 4), majic{
v p6lu bod &¢tyFnasobny.
Tato véta plyne z vét 2, 3. Rovnice sextik jsou:

a) (2 + y?—2s2)2 @, + (22 + Y2 — 282) o + £, = O,
b) (2* + y* — 2s7) @y + yy = 0.

Do prvni skupiny patii kruhové konchoida jako kfivka s tGse-
kovou vlastnosti vzhledem k polu P a kruznici k o poloméru 7,
pii ¢emz useky, o nichz je fe¢ v poznimce la, maji konstantm
délki d. Je-li r = s (p6l lezi na kruznici k) a’d = 2r, rozpadd se
konchoida v kardioidu a kruZnici, coz divé p¥iklad dv0]1ce alge-
braickych kiivek, jez dohromady tvofi kiivku s tsekovou vlast-
nosti.

Kreslil J. Vygin. Archiv JCMF.

*
Uber eine Verallgemeinerung der Kreiskonchoide.
(Inhalt des vorgehenden Artikels.)

In der Ebene sei ein Punkt P und eine Kreislinie & (mit Mittel-
punkt 8) gegeben. Man sagt, dal eine Kurve I' die Abchnitts-
eigenschaft mit Bezug auf den Pol P und die Kreislinie % hat,
wenn zu jedem ihrem (reelen) Punkte M ein Punkt M’ auf dieser
Kurve I existiert, so da M’ und M zum Mittelpunkt der Sehne,
die auf der Geraden MP und in der Kreislinie & liegt, symmetnsche
Punkte sind.

:In diesem Artikel bestlmmt man alle algebraischen Kurven
mit der erwihnten Abschnittseigenschaft in Fallen, wo P und 8
identische oder verschiedene Punkte sind. Man bewelst .den fol-
genden Satz:

- Die. algebralsche Kurve I’ der Ordnung n mit der
Abschnittseigenschaft wird erzeugt als Ort des Durch-
schnittspunktes des Strahles im Biindel (P) mit der
Kreislinie, die den Punkt § zum Mittelpunkte hat und
dem Strahle. in der algebraischen Korrespondenz

n—h

5 T entspricht.

_ "Dabei bedeuten: k- die Multxphzmat der Kurve I' il Pol P
und r die Zahl der Durchschnittspunkte der Kurve mit der allge-
meinen Kreislinie des Biindels (S) im Kreispunkte. N

Besonders im Falle, wo P = S, sind die Kurven der dntten.
vierten und sechsten Ordnung behandelt worden,

117



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T13:23:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




