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Znazornéni cisel délkami a naopak.

Napsal

Dr. Jan Vilém Pexider v Praze.
(Pokradovant.)

3. Ka3dé dislo endzorniti lze wréitou délkou.

3. Veta. Cislo endeorniti lze nejvyse jedinow délkou, ¢ili kas-
dému &islu odpovidd nejvyde jeding bod na primce, odpovidd-ls
mu vitbec.

¥) F. J. Studnitka, O determinantech mocninujch a sestavnjch, p. 57.
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Bud ptedpokladem, Ze ¢&fslu A odpovidd délka OA na
pifmce a. Existoval-li by nynf kromé bodu A4 jesté jeden bod
A’, riznici se od A, jenZ by utvofil tentyz fez*), jemuz by tedy
odpovidalo totéZ ¢fslo, tu by na dseéce 44’ nesmél vyskytnouti
se Zdday bod otfslovany ¢&islem %—— coz dle véty 1. jest vylou-
ceno. Odpovida-li tedy &fslu délka, miZze mu odpovidati jen je-
dind. Cislo schopno jest oéislovati na prémece Jediny bod.

Konecénou a hlavnf otdzkou jest vSak, zdali kazdému &islu
redlnému odpovidd urtitd délka. Jednd-li se o éfslo vyjddiené
konetnym dudlnym zlomkem, jest véc evidentni: pomoci koneé-
ného poétu délenf a koneéného poétu nandSenf na pifmku obdrif
se piislu8nd usetka. Jak v8ak véci se maji pro cisla, vyjadtend
nekoneénymi zlomky dudlnymi? Dle jakého kriteria lze tu roz-
poznati, Ze i kazdému nekoneénému procesu odpovidd uréity bod,
¢ili, ze pro kazdé takové cislo skutetné existuje na piimce bod,
jejz jim lze oéfslovati? Na otdzku tuto odpovéd klade axiom
iplnosti. '

Bud predpokldddno, Ze by jistému irraciondlnému éfslu A
neodpovidal 24dny bod na piimce a**). Pak by bylo mozno priraditi
¢islu A novy bod, prohldsiti jej za existentni na piimce @ a tak
roz&ititi prvky geometrie, v nfZ zndzornéni ¢isel délkami md se
provésti, a to pouhym pfipojenim prvku sice nového, jenz vsak
jest téhoz druhu, jaky se v nf jiz vyskytuje. Pripojeni to jest
naprosto dovolené; nebot v geometrii takto rozSifené platily by
opét v8ecky axiomy I-IV. a V1, ¢&ili: byli bychom opét v geo-
metrii Euklidové, necht jiZ éislu A odpovidd néjaky bod anebo ne.
Nebyli bychom vSak v geometrii, zbudované na axiomech, uve-
denych na pocdtku uvahy, v geometrii, jez involvuje v sobé geo-
metrii Euklidovu; nebof pfipojenf to by odporovalo zdsadé upl-
nosti, dle nfz ku geometrickym prvkim neni moZnd ptFipojiti

*) Mezi ¢éisly %‘ .

*+) Bezpodminecénou pifpustnost predpokladu tohoto ujasnf si Etendf
dojista snadné sledovdnim logickych konsequenci, plynoucich z pFedpo-
kladu toho a soucasné z kterékoliv gruppy uvedenych axiomd geometrie
Euklidovy.
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prvky téhoZ druhu, jeZz by v nf jiZ obsaZeny nebyly. (Systém
axiomi I-IV. a V1 pFipoust! jesté takové piipojent, ¢ili geo-
metrie Euklidova nechdvd otdzku, zdali ¢fslu A skutedné odpo-
vid4 bod, otevienou: muze odpovidati, ale nemusi). Z toho plyne

4. véta: KaZdému Gislu redinému odpovidd wréity bod, &ili
kaddé redlné islo andzornits lze uréitou délkou.

Jeito véta V 3 jest na ostatnich zdsaddch nezdvisly axiom,
jest tim poukdzdno na nereSitelnost daného problému v geo-
metrii Euklidové, dokazatelnost jeho vSak v geometrii Hil-
bert-Euklidové *), jez de facto nenf ni¢im jinym, nezli dplné
vybudovdni obecn& platné a béinému ndzoru odpovidajici geo-
metrie na zdkladé tplného systému jednoduchych axiomd.

Obapolné jednoznaénd korrespondence mezi &¢fsly a délkami
jest nevybnutelnym pozadavkem analytické geometrie. Starsi
analysté povaZovali ji bud za samoziejmou, nezmifiujice se blize
o tom, pro¢ kazdé délce ptifadovali &fslo a kaziému &fslu délku
(vedlat je k tomu ucelnost), aneb pokouSeli se podepiiti ji vieli-
kymi ,dikazy“. Od let sedmdesdtych byla pochybenost b&Zuého
minén{ zjiSténa**), a tu pak mathematikové vyslovovali pfifadénost
tu axiomaticky (Weierstrass, Klein, ...) aneb piija'i do zdkladd
geometrie tak zv. axiom Cantorlv, jenz znf: Nech? existuje sku-
tecné kaZdy bod, jenf komvergujicim nekomenym procesem jest
definovdn***). Prof. Hilbert pak v novéjsich pracich svych ukazal,
%e neni tfeba pFifadénosti té dowmahati se zdsadou, jeZ snad by
se mohla zdati zdkladim geometrie ponékud cizi, nybrz Ze lze

*) Ndzev ten budiz dovolen. Jest to analysa geometrie Descartovy

**) Bois-Reymond r. 1882 [1]: ,... ich behaupte, keine Denkarbeit

werde einen solchen Beweis fiir das Dasein des Grenzpunktes je einem

Gehirn abfoltern, und vereinigte es Newton’s Divinationsgabe, Euler’s Klar-
heit und die zermalmende Gewalt Gaussi’schen Geistes“.

Lerch r. 1886 [1] p. 180: ,Nedd se vak nikterak dokdzati, Ze kazdé
limité ndlezf uréity bod (t. j. uréitd délka od pevného poédiku)“ a p. 231:
»ale nikomu pod sluncem nepodaif se dokdzati, Ze kazdému fezu pifslusi
jedind velidina, kterd je vétdi neZ vSecky veliéiny 7, a mensi nez viecka
P, t. j., Ze existuje bod urdity a jediny, jenZ separuje nekoneéné skupiny
bodl P, a P,. Nezbjvd nic, neZ pfijati tuto vétu za sprivnou, pravé tak,
jako predpokliddme tfZi, ether, fluidum®.

*#*) Viz k tomu pozndmku p. Lercha [1] str. 231.



127

axiomy geometrie a sice pravé té, jez jest podkladem geometrie
analytické, stanoviti a upraviti tak, Ze obapolné jednoznaénd
piifadénost mezi éfsly a délkami &ili ZofoZnost mohutnosti mnoZ-+
stvi Cisel redlnych a mohutnosti linedrného kontinua jest pouhym
disledkem, plynoucim logicky ze soustavy vytéenych axiomi geo-
metrickych. Jako mnozstvi &fsel redlnych, definované soustavou
axiomd arithmetickych, jest mnoZstvim perfektnim (perfekte
Menge), tak mnoZstvi bodd na iseéce (a timina ptimce), defino-
vané Hilbertovou soustavou axiomid, stivd se nésledkem zd-
sady dplnosti (V3) rovnéz perfektnim, kdeito v geometrii
Euklidové jim je$té nebylo. Proto také dikaz aequivalence mezi
obéma druhy prvki podatiti se nemohl, nemiZe a, je-li jaky
v geometrii Euklidové sdéldn, jest a priori pochybeny.

* *
*

Stanovisko Cantorovy theorie mnoistvi.

Hlub8iho poznédnf vytéeného problému poskytuje Cantorova
theorie mnozstvi*), jez ovldd4 a tiidi nekonetnd mnoZstvi prvki
v mnoZstvi rdznych druhd, uréitym zpisobem definovand. Druhi
téch ¢€ili rdznych mohutnost! mnozstvi jest libovolné mnoho.
Mnozstvi prvého druhu &i mnoZina spocetné nekonecud jest mnozstvi
vSech celistvych &fsel redlnych a s tohoto stanoviska i téch, jichz
prvky otislovati lze — s oboustrannou jednoznaénosti vzhledem
k obéma mnoZindm — v jakémkoliv pofddku &isly celistvimi.
Tak jest i mnoZstvi vSech ¢isel raciondlnych**), ano i v3ech
¢fselalgebraickych ***) mnozstvim prvé mohutnosti. Existujf vSak
i jind nezli spodetnd mnozstvi. Tak na pf. nenf moznd kazdému
¢islu irraciondlnému ptifaditi celistvé ¢fslo, ma-li se pouziti kazdé
jen konefnékrite. Mnozstvi &isel redlnych™ jest dojista jiného
druhu, vy88{ mohutnostif). Déle lze ukdzati, Ze kaZdé spojité
funkci jedné proménné pritaditi lze redlné &islo a naopak, t. j.
mohutnost mnoZstvi v8ech spojitych funkecf jest totoZuou s mo-

*) Cantor, G. [2], [8], [4], [8]: neb [6] a novejif [9] a [10].
**) Cantor, @. [7] p. 258.
#+¥) Cantor, @. [8] p. 250.

+) Cantor, G. [7] p. 259.
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hutnost{ redlnych &fsel &ili — vzhledem k axiomaticky kladené
aequivalenci mezi &fsly a body tsetky — mohutnost ta jest mo-
“hutnost{ linedrného kontinua. Existujf v8ak i mnoZstv{, jichZ mo-
hutnost jest vy$S{ neZli ob& pravé uvedené. Tak lze ukdzati, Ze
ani viecka redlnd ¢fsla nestalf, otislovati funkce jedné proménné
vithee, spojité i pretrzité. MnoZstvl véech funkei vithec md tudfZ
vy88f mohutnost neili linedrné kontinuum. Jsou vSak i je3té
vy88{ mohutnosti.

Piirozenou otdzkou tu jest dojista, zdali po prvé mohut-
nosti (mohutnosti spotetné nekone&ného mnozstvi) ndsleduje ihned
mohutnost linedrného kontinua jakoZto mohutnost nejblize vys3f
resp. kterd mohutnost viibec jest mohutnostf druhou, t.j. jakym
zpsobem definované nekoneéné mnoZstvi md tu vlastnost, ze
kazdd jeho tdst musi byti co do mohutnosti rovna bud celku
anebo mnoZstvi spodetnému? Cantorovi podatilo se stanoviti
presné mnoZstvi této druhé mohutnosti a sice jakoZto mnoistvi
véech typh v vplny porad wwedenych mno¥in prvého druhu [ Menge
der Typen der wolgeordneten abzdlbaren Mengen*)]. Cantor vy-
slovil tu domnénku velmi oprdvnénou, Ze mohutnost linedrného
kontinua jest bezpochyby touto druhou mohutnosti — mohut-
nosti vdech typd ¢ili vSech transfinitnfch &isel **). Otdzka tato
vSak dosud teSena nebyla a zlistivd jednfm z nejvétSich soucas-
nych problémi mathematickych ***), Obdobné naznaéil Cantor kon-
s'rukei tfet! a vy8§ich mohutnostf.

S tohoto stanoviska problém korrespondence mezi é&fsly
a délkami jest neobytejué jasny. Aby jich aequivalence byla
viibec moZnou, musely by mohutnosti jich byti identické, a tu
bychom pFedem miti museli pfesné definované mmoZstvi viech -
reslnych éfsel a viech moZnych bodd na p¥imce. Vsecka &isla
redlnd definovina jsou zndmou soustavou axiomf arithmetickych,
aviak vlecky body na pifmce soustavou axiomd geometrie Eu-
klidovy, jak bylo ukdzéno, definovény. — mejsow. V geometrii
Euklidové nenf tudf diikaz aequivalence mezi ¢fsly a body pifmky

*) Cantor [6] p. 39; té% [10] p. 226.
*#) Cantor [8] p. 258.
*#¥) Pokus 0 diikaz uéinil Tannery v Bulletin de la Soc. math. de France,
V. 12, (1884), p. 90; jest viak nezdvazny.



129

¢ili dikaz totoZnosti mohutnosti obou nekoneénych mnoZstvi vibec
ani moZny. Aby mnoZstvi bodd na piimce hovélo té zdkladnf
podmince v theorii mnoZin, ptipojil Cantor k axiom@im geometrie
Euklidovy svij zndmy a zde shora vyteny axiom geometricky,
prof. Hilbert pak svij axiom dplnosti. A teprve pak moZné jest
mluviti o aequivalenci mezi ob&ma druhy prvkid. Chtéji-li se
mathematikové vyhnouti témto Sir§fm dvahdm a ptece analytickou
geometrii v roviné pfesné zaloZiti, vyslovujf aequivalenci mezi
tisly a body axiomaticky. A to jest po vétSiné jich stanovisko.

V novéjsf dobé zabyval se otdzkou touto téZ mathematik
Ascoli*) a ukdzal, Ze jest nutno v zdklady geometrie zavésti
vétu, jiz nelze dokdzati, a sice vétu: ,Ledi-ls z nekoneéné po-
sloupnosts délek, konvergujicich k nule, kaZdd zcela wvniti pred-
chdzejici, pak existuje jeden, ale jem jeden bod, jen# leZt wvnity
viech téchto délek,“ jerz jest tud(Z axiomem, a sice zavésti ji
v tom pFipadé, Ze se poZaduje aequivalence mezi redlnymi ¢fsly
a body ptimky v geometrii Euklidové. Bud tedy vétu Cantorovu,
neb Ascoliovu, nebo Hilbertovu!

Se stanoviska theorie mnozstvi byl by problém aequivalence
¢isel a délek teprve pak tplné feSen, az by mohutnosti obou
téchto mnozstvi byly stanoveny. Kdyby se na pf. podatilo uk4-
zati, Ze mnoZstvi vech redlnych ¢fsel jest mohutnosti druhé
(alef-jedna) pak jisté na piimce nemd mista vice bodl nezli
v mnozstvi téZe mohutnosti (alef-jedné), nemd-li soustava geo-
metrickych axiomd I—IV a V1 pozbyti platnosti, t. j. pak by
aequivalence obou mnoistvi byla evidentnf a bylo by moZno
kazdému ¢fslu pritaditi urCity typ mnoZiny prvé mohutnosti
(alef-nula) &ili ¢fslo druhé tiidy Ciselné, a stejné tak kazdému
bodu ptimky — t. j. pak by bylo lze vSecka redlnd &fsia (resp.
viecky body pffmky) uvésti v takovy potad, ze pro kaZdé vy-
ttené &fslo (resp. kazdy bod) by bylo moZznd udati to &fslo (resp.
bod), jez jest onomu vytienému nejblize pFistf, konsekutioni,
tedy sporddati mnoZstvi &isel (resp. body na ptfmce) v takovou
fadu, Ze kazdy jeji dfl by mél prvy, vidy udatelny element.
Cisla, spotaddna dle své velikosti (neb body na pifmce), nejsou
v tomto smysle sefazena. Nebot, vytkne-li se na pifmce uréity

*) Ascoli [1].
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bod, tu nezndme prostiedkd udati bod, jenz jest onomu nej-
bliz§im, konsekutivnfm, takie &dst ptrimky, nalézajicf se za
onfm vytéenym bodem, nemd Zddného prvého bodu, ¢i mnoZstvi
onéch bodd zidny prvy element, a vytkneme-li néjaké ¢islo,
nedovedeme udati ¢fsla nejblize vétstho, atd.

Dosavadnf uvahy provedeny byly v ideilném oboru arith-
wetiky, jejiZ ptesnost jest neomezend, a v abstraktni geometrii,
jejiz logickd sprdvnost jest bezpodmineénd. V praksi vSak, pfi
skuteném numerickém potitini a pfi skuteéném mechanickém
méien{ jest ve jen pfiblizné pfesné a piibliZzné spravné. V praksi
bodem jest tecka, a pti poéitini nepracuje se s Cisly abstrakt-
nimi, nybrz s koneénymi zlomky, jimiZz lze ¢isla irraciondlnd
libovolué approximovati; v empirii spokojujeme se s piesnostf
omezenou a sprdvnost{ pribliznou. Mifsto bodu — tetka, misto
¢isel irraciondlnych — tak zv. E-funkce, misto pfimky — prouzek
atd. V tom tkvf rozdil mezi mathematikou precisni a appro-
ximatni. Approximacini mathematika jest viak ta édst védy ma-
thematické, jié se v praksi skuteéné pouZivd. Proto jest zdéhodno,
ptibliZeti i s tohoto stanoviska k mathematickym problémim.

Stanovisko approximaéni mathematiky.

Kazdé ¢fslo vyjadrujeme koneénym neb nekoneénym zlom-
kem. Zlomky dudlné jsou sice nejjednodusSi, v praksi pouzfvd
se viak zlomkd desetinnych. Lze tvrditi, ze kazdému &islu pif-
sludf jediny zlomek desetinny. Tu v3ak dluZno miti na paméti,

Ze vyloudena jest perioda 9, nebof jinak by &fslu
1) A-abe...n,

kdez A znaéi celistvé &islo a a, b, ¢, ... n kterdkoliv z ¢fsel
0, 1, 2, ... 9, ptisluSely obecné dva zlomky: privé uvedeny
a zlomek

@ A abe...n—1999. ...

Cislo definované zlomkem (1) a &slo definované zlomkem
(2) jest jedno a totéZ; nebof rozdil &fsla (1) a cisel posloup-
nosti
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Ad-ab..n—19, A ab...u—1Y9, A-ab...n—1999...,...

stivd se s rostoucim pottem cifer 9 libovolné malym. Nevy-

louéi-li se perioda 9, pak kazdé redlné éslo definovéno jest
nekone¢nym zlomkem desetinnym; staéif konetné zlomky pre-
méniti tak, Ze se zmen§{ posledni cifry o jednitku a pak se
kladou samé devitky. Vyloudf-li se, pak teprve spravné jest
tvrzeni, ze kazdému redlnfinu éfslu pifsludf jediny zlomek bud
koneény nebo nekoneény.

V praksi pouzivd se ¢&fsel k numerickému pocitini. Tu
v8ak neni moznd obecné& stanoviti ¢fslo irraciondlné desetinnym
zlomkem jinak, neZ-li ptiblizné, totiZ aZ na » desetinnych mist,
necht voli se n jakkoli veliké; do nekoneina pocitati nelze.
Nahrazuje se tedy v praksi &islo irraciondlné (nekoneény zlomek)
¢islem raciondlnym (koneénym zlomkem), jimZ lze ono appro-
ximovati patrnd do libovolné presnosti. Tak jest na pi. pocitdni
s logarithmy sedmimfstnimi numerické pocitani s ¢&fsly, jichz
piesnost sahd pouze k sedmému mistu. U osmého jest mez jich
pfesnosti a mezni hodnota (Schwellenwert), do které &fsla ta
logarithmy skuteéné piesné vystihujf, jest l—(l?

Obdobné jest tomu v praktické geometrii, p¥i méfeni, kre-
sleni atd. Precisnost, jiz tu vibec Ilze dosfci, konéf u urdité

meze: pfi méfeni délek stupiiovati lze presunost aZ na %) u

(o= 1—0150 mm). Chtelo-li by se jiti ddle, tu ohyb svétla v mi-

kroskopech s éotkami joité silnéji zvétSujicimi schopen jest
oklamati nase oko; jet vzdjemnd distance molekul hmotnych
asi -5% w. Fysikdlnf zdkony, jimZz svétlo a hmota podléhaji,
vykazuj{ tudiz mechanickému méfeni uréitou mes, za niz —
je-li prostfednikem méfeni oko a mikroskopy — nelze jiti. Ne-
miZeme odméfiti s presnosti neomezenou délku, nemiZeme na-
kresliti bod, nybrz tetku, ani édru, nybrz prouZek, atd.; v praksi,
pii méfeni skutetném, vie jest jen ptiblizné.

Misto ¢fsel irraciondlnych operuje se pfi numerickém po-
¢itani vyhradné s &isly raciondlnymi. Md-li piesnost jiti do
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n-tého mista desetinného, potitime s ¢&isly, jez lze ndsledovné
vytknouti. ZnatiZ z é&fslo raciondlné neb irracionilné, vyjddiené
desetinnym zlomkem. Symbolem E (z) znalf se obecnd -celistvé
éislo, obsaZzené v ¢&islu z; operuje se tedy v praksi vyhradné
8 ¢isly

E (10n . )

T

¢ili s E-funkcemq.

A nynf jest jiZ stanovisko approximaénf mathematiky ztejmé.
Kazdé E-funkei, iakozto &fslu raciondlnému, odpovidd uréitd tecka
— a tedy i délka, jiZ lze s pfesnosti, shora pro mérictvi vy-
téenou, na piimce odméfiti; a naopak. Kaidé fecce — resp.
délce, ji konéicf — odpovidd wurcitd E-funkce pri wréitém pri-
pustném n. Staéif méfiti do toho stupné piesnosti, Ze rozmér
oné tetky jest meznf hodnotou onoho méfeni. Tak tomu jest
pii zobrazovdni délek tuzkou na papffe, kiidou na tabuli. Ob-
dobné tomu jest pfi méfenf jinymi piistroji a na jinych pod-
kladech.

Co se tyte skutecného provedenf, zatne se zajisté tim, Ze
se na ptfmé linii zaloZ{ §kdla bodd, od sebe stejné vzdilenych;
na takovémto méfitku miZe se pak kazdy dflec déliti a nové
dflce opétné deliti, pokud se to prakticky vibec provésti di.
Pomoci takového métitka shleddme pak, Ze skuteéné kaidému
bodu pi{mky uréité &islo mizZe byti ptifadéno a naopak kazdému
¢islu uréity bod, a Ze zaleZf jen na subjektu, odhadnouti na
méfitku sprdvné ¢fslo; odpovidajief onomu bodu, resp. vyznatiti
co nejpfesnéji na pifmce té bod, odpovidajicf danému ¢Eislu
(raciondluému). Je-li vsak ¢islo to zlomek, jehoZz jmenovatel
jest pili8 veliky, tu myslime si, ze bychom snad pomocf jinych
ndstroji i tak jemné méfitko mohli provésti, Ze by odméfeni
onoho éfsla bylo moZné. Lze si ddle i myslets, ze by prFesnost
délenf a méfen{ byla moZnd do libovolné vysokého stupné; pak
oviem miZeme pronésti vétu, Zze kazdému éfslu vibec odpovidd
uréity bod na pifmce a naopak, ale nemohouce ji prakticky do-
kdzati, smfme vysloviti ji jen jako zdsadu. Tak déje se nynf
v modernich uéebnicich, na pF. v Serret, Lehrbuch der Diffe-
rential und Integralrechnung (pfeklad od Harnacka-Bohlmanna,
1897) v II svazku na str. 4.: Alsdann kann man das folgende
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Axiom aussprechen: Aziom. ,Die Gesammtheit aller reellen
Zahlen z und die Gesammtheit aller Punkte P einer Geraden
lassen sich durch unsere Messung eindeutig aufeinander beziehen ;
derart, dass jeder reellen Zahl ein und nur ein Punkt der Ge-
raden entspricht und jedem Punkte der Geraden eine und nur
eine reelle Zahl.“ . '

Korrespondence mezi ,Cisly“ a mezi ,body“ jest tedy v ap-
proximacni mathematice a geometrit oboustranné jednoznaclnd.
Jest to zkuSenost objektivné nabytd. (So fdngt denn alle mensch-
liche Erkenntniss mit Anschauungen an).

Opaéné, v kazdém oboru pokroéiti lze od ptesnosti ome-
zené a sprdvnosti priblizné k presnosti absolutni a sprdvnosti
bezpodminetné. Déje se to pomoci vhodnych axiomé: misto
bodéi-tetek zavede se axiomaticky geometricky prvek ,bod¥,
jenz nemd Zédnych rozmérd; misto Z-funkei zavedou se ab-
straktnf ¢fsla, nekoneéné zlomky, jichz piesnost jest neomezeng,
a tak obdobné dale. (Geht von da 2u Begriffen).

Na mfsté praktické védy médme pak idealisované pied-
stavy (pojmy) a soustavu logickych soudd. Co na pf. pfi kre-
sleni pokazdé ptibliZné& jest sprdvné, vyslovuje abstraktnf geo-
metrie s piesnosti absolutn{ a, je-li fo nedokazatelné, jako geo-
metrické axiomy. Nenf tim v§ak feteno, Ze by empirickd geo-
metrie neméla zdsad a sice jednoduchych.*) Rozdil vSak tkvi
v tom, %e v praksi existuji vZdy meznf hodnoty, kdeito v ab-
straktni védé Zddnych mez{ ptesnosti nenf. Ve v8ech praktickych
oborech vibec existuji meznf hodnoty pro presnost [Schwellen-
werte der Genauigkeit**)]. To platf o vSech fysikdlnich veliéi-
ndch, ano i o case.

To, co praksi pokazdé p¥iblizn& bylo piesné, Ze toti
kazdému ,bodu“ odpovidalo ,&fslo“ a naopak, to stalo se p¥i-
rozené pozadavkem i pro analytickou geometrii; nebof dojista
jest piirozené ptdti si, aby i v theorii platilo, co v praksi jest

*) Tak jsou na pr. zdsadami praktické geometrie: ,Duva body stanové
pHmku tim piesnéji, &m ddle le¥t od sebe“, ,Dvé p¥imky stanovi priseiny
bod tim presnéji, &m wvice se dhel, jimi sevieny, blit{ pravému*, ,Bodem, po-
lofengm mimo p¥imku, vésty lze k téZe jen jedimou rovnobéZku“.

**) Klein [9].

10
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béiné. Zde vzala asi piivod svilij snaha, zcela piesné dokdzati
7e kaZzdému bodu (ne jiZ v uvozovkdch) odpovidd &fslo redlné
a kazdému &fslu bod na pifmce. — Tak vznikly abstrakef a
idealisovdnfm i mnoZina Efsel redlnych i geometrie Euklidova;
zdkladem meni tu ji% empirie, njbrs zdsady a ideje. (Und endigt
mit Ideen; Kant).

Po dlouhou dobu — as dva tisice let — povaZovala se
geometrie Euklidova za naprosto sprdvnou i objektivné, t. j. Ze
prostor, vybudovany na zdkladé axiomi Euklidovy soustavy, md
tytéz vlastn. sti a vyjadiuje tytéZ mathematické vztahy, jaké md
resp. které existujf v prostoru, jejz na télesech vnimdme svymi
smysly, Ze tedy prostor Euklidiv a prostor skuteény se kryji
identicky. Byl to teprve Lobatevskij*) a s nim soucasné Bo-
lyai**), jiz otidsli virou v ebjektivnou platnost obecné uzndvané
geometrie. Stalo se to poddnim didkazu, Ze i na zdkladé axiomi
soustavy Euklidovy s vynechdnfm axiomu IV 1. vybudovati lze
geometrii a sice novou, obecné&jsf, v niZ neni logickych nesrovna-
losti, a jez ma tedy také mathematickou existenci a mize zcela
dobfe prdvé tak byti objektivné platnou pro prostor svétovy,
jak ji do té doby uzndvdna byla geometrie Euklidova. Novotina
ta zddla se svébo asu pifmo revoluéni, anof to bylo po Kan-
tovi, jenZ Euklidv ndzor o prostoru prohldsil za apriornou
formu naziract a tedy apodikticky platnou.

Vliv Kantovy nauky a ddvné tradice byl tehddz prili§
mocny, neZ aby se geometrie Lobacevského nebyla povaZovala
leda za ,akademicky projev mathematického ducha®, jejz viak
ostatné k niZemu nelze potfebovati. Ale odpadlictvi od nauky
Euklidovy jakoby byvalo lezelo jiz ve vzduchu: soudasné
v Uhrdch J. Bolyai a pired obéma Gauss***) dospél ve svém,
baddni o konstituci prostoru — ttebas jen v notickdch neuve-
Fejnénych — k témuZ vysledku, Ze totiZ neni moZnd dokdzati,
Ze uréitym bodem mimo piimku vésti lze pouze jedinou rovno-

*) Lobaéevskij [1], [2], [3], [¢].
*¥) J. Bolyai [1].
***) Gauss [1].
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bézku, a Ze pomocf opalné zdsady ,vésti jich 1ze vice“*) kon-
struovati lze novou geometrii, jeZ prdvé tak jako Euklidova

*) Approximaénf geometrie ué¢i, Ze bodem (4) mimo primku (a) po-
loZzenfm k této vésti lze jen jedinou rovmobézku. Jest to fakt, bezpodtu-
krite zjistény. Rovnobézka ta nenf vSak idedlnou prfmkou, majici délku
bez Siiky, nybrz jest rovnym prouikem, jenZ méd vidy koneénou, byt sebe
mensi 8ifku. Jest tedy otdzkou, zdali i v precisni geometrii tak tomu jest,
aneb je-li pifpustnou jesté jind moZnost. V praksi jest délka oné rovno-
bézky vzdy konecnou, prouzek ten jest pfiblizné teninkym obdélnikem (1 2 3 4).

a

4 1
3 4 2

Mysleme si body 1, 2, 8, 4 spojeny s bodem A idedlnimi pfimkami;
thel, sevieny pfimkami A1 a A2 (resp. A3 a A4) jest v praksi vidy ko-
neény, byt sebe mensi. Jest tedy otdzkou, jakou abstrakci dluino provésti
pri pfechodu do geometrie precisni? Jednou z moznych abstrakei jest po-
stulit Eukliddv. Druhou moznou jest viak ndsledujici: Rovnobézka v pravo
od bodu 4 jest idedlni pifmka 41, v levo piimka A4, a thel 142 (resp-
844) zdstane koheény (zcela uréité velikosti), ale tak maly, Ze jej v praksi
st8%t neb wibec nelze skonstatovati. Ucinfme-li A1 =43, A2 — A4, jsou pa-

trué délky 13 a 24 primkami, a obé jsou — definitoricky — rovnobézkami
bodem 4 k dané prfimce a. VeSkeré piimky vedené v prouiku mezi nimi
bodem 4 nejsou rovnobéikami ani neprotinaji pfimky a, a zovou se proto
divergentni. V3ecky ostatni protinajf danou pfimku a sluji proto konvergentni,
Zgsada takto vyslovend praksi nikdy nemdzZe byti vyvrdcena, je-li velikost
thlu 142 pod mezé praktického mé&reni; mohla by viak byti objektivné pro-
kdzdna, kdyby (na p¥. pfi astronomickjch délkdch) bylo lze uhel ten skon-
statovati. Geometrie, zbudovand na této zdsads, jest geometrii Lobadevského.

V praksi jest to v8ak kreslicimu dojista lhostejno, md-li si idedlni
rovnobézku mysleti uprostfed narysovaného prouzku jedinou aneb dvé, jeZ
zcela zapadnou do ploS§ky onoho prouzku. Proto v praksi kazdy pouZije
jednodudsf geometrie Euklidovy a jednoduchych poéetnich vzorc jejich,
i kdyby objektivnou platnost méla zdsada Lobadéevského. Jediné astronomové
museli by v tomto pfipadé pouzivati pii svjch méfenich komplikovanych
vzorch Lobacevského.

Pripad tento jest vhodnou ukdzkou toho, jak vznikaji geometrické
axiomy. Zésady ty jsou zkuSenosti vidy jen approximativné potvrzeny;
jedndtli se o velmi malé aneb o velmi velké rozméry, jest nase predsta-
vovani si v prostoru vznatné mife nepresné — béiou se tu patrné stredni
hodnoty. Proto kaidy axiom, jen% zkudenost{ v dostateéné mife piibliZné
jest doloZen, mus{ se zdati pfipustnjm; je-li jim ¢éi ne, o tom rozhoduje,
neodporuje-li aneb odporuje-li logicky zdsaddm ostatnim.

10°
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nemd v sobé& rozpord a jez tedy — jak jiZ podotéeno — stejné
jest oprivnéna byti objektivné platnou pro prostor svétovy.
Kterd z obou geometrif md v8ak tu objektivnou platnost ?

Tu jsme u otdzky, odkud a jaky mame ndzor o prostoru,
" u otdzky, na jejimZ zdklad¢ vyvinula se a b&hem &asu od filo-
sofie se oddélila novd véda: Metageometrie*).

Stanovisko metageometrie.

Co jest to ,prostor“?

Vidime télesa a prisuzujeme jim délku, §fFfku a vySku.
Z pohybovdn{ vime, Ze télesa jedna ustupuji a jind Ze zabfraji
jich mista; stdle ze zkuSenosti, pozorovdnim, nabyvdme predstavy
0 nétem, co ziustdvd pri vSech téch télesech, p¥i kazdém pohybu
atd. nezménéno — predstavy prostoru. Empiricky dochézime
védomostf o vlastnostech tohoto prostoru; snaZfme se védomosti
ty uspofddati a uvésti je na jednoduché tsudky, jeZ jsou pokud
moZno na sobé nezdvislé, by Zddny z nich nebyl ani celkové,
po pfipadé ani z &4sti zbyteiny, a aby v8em jich logickym di-
sledkiim opét zkuSenost ddvala za pravdu. Tak budujeme si po-
moci zkuSenosti zcela rozumové idew prostoru; nebof zdsad vy-
téenych dochdzime netplnou indukef. Prostor na nich zbudovany
Jest idealisovany a nemusi miti objektivnou platnost.

Tak vznikl z prvu Eukliddv nédzor o prostoru. Jeho axiomy
geometrické ¢éili na sobé nezdvislé hypothésy o konstituci pro-
storu nebyly vS8ak vytceny libovolné, nybrZ jsou to zkuSenosti,
o jich sprivnosti se v praksi stdle a stile presvédiujeme, takze
se ndm zdd, Ze jsou apodikticky szajistény, absolutné sprdvny.
Tohoto mfnéni — o apodiktické jistoté — byl Kant. **)

Kant povaZuje geometrii za védu apriornou, tvrdé katego-
ricky: Pojem prostoru mus{ byti a priori a subjektivny, po-
névadz geometrie jest apodiktickou, a geometrie musi byti apo-
diktickou, poné&vadZ prostor jest pojem a priori a subjektivny.
Proto Kantovi byla geometrie Euklidova geometrii jediné moZnou.

#) Russel [3].
**) Kant [1].
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Neni pochybnosti, Ze takovym kategorickym imperativem zghada
ta by byla velmi jednoduSe rozieSena. Jest v8ak otdzkou, je-li
to skuteéné pravda. Metageometrie ukdzala nesprdvnost prvé
z Kantovych thesf, druhd these zlistala kontroversnf. Tim v8ak
zdklad mys§lénky Kantovy — apriornost pojmu prostoru — nenf
oviem podvricen.

Empiristim jsou axiomy geometrické hypothésami, jez lze
prijati nebo nepfijati, ale jeZ jsou naprosto nutné, md-li geo-
metrie jako abstraktnf véda pfesné, védecky byti vybudovéna.
Geometrie takovd (Euklidova i neeuklidovské) jest pak védou
formdlnou, a nenf to Gkolem mathematika, rozhodovati, zdali
prostor, jak jej nazirdme smysly svymi, hovi Euklidové neb né-
které z neeuklidovskych geometrif. To jest ikolem metageometra ;
prostor, které geometrie de facto ptiléhd na prostor svétovy,
tu otdzku — jak Lobakevskij doufal — mohl by empiricky
teSiti astronom.

Objektivnd platnost axiomu rovnobéZek neni prokdzdna. Eukli-
dova Cili parabolickd geometrie neobsahuje v8ak v sobé Zddnych
logickych rozporti; proto skutecné uvddi v evidenci wathema-
tické vztahy, a jest tedy védou formélnou. Aviak tak tomu jest
8 pii ostatnich geometriich. .

Jako lze d4ti padnouti axiomu Euklidovau pro prostor své-
tovy — poutujef nds zkuSenost o vlastnostech jen nepatrné édsti
jeho — tak jest volno uiiniti totéZ s jinymi i ze zdsad I-V
i z definic prvki geometrickych. Geometrie Lobaéevského *) éili
hyperbolickd byla jen prvym krokem na této drdze; po nf nd-
sledovaly: geometrie elliptickd**), v niZz definice piimky ne-
obsahuje v sobé podminku nekone¢né délky a v niZ se tedy
v8ecky ptfmky skutetné protinajf, geometrie semicuklidovskd ¥**),
v niZ neplati axiomy spojitosti, geometrie nepythagorejskd ),

, v nfZ neplati axiom Archimeddv, plati vSak axiom sousednosti, atd.

Kterd z geometrif téch md objektivnou platnost, neni
otdzkou mathematickou. V tom ohledu specidlné budiZ pouks-

*) Lobacevskij [2], [3].

**) Riemann [1], Klein [1], [2] a [3]-
*+*) Dehn [1].

+) Hilbert [4].
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z4no na Milhaudovu préci ,La géométrie non-euclidienne et la
théorie de la connaissance* v Revue philosophique (1888)%).

Cantor vyslovil (dle sdélenf prof. Hilberta) domnénku, Ze
-z mnoZin jim konstruovanych redlnou, objektivnou existenci (v pif-
rode) miZe miti jediné mnoZina prvé a druhé mohutnosti. V tomto
piipadé existovaly by tedy v prostoru, pokud se tyée mnoZin
bodd, jen body diskrétn{ po pf. s body ,meznimi“ nebo pantachie
(prvd mohutnost) a pak ihned kontinuum (druhd mohutnost). Jet
jednou z obecné znémych vét Cantorovych, Ze n-dimesiondlné
kontinuum m4 tutéZ mohutnost jako kontinuum linedrné. Kdyby
skuteéné podatilo se, tiebas noetice, domnénku tu dokdzati, ne-
mohla by miti jind geometrie objektivaou platnost vyjma té resp.
téch, do nichZz prvky geometrické jsou uvedeny tak, Ze se vy-
skytujf pouze v mnoZindch mohutnosti prvé a druhé.

Dejme tomu, Ze by se dale podakilo dokdzati objektivnou
platnost rovnobézkového axiomu Euklidova a Ze mnoZina redlnych
¢isel jest mohutnosti drubé. Pak by bylo evideutnf, Ze tim aequi-
valence mezi body skuteéné pifmky a cCisly redlnymi jest zaji-
Sténa. AvSak skutetné platnd geometrie byla by pak Euklidova;
toz: ,Hle, zde jest diikaz aequivalence oné pro geometrii Eukli-
dovu !“ ) '

Mohl bych nechati &tendfe samotného domysliti se slabin
tohoto vyroku. AvS8ak snad by wmohl byjti ,hic Rhodus“. Ano,
bylo by jisto, Ze prostor skuteény jest Ewkliddv **), a krom toho,
Ze kazdému &fslu redlnému ptiraditi lze na pffmce bod. Byl by
to viak dikaz v geometrii Euklidové? — Ne! — Nedokazatelnost
néjakého vyroku v uréité geometrii znaci, Ze vyrok ten neni lo-
gickym disledkem axiomi geometrie té, Ze tedy jej nelze dokd-
zati nebo dedukovati bes prispéni novych zdsad, cizorodych vét,
na nichZ geometrie ta nebyla zaloZena. Vymezeni mohutnosti’
prvki geometrickych, jak by je v tom pfedpoklédaném ptipadé
poddvala geometrii theorie poznani, neni viak logickym disledkem

*) Dalsf odborné préce: Andrade [1], Ball [1], Bonnel [1], Calinon
[1], Holder [1], Lechalas [1] & [2], Mansion [1], Poincaré [1], Russel [1],
[2] & [3], Sorel [1], Tannery [1].

*¥) t. j. prostor, v némZ splnén axiom IV.
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zdsad soustavy Euklidovy, nybrZ véta na nich zcela nezdvisld,
novd zdsada, . jez pripvjena k soustavé Euklidové, nechala by
sice prostor Eukliddv prostorem, v némZ plat{ axiom IV., ale
soustavu axiomd by doplnila tak, Ze by takto rozlifeny systém
podstatu skuteéného prostoru vystihoval ptesnéji nezli soustava
Euklidova. Nebyl by to tedy dikaz doZadované aequivalence
v geometris Buklidové; nebot v té o vymezenf mohutnosti prvki
neni viibec Teci.

Vadnost vyroku onoho jesté siln&ji dokumentovala by Can-
torova theorie mnoZin. Aequivalence dvou mwuoZin neznamend
nic vice, nez-li Ze kaZdému prvku jednoho mnozstvi p¥itaditi
1ze jeden prvek druhého mnoZstvi a naopak; ale bez ohledu na
serazeni prokd obow mnoZin. Aequivalence, jak ji poZaduje ana-
lytickd geometrie, jest pojem mnohem uzsf. Z4d4 totiz, aby
¢islim sefazenym dle své welikosti odpovidaly body pifmky se-
fazené dle své konsekutivnosti. A to jest opét zndmd véta z theorie
mnoZin, Zze pfi uréitych, pfedem vytéenych sefazenich prvki
dvou mnozin kafdému prvku jedné mnoZiny nemus{ odpovidati
prvek druhé mnoZiny, a prece jich mohutnosti mohow byti iden-
tické. Jest tedy piipustno, aby ve vytéeném zde sefazeni pro
irraciondlnd ¢fsla 4, , ¢,, 4, ... neexistovaly na pi¥imee v pro-
storu Euklidové z4dné body, jeZ by bylo lze jimi oéislovati, a
by ptece mohutnosti obou mnozin byly identické. Ba, Cantorova
theorie uéi ddle, Ze ona irraciondlnd &fsla ¢, 4,, 4, ... mohla
by se vyskytnouti nejen v koneéném, nybrz i v nekoneiném
podtu a sice opdt nejen v mohutnosti prvé, nybrd ¢ v mnoZiné
o mohutnosti linedrného konfinua — aniz by aequivalence obou
transfinitnich mnoZin vzala viibec za své. Nebyla by to ovSem
oboustranné jednoznatnd korrespondence mnozin s dodatkem:
v sefazenf prvki jednéch dle velikosti a druhych dle konseku-
tivnosti — nybrz v jinych, a tato jind setazeni poddvala by
prilkaz o identité mohutnosti ¢isel redlnych a mohutnosti linedr-
ného kontinua. Mohutnosti byly by identické a prece by nebylo
lze zndzorniti kazdé redlné &islo délkou dle postuldtu analytické
geometrie. o ‘

Av8ak, i upustf-li se od objektivné platnosti geometrie
Euklidovy, na véci nic se nezménf.' Je-li mnoZina redlnych éfse 1
skutetné druhé mohutnosti, pak jest ji rovnéZ mnozina bo di na
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pifmce. To plyne z 1-ho odstavce éldnku tohoto (str. 18). Aequi-
valence tim jest zajidténa, ale nikoliv korrespondence v svrchu
vytéenych sefazenfch prvkd obou mmnoZin; nebof k tomuto jest
zapotfebf, aby ob& mnoZstvi byla perfektni, kdezto geometrie
Euklidova nem4 tohoto postultu mezi svymi disledky.

Necht tedy kaZdémw Cislu redlnému odpovidd na primce
bod anebo me, v prostoru geometrie Euklidovy ami listek se ne-
pohne. (PokraZovini.)

Pozndmka k differencidlni rovnici ploch
rotacnich.

Napsal
Dr. Antonin Pleskot,

professor v Plzni.

Jest zndmo, Ze integrdl parcidlnf{ differencidlnf{ rovnice
linedrn{

ig o I _
‘a_a‘:fl (x»'/rz) + D_y'fz (xa Y, 5) +'a—zf3(x’y; z) —_ O’

aneb rovnice

I Y R Y DETACY )

stanovi se tak, Ze urlf se integrdly soudobych differencidlnich
rovnic

@)

ve tvaru

de _  dy __  dz
fl (x7y’ z) —f2 (x?y’ 5) —fa (xi y’ 2)’

9, (%, 9,2) = Const,, @,(x,y,2) = Const,,
a Ze pak jakdkoli funkce
(@, 92) =0

jest obecnym integrdlem rovnice pfedloZené.
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