Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Milos Kossler
O tihlech nesoumértitelnych

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 52 (1923), No. 1-2, 73-78

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123259

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1923

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123259
http://dml.cz

73

O dhlech nesouméfitelnych.
Napsal M. Kossler

Uvahy o souméfitelnosti useek, ploch a objemi byly b&Zné
uZ u mathematikii starofeckych. Av3ak nesouméfitelnost tihlt, pokud
© jest mi zndmo, nebyla dosud studovdna. PFiCinou jest asi ta okolnost,
Ze diuikaz nesouméfitelnosti tiseCek lze Easto opfiti o jedinou rovmci
kvadratickou (na pf. u2 = 2a? pro thlop &tverce), kdeZto pfi ditkazu
soumé&fitelnosti tihlt jest vidy tfeba vySetfovati celou skupinu rov mc
algebraickych, obsahujici rovnice vSech stupiiil.

Poddvdm v tomto &ldnku nutné a postalujici podminky pro
souméfitelnost tihlit definovanych n&kterou funkci goniometrickou
s Gthlem = a nutnou podminku pro souméfitelnost libovolnych
dvou uhli.

Odvozeni téchto podminek jest zcela elementdrni. Pfes to vSak
nekteré disledky nejsou tak samozfejmé. Upozoriiuji zejména na
véty B, C a D. L

Ku konci ukazuji, jak lze uZiti vysledki zde odvozenych
k sestrojeni jistych potentnich fad s pfirozenou hranici.

*

1. Uhel o m&feny v mife obloukové jest souméfitelny s lihl;_m

=, jestlize plati rovnice
nmn

—
m

kdez m a n jsou celistvd Cisla nesoud&lnd. Jinak jest « nesou-
méfitelny s 7.

Pro takovy tihel jest tedy pomé&r @:x ddn Eislem irraciondlnym.
Je-li pfi tom ¢&islo e pfimo déno, jest otdzka souméfitelnosti ryze
arithmetickou a jest feSitelna pokud dovedeme o &islu e:7 roz-
hodnouti zda jest raciondlné &i nikoliv.

Jinak jest tomu, jestliZe e jest urfeno né&kterou funkei gomio-
metrickou na pf.

==

. ' cosa=-
Pak poslouZi ndm k rozhodnuti otdzky souméﬁtelnostn s uhlem
7 nasledujici zakladni véta: .

Jestlize tdhel o jest definovéan relaci
cos a@ = g,
jest nutnou a postacujici podminkou pro souméfitelnost jeho ..(4)

s @ vztah
(o4 iVi—g?)" =1,
kde? m znali jisté celistvé Cislo.
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Diikaz jest témé&F samozfejmy, nebof z relace 2me = 2nx,
kterd vyjadfuje souméfitelnost obou tihlft uvaZovanych, plyne ihned
cos2me--isin2mea=e*""
a to jest pravé rovnice (A).

Algebraicky vztah pro &islo g, obsaZeny ve v&t&€ A neni V)"'hodn)'r
pro numericky poCet. K tomu lépe se hodi relace ekvivalentni,
kterd vyplyne ze vzorce Eulerova platného pro kaidy tdhel e

m-1

sin2ma =sin @ 2 =1 (

\

2m~r—1 \2m—r -1
r ) (2 cos @) ,

r=o0

uvdZime-li, e pro @ souméfitelné s = a pro vhodné volené m

musf byti sin2ma=sin2nn=0.

Klademe-li tedy (2 cos (Z)2 — 4 Q‘Z F— /)2

obdrZime rovnici
m- 2m—2\ 2m—3\ m-3 m-1
X 1~( 1 )’7 ;2+( 2. )W*---Jr—(—-l).m:O...(l)

Jen tehdy spliiuje-li ¢&islo % pré\'é definované tuto rovnici, jest «
souméfitelné s ». Pfi tom jest m pfedem neurlené Cislo celistvé.
Upottebitelnost tohoto kriteria ukdZeme na zvldStnich pfipadech.

Je-li ¢ Cislem transcendentnim, jest jim patrn& i % a tedy rovnice
(1) jest nemoZna. Tak na pf. tihly urfené vztahy

cos a:—l,cos ﬁzl 1
o . » 7 e
‘jsou nesoumé&fitelné s dhlem .
Mén¥ samozfejmy a dosti obecny pfiklad vysloven jest vétou:

Ze vech thlfi urdenych vztahem cos ¢ = Vr,

kdeZ r jest libovolné &isio raciondlné < 1, jsou soumé-
fitelné s dhlem 7 jen ty, pro n&Z plati

evo=o. Yo Vi Vi Ve

Dtikaz této vity provedeme tim zphisobem, Ze zjistime, které
raciondlné kofeny miiZe miti rovnice (1), Dosadime-li tam

..(B)

n="
‘kdeZ p a ¢ jsou nesouddlnd Cisla celistvd, obdriime po ndsobeni
&islem gm=2. p™ ' -

7 = &islu celistvému.
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To v3ak jest moZnd jen tenkrdte, je-li g=1 a tedy % &islo
celistvé. Z toho vyplyva pro cos « relace
\‘ -4 costa=p,
ktera poskytu;e redlnd feSeni pro « jen v péti pfipadech
p=20,1, 23, 4.
ProtoZe pak prislu$né thly- jsou vskutku souméfitelné s = a
protoZe &islo r ve v&t& B jest urfeno rovnici

r—_':*p*y.

jest tim vé&ta B dokazana. '4?
Z'toho plynou ihned tyto dva dasledky pro theorii trojiihelnika:

a) Jestlize dvé strany pravothlého trojahelnika jsou &isla sou-
méfitelnd, jsou thly jeho &isla navzdjem nesouméfitelnd. Vyjimku

tvofi trojtihelniky pravouhlé s tihlem ginebo %

b) V kosotihlém trojihelniku nemohou byti soutasn& v3echny
strany souméfitelné a vSechny thly souméfitelné, Jedinou vyjimku
tvofi trojihelnik rovnostranny.

Prvni z téchto v&t jest pfimym dusledkem B, kdeito druhd
-dokdZe se snadno pomoci. vztahu

a2——b2—|—c~~—2bccosa
a véty B, cof pfenechdvdm C&tendfi.

Bylo by snadno -tvofiti pfiklady daldi. Omezim se v3ak na
vyteni nasledujici dosti obecné véty:

Jestlize 1hel « pfi zavedeném oznaleni jest urCen
rovnici algebraickou s celistvymi koeficienty

N +a, .. 4 a, =0 ...(O)
a je-li T @>1,a4 %0,
- jest @ nesouméfitelno s .

Podle rovnice (1) jest totiz pfi- souméfitelnosti @ a = &islo 7
~ celistvyym. Cislem algebraickym. Stim jest ve sporu rovnice (C)
: ]esthie ov3em pfedpokldddme, Ze nelze ji kratiti Cislem a,.

2. Obrafme se nyni k otdzce, kdy dva uhly e, ﬂ]sou vzdjemn&
soumé&fitelné. . Okolnost ta vyjadfi se rovnicemi

2ma=2np,

Gili - (cos @ - i'sin @)?>™ = (cosﬁ+ i sin B)*",
coZ jest obdoba véty (A).



76

Uzijeme-1i citovaného vzorce Eulerova na vztah

sin2ma==sin2np,
obdrzime pfi oznaleni

(2 cos a)? =1, (2 cos B) =+
rovnici pro applikace pohodlné;§1

|'*2"(‘1—12@(«1)" e (ST =
T ., ‘ )
= 19(@—9) Z(—1)r gn-r-1 (’2n~rf'—l)

r=o

Tato podminka jest pro souméfitelnost samoziejm& nutnd.
Lze v8ak snadno nahlédnouti,- Ze postalujici neni, nebof z rovnice
(2) vyplyvad pouze rovnost sinti ,

‘ sm2ma~—str12n,3
kterd nikterak nemusi vésti k rovnosti uihli. Nedostatek tento dal
by se odstraniti tim, Ze k rovnici (2) bychom. pfipojili dal3i vyply-
vajici ze vztahu
2ma—2ng

2o, @

platného pro kazdé celistvé k, jestlize a a § jsou souméfitelné.
Tim bychom si zjednali podminky nutné ‘i postadujici. "Vzorce
vysledné jsou v3ak madlo pfehledné a proto je zde nevypisuji.

Uvedu jediny pnklad riznd zobecnéni si-&tenaf snadno sam
sestroji.

_ Jestlize ve dvou Pythagore]skych troluhelmcnch uréenych
celistvymi nesoud&lnymi &isly

pPt+q.2=r? Pz‘z—l*ngzfe?' ,

jsou pfepony r,, r, &isla nesoudélnd, jsou ostré thly obou

trojihelnik(t jak mezi sebou, tak s ihlem = nesoumé&fitelné.

V zavedeném oznaleni jest totiz

__4p’ __4p?
T b= Iy

sin

.. .(D)

———— 2 s

‘S 72 TGN 4 3 9 ’
Vrasn="00 ysa—s)= 0.

Dosadime—h do rovnice (2) a odstranime-li zlomky, obdrzime
vztah

2m—1 2m—2 ( 2n-1 2n—2 )
Pr1dy - 24r*M) " = \pyq. . 2412 N)r?m,
kdez M a N jsou celistvd &isla. :
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© 2m—1 2m-2

Z toho plyne, Ze p, q, . 2 jest délitelno Cislem r,2. To vSak
jest moZné jen tenkrite, je-li r, mocninou &isla 2 nebof s p, a ¢, jest
-r, nesoudélné. Z toho plyne ddle, Ze p, a ¢, jsou licha Cisla. AvSak
takovy Pythagorejsky trojihelnik jest nemoZny, nebof mocnina
dvojky nemiife byti rovna soutu &tverclt dvou lichych &isel.

Pribefeme-li jeSt€¢ v&tu @), mame ndsledujici vysledek:

V uvaZovanych trojihelnicich jest kterdkoliv dvojice uihlit nesou-
méfitelnd. Vyjimku tvofi dvojice uhlir pravych.

3. V anka ,Potendni Yady s ptirozenou hranici a jejich
pokraZovani ve smyslu Borelové“, ktery bude otist&n, jak doufim,
v Rozpravich Ces. Akad,, dokézal jsem v&tu:

Jestlize potencni Fada

N f)=a +a x+a x2...
pfedstavuje meromorfni funkci s jednotkovou kruZnici konvergen&n{
a jsou-li ¢isla ¢, definovdna vztahem
' . 1
| = a—beosna
kdeZ  jest dhel nesouméfitelny s =, md potentni fada

FX)=me+a o x+aex+..
jednotkovou kruZnici svou pfirozenou hranici.

On a>b

Na ziklad& tvah v odstavci 1. mohu nyni &isla ‘g, voliti ve
formé& zlomki raciondlnych. Nebof thel ostry definovany vztahy

cos a= 3, in 4
0s a= . sine=g
jest podle véty B nesouméfitelny s =.

Kosiny jeho ndsobkfi dény jsou vzorcem J. Bernoulli-ho

2]
N — Z - n \n—2p . 2p x:1:
cosna p=0( 1)p (Zp) (cpsa) (sz(z e)™ ¢ili
n
[’z‘] 5
: 3.4¢%r
A = 2 (—1) () 2=
S cosna p:o(‘ ) (2p> 5
- " Cisla ¢, jsou tedy racionaln, jestlize volim také a a b racio-
ndlng Obecnéji mohli jsme zvoliti za thel a ostry thel libovolného
. trojihelnika Pythagorejského. .. : '

*
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Sur des angles incommensurables.
"(Extrait de Particle précédent.)

Considérons un angle « donné par la relation 5 =4 cos® e.

1. La condition nécessaire et suffisante pcur que 'angle a soit
commensurable & 7 est quon puisse trouver un entier m tel que
Téquation 2) soit satisfaite.
~ Voicideux exemples particuliers: a) Soit » un nombre rationnel < -
1. L’angle donné par I'équation cos « =Vr nest pas commensu-
rable & n. 1l y a exception seulement pour les valeurs

cos a = 0, Vi.\/i,\/i vz_‘ .

b) Si a,>1, a,, a,,...,a,+0 sont des entiers sans diviseur
commun, I'angle défini par le relation

a, 7" +a, 77"*1+"'+an:0
n’est pas commensurable a 7.

2. Soit donné un second angle 8 par la relation 3 4 cos? B.
La condition nécessaire pour que les angles a et § soient com-
mensurables est qu'on puisse trouver deux nombres entiers -m, n
. tels que I'équation 2. soit satisfaite. ‘

3. En faisant usage de ces théoremes, on peut construire un

nombre quelconque de’ séries de puissarices f@=Z a,, 2" aux

coefficients rationnels, pour lesquelles le t:erc}e au rayon égal
a lunité est la frontiere nature]le

Osovy problem ploch stupné druheho
Napsal Jos. Kounovsky.

1. Mdm na mysli plochu, pfi jejimZ urleni nebyla rysovdna
%4dnd kuZeloseCka, na pf. fidici kuZelosetka plochy kuZelové nebo
diametrdini ¢i obrysovd obecné plochy druhého stupn&; v t&ch
pfipadech by se provedla konstrukce os pomoci nékteré z.t&chto
jiz narysovanych kuZelose&ek, jak ukazal pan profesor J. Sobotka*)
ve své obsaZné a cely osovy problém ploch druhého stupné tplné
~ vyCerpdvajici studii, které by konstruktér jist€ za tim (xéelem uZil.

¥) ,Beitrag zur Perspective des Kreises und anschliessend zur. Cog-

struction der Axen und Krei<schnitte fiir Flachen zweiten Grades.“ Sitzungs-

%enchte gg(e)r Akademie der Wissenschaften, sv. 109, oddél il a, str. 583—614,
idedi 1 .
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