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)
kde K=K+ Lo+ Mo +— o

()
(1) L =L — 2Mo -{- 3w?
()
M =M+ 30
jsou invarianty svazku bilinedrnich forem
(1)
A — JE
vzhledem k transformacim, jeZ nem&ni formy E.

Ze vzorce (57) tedy vypiSeme transormovany systém singu-
larnich relaci

L® m

R S PP 1‘2_6 e = M 1,,=0

i
) (1) Lo KO _

62)) e 1y — Myt .+ e e e — e, e, Iy =0
KW®

+ ety ¢+ .+ . e, T2 + . =0
16y

kde r, « (i, Kk = 1, 2, 3) znati nové transformované periody.*)

Mame tedy poutku:

Nedegeneruji-li vSechny Abelovy funkce, jichZ periody splituji
singuldrni relace (54), v Abelovy funkce méné nez tri proménnych,
lze najiti takovou obylejnou (nesinguldrni) linedrni transformaci
period, Ze transformovany systém singuldrnich relaci md tvar (59).

Podotykdm zvIast&, Ze v systému (59) schdzi nejen Cleny kvadra-
tické, ale téZ Cleny bez proménnych.

Drispévky k theorii nékterych transcendent
poctu integrdlniho.
Pise M. Lerch.
(Dokonceni.)

Isolujme v (I} ¢len n = 0 a u ostatnich uZijme rozkladu
Pt =1+ it st gy OO
kde ¢ = a-b; vyjde

lr@+x)—9@] lplc—a—x) — 9]
—lg@—9@llpc—a — 9@l

. * Sryv. O systémech singuldrnich relaci . . ., Casopis pro péstovini ma-
tematiky a fysiky, ro¢. 48., str. 43-56.
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ST R 1
h,.l(c -1 "'ic-{—n—I)X

1 1 1 1
(nja+n—+—c—a “nda-—x n- c—u—x”

coz se ponékud zjednodudi substituci x za @ - x:

) ¢ @lgc-x)~q-lr@ -¢@llrc a) (9(c)

(m){zf (]J‘ e N b

PRV c+n—1
' ( T, 1 1 1 7)
§ mra ndc—a nd-x ndec—x’
Proa o je

r@ly (©)— ¢c—a) ~ — ¢ (),
tedy vychazi

[y () —¢©)] ¢ (c—x)—¢ ] — ¢ ()
(29) — (! | I 1 N
l(c+c+l oot c+n—l)/<

(l I R B 1 )
nTndc ntx n+ec—x
Vratme se k (ll), derivujice ob& strany dle a i b:
¢ @-x)¢ 0—x)—q (@ 9¢ )=
> 1 !
e T
4 q +b+n) (a+nye I b -ny
_ 1 B 1 J
(30) x+a+n  (b—xnp?

N 1 , 1
+ ‘('; g (aTb—i—")(a—}-nTb—{—n

e R R
x+a-tn b—x- n'" .

znamendme-li

1 1 1
b= g1y +(n+2)s + (n3) R
tak¥e ¢ (s) = & (5), mime

2

P @n+1)= ¢/(1)~Tﬁ=§n(2),
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o1
D=0 F2 =25 O)
a tak nam volba ¢ = b = 1 v posledni rovnici poda
N 1 1 2
g (14+x) ¢ (1 —x)= X G(2) - -—»)J
(40 7 (=D = 2 E@| T g T ]

@n Loy LTS Y
t2S a®( - A

volba a = b =1 v (II) ddvd podobné

@2) - 2 i 1 )
PN 0-x= 5 Gy (n_n—|—x_n——'.4\-’
ponévadz ;
l ] o 2 _ x\ 2xll'
n—x Tntx nT Sant?
vychdzi tak .
(33) SUEEENE A ekl
P42 g(-x)=—2 % A Ap= 87
1 n

To uvedme v souvislost s identitou

e(l+x)==( Hr+ LN,
jez dava v

— g (43 gl —x)= X (= 1)y E 1) 1) x+
‘a odtud u srovnani s (33) plyne

34 2k 1 )
@4 2h8= S (=)t @) iQk—rt1)
r=1

2 A =(@)2 2A=2:@ @ — G
24 =L@ 6 —200@) G + L@ ..

Pravou stranu (31) lze psiti

(35) S 7t N & (2) - & (3)
2 1;2[2.- X2t e Aoy == 20 ) n ,,z.'»rz—:‘z e

a obdrzime po nasobeni fad ¢'(1 1 x) @ ¢ (1 —x):
(36) x
2= N (1) (1) @k—v 1) EC+2) E@k—r+2)
.o
2,py=12.30Q@) (B —4L0)%
tislo 4A, — A, _t@ @
="

. je tedy raciondiné.
po
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Rovnici (14) pisme pro @ = 1, kiadouce x -1 za x:

ay g e 2= g 4 — g :“( l, ! .
149 g (2= (0 = O+ 2300 (-,

pravd strana md rozvoj
o k & ~ S A
SO Gkeycktyxr—28 1y s 40
1 1 o nhT
a tak vychdzi po pfimém vyjddfeni levé strany a stanoveni sou-
k
Cinitele pfi x:
37
1;\71 "(3 )‘ ) ‘ i ‘ ? ¢ (”)
SEeEN k= D=k Ik ED =23

kaeito srovndni soutinitellt pfi x dava
370 R X( Y 4
O r@ = S0m g X 1D g,
(I (0 i n*
¢im? ukdzdna platnost (37) 1 pro k= 1.
Rovnice (37) pro 2k:
2k 2

N

T L)L Re—r41) = 2k-+3) L Qk+2) — 2Ax
v=1
ddva ve spojeni s (34):

k

s . 1 i}
S ECWE@ 2w =, @43 L@k 2

u =

tedy bilinedrni vztah mezi &isly Bernoulliovymi
n—1 '
v (2n y .
(38) > (30) BuBow=@n+1) B
kde jsme psali ¥k + 1 = n.

Ddéle poskytnou tytéZ rovnice
(34%)

K 1
S ((2:'%—1)_':(2k—2u—“—1)=~2A2k+—;—(2k}—3) ¢ (2k 4 2).

1
Jinak urcuje (37) isla .
Sem=1) 1. o,
Ae=S P0G gy st —
k as) nE 2( I );( [ )
ko1
N L R .
1

té% pro lichd k, a sice jevi se v tom pfipadé
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(3) £(s) E(k+2)
_, jako linearni vyraz prvkd — 2 ka2

s racnonalmml soudiniteli.
Die toho obdriime téZ
i@ Le» M

a# o
. . s e A A A
jako raciondIn€ linedrni vyrazy veli¢in ., ., 7 ...
v ;b A
. 15.
Nekonefnd rada
eemxai

S* ) = \‘(U " Gmaiy ©©-"x-71)

kryje se v intervallu (0. .. l) s hodnotou upraveného Bernoulliova
polynomu, t.j. celistvé rac. funkce, kterd hovi podminkdm
1

§ 1) =8 )+ [ S ) ax=0,
0
jejiz pfimé vyjadfeni zni

k +1 xl.' vl k B“ .
St () =" _ N (— 1 Xk 1 2
k( ) k41 2 +.»=|,(2,3,..). (27'_]) 2
Okolnosti tyto jsou bez vyznamu pro uvahy, jeZ ndsleduji, duleZito
jest jeSt&€ rozliSeni hodnot k lichych a sudych, jeZ spolivd ve
vzorcich (0 < x =< 1)

. _ n=1 ) \;" sin 2mxm
(39%) ‘S*, x) = (-1 22 ﬂ] (2mn)2u+l
\:‘ cos 2mxm

| st = a2 £ oy

To pfedeslavie obrafme se k fadé Fourierové, kterou piSme ve
tvaru pomysiném _—
oc 2
(40) f () =3 Ane , 0< x <1,
pfi emz ! S

::Sof(z)e " dz.

Tento integrdl Am (pro m Z 0) pfetvofme dle vzorce pro &dsted-
nou integraci

(n) n_ 1 v (n v 1) (n)
guudz:').)(——l)u uJ—( I)Suvdz,

A r=0
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) ) 2mzai
v némi kladme ¢ =f(2), u =-¢ , tedy
2mzai (n " 2mz.ai
e v . I3
= v (=1 = — .
(— 2m mi)* -1u 2m aiy !
Tak obdrZime .
no 1 f(v]x(o) _,f(v) (@) 1 © 2mzer
An= 3 | \ eSO (2) da.
T @y T @miaye o)

Tim zpisobem se fada Fourierova pfevede na tvar
1

“01) s =\ rder
n\‘ 1 ' \‘\ ® ezrnx.u' ,
B — o) SO0 R,

kde R, (x) je novd fada Fourierova

E) x 2mx:xi (v — 2mazai
(40%) Ra() =30 """ (0" () 2
m= -~ (2’"”’.’"
aneb . 0
. TN 2mri(x 2)
(409 Ru(x) = \ fO@dsoe "
m ~ (2mai)r

o
podminky jsou pouze existence a spojitost viech vyskytSich se
derivaci v mezefe (0. ..1), a transformaci se pfevedla fada Fou-
rierova v novou, kterd obecn& rychleji konverguje, totiz R, (x),
a v konelny agregdt polynomii typu S; (x). Pfipona (0) u zna-
meni souttu ¥© zna# vynechdni rusivého &lenu m = 0.

Tento vysledek md svou zajimavost se stanoviska theorie
funkci. Predn& ukazuje, Ze hovi-li funkce f(x) (vedle spojitosti n-te
derivace) jeSt€ podminkdm f® (1) = f® (0), t.j. ma-li ona a jeji
derivace .az po (n-1)tov na zaZdtku a konci intervalu (0...1) hod-
noty stejné, vypadne zakontend Cdst a fada piejde na

f(x) = Ao+ Ra (%), .

t.j. Ra(x) jest aZ na stdly Clen identické s fadou Fourierovou;
pro takové funkce Fada Fourierova konverguje tedy stejn& rychle
jako harmonickd fada ¢ (n).

Uvedené podminky jsou splnény u funkce periodické

FE41) =Fx),

kterd je se vSemi derivacemi na oboru (0...1) konend. Tu uka-
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zuje nade tvaha, Ze fada Fourierova pro takou funkci konverguje
rychleji, neZ kaida fada harmonickd. Nas zde zajimd prdv& pfipad
opatny, kdy zakondend C4sf z rovnice nevypadne; tu piedevdim
mame pro Clen » =0

N, comerd Y sin 2mxn 1

N — \ "

) L= X = _ —x 0<x<!
v 2med | mn 2 : ( )

a tak vychdzi rovnice — uZije-li se rovnice (39) —
1

0

; 1

e =\r@de4 FO—7Ol & - )+
L O ) =70 ©)
RE »Ll ! S,* (x) T Ra (%)
a ta vzhledem ke spojitosti pravé strany plati v celém intervallu
©...1).

Prava strana (40%) se vyjadfi pomoci polynomi Bernoulliovych,
$tépime-li intervalna (0...x) a (x...1); v prvnim jex —z Z 0
a fada ma hodnotu

1 .
- (n— ])! Sn—l (X—Z),

v druhém dluino v exponentu psiti 1 4 x 2, ponévadi tato
velidina je mezi 0 a 1, a fada md hodnotu

! .
— (n—‘)!S" (14 x—2),
— (=1 Rn(x) = \;f"ﬂ @S, [(x—2)dz+-

0

t. j. mame

1

+{m@ s, 0+ x—2d

X
Vysledek ten pro nds vSak nema té duleZitosti jako bezprostfedni
vyjddfeni (40%). V malych obm&nich uvaZovali fadu. (40*) Ernst
Schroder,’) N. Sonin a C. Hermite.?)

1) Eine Verallgem. der Maclaurinschen Summenformul nebst Beitrdgen zur
Keantniss der Bernoullischen Function. Progr. d. Kantonsschule Ziirich, 1867.

?) Journal f. d. reine u. angew. Math. 116 (1895): Sur les polynomes de
Bernoulli. (Dopisy N. Sonina a C. Hermitea.)
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Zde hodlame jej uvaZovati pro pfipad

3 1
V= @ x)=
T =0T 0= 2 sy

patmé f (x+1) — f(x) = — ! , tedy
. (== x)?

SO = OO el

dale » | u" 2
\f@a =,

a tak vychdzi 0
1) : L x md e
tf'(u-{-x):l 4 uf + 3 (= +';f2 S, () 4 R (x),

1
> 2myat (* —2mzai (1)
) € .
Ra(x)= X¢ ) \c P (u - 2) dz
n( ) m N (2”17!1)" A ' )
]

Identity (41) uZijeme k stanoveni &iselné hodnoty nadi transcendenty

N 1

42 lo i d .

( )(p () = S g l(z‘lxxj;\ T \ ¢’ (u 4 x) log sin x7 dx;
] ' ‘0

ndsobime totiz v (41) ob& strany log sin xz dx a integrujeme od
0 do 1. Vzhledem k okolnosti, Ze
. S cos 2m xxn
log sin xn = — log 2 — X ,
je jasno, ze ! m
1 i
\ Si.log sin x wdx = 0, | (3 — x) log sin xzdx =0,
B .
mimo to !
log sin xa dx = "— log 2,
a dale o
1

])-“ Cu—1 & 1

.\ 8i. 1(x) log sin xm dx = (— @R a2, m2et1’

0

t. i B
\ S;. ,(x) log sin xm dx =(—1) (2(57;‘—3)! t(@u+1),
-0 27~

Casopis pro pestovani matematiky a fysiky. Rotnik LI. 13
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Poutitim téchto podrobnosti docilime z (41) uvedenym zpiisobem
(43) @ f@uD

. log2
h(u) = — Qups g

n
A ’Ll(_nu

- Rp,

pfi temZ R =\ Ry log sin x7 dx aneb = | Rz, + (x) log sin x.r dx,
nebot jsme mohli klisti bud n = 2p aneb n = 2p + 1, aniZ se
zméni zakonCend &asf pravé strany. Ponévadi

1

\ez"”""' log sin xn dx = — ! ,
. 2{m|
tedy madme pro zbytek

]

R = \R (x) log sin xa dx
L
]
\\,(n) 1 l' 2maz.ei (n+l)( + )d
=— < - ¢ u--2z) dz.
m— ~ 2} m|(2mnai*

Nadim potfebdm vyhovi diisledek (u realné a kladné)
0

| R, 2% N g dx;
R, 1< lzm(2m”)n.\llf (| 21

i | ;I(n+l) (u _"_ x) | —_ (_ ])n q(n+1) (ll),

: /

\ g0t L dx =1y (600 1)~ g @] = "
tedyt" “

RN
439) [Ra.| < ". ;(”’i‘ ), Ry=Ry%p = Ry 4.,

@nr wrtt

sili

(43? @) £@pHD e O E@p+2)
v @y el PSS @t et

Posledni ¢len v fad& (43)
r_ G0 e
P

- (2”)2[7 uz_n R
tedy u porovnani s druhym tvarem zbytku
Ru_<?ﬂ+l E@p+2) _ 2p-1
i T, 2un S@2p+1) 2um’
1 2p -1
(43%) VR < Ty - oun
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Prvni nerovnost (43') se pise
R/) < Tp .
Ponévadz zfejmé
« 1
m 2 mi (2mapt
je funkce realnd: -
\ 1 o cos 2mza
koyp = (1) ~ 2
(2 '.’) 2p ) m2rat
Iy 1 .\—‘ sin 2mzn
@np+t T mwez

2mz.r

= ky (Z)

I\"_'p 41 (

poskytne ndm hofeSi vzorec
1

~Ri=\ ke @ g+ (u+ 2) dz

0

podle v&ty o stfedni hodnoté (0 << & < 1)
1

— Ra=ky () | 405 (@2 d =k () [y @) = @)

Kt
i ’ n!
o — Ra= (=" ok ()
nebot funkce ¢+ (4 ; 2) nemé&ni znameni v mezich integrace.
Volme n = 2p, takie vychdzi
_ (@2p _ 2p) X cos 2mdm
Ry = w1 ke (=1 (2a) w2+ ,,,Ln m2
zde v obecném &lenu fady uzijme rozkladu
cos 2min == 1 — 2 sin? min,
¢imZ vyjde
@p)! . N
— Ry =(—=1)r -2y
Re= =1y o |E PR =2

sntmda
mep+!
— Ry= (=1 Ty = (—1)p+1 20T,; 0 < 6 < 1.
Dosazenim toho do (43) vypadne posledni ¢len T, a zbude
log 2 Pt “© @20 L@y
43%) & () = — °F LY (—1 g i
“3h @ @ u T " 1( ) (2a)> w2t '
G @2p) L (2p—1) ‘
o=y p)2 ("p :
(2n)2e u¥+
t. j. chyba v tomto poloukonvergentnim rozvoji je &dstkou prvniho
vynechaného &lenu; vypolet ukazuje sice, Ze je Edsti dvojndsobného
toho Elenu; av8ak pfipojenim jeho obrdti se znameni chyby, ¢im%
véc doplnéna.
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Cisla £ (n) potitali Euler, Legendre a Stieltjes; posledni na
32 mist (Acta math. sv.10); uvadim 20mistné hodnoty podle Nielsen,
Dilogarithmus:
£ (3) = 120205 69031 59394 28340
£ (5) = 103692 77551 43369 92633
(7)) = 100834 92773 81922 82684
< (9) = 100200 83928 26082 21441
Znamendme-li . @m!
@ = @y
zni nd$ poloukonvergentni rozvoj

c@r 1),

W= log 2 c c, G

u Tw T ow T o

v Log ¢.+10 ¢ log 2 = 069314718056
87836554 006076526
82033603 001597203

80720444 001180441
82211931 001664152

= W N

Prou=5ie Z‘ - 0%, takze tfi cleny daji osm mist. Podle
(28" 2) mame tedy pro celistva lichd u poloukonvergentng

1

Y . . Y 2 4o A Ao )
’\ulog I"(x) cos uxrdy =, ——“:ni(E — T e —)
kde dluino voliti u Z 11, aby sblizeni bylo znaZné.

*

Opravy. RoZ. 48, str. 318, £.8. &ti (1:2" = — 0010.
- . —2r =27
Rot. 50, str. 268,, . 3. z dola: za( h ) i L ")

1
» 269, posl. fad. tti = q.
p I+ q

» 277, £.2.: prvni dva &leny v pravo ¢ (@) — ¢ (s)
Ro&. 51., str. 81. (23*) spodni mez integratni je ¢
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