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pro osu soumérnosti kfivou, totoZnou s kfivkou *A ', z &ehoi patrno,
ze stiedy tétiv kiivky A rovnob&Znych se smérem § vypliiuji dve
kuZelosectky.

Lze provésti i 3etfeni dudini: Jsou-li ddny dv& kfivky 'A4, A
a pevna pfimka, vyhledati obdlku paprskii oddélujicich tecny kfivek
‘A, 2Ana S se protinajici vzhledem k S harmonicky. Je-li S (b&ina,
pak hledané teCny probihaji stfedem pasu rovnob&inych teten
kiivek 'A4, vA; dotylnik jest sttedem spojnice bodii doty¢nych cbou
kfivek zadkladnich 4, *A. Jsou-li 'A, 24 kuZelosetky, jest A &tvrté
tfidy, osmého stupn& a lze ji jednodude konstruovati, i jeji body
dvojné a dvojné tetny.

Redukce svazku bilinearnich forem a systému
relaci mezi periodami nedegenerovanych singu-
larnich Abelovych funkcf tff proménnych.

Dr. techn. Vdclav ti1uska,
souki, docent a asistent €eske vysoke Skoly technicke v Praze.

(Dokonceni ¥

Jest tedy

\
(39 Lo tor ey e ™= 7=y qnr iy o tuy a5 == 77 e, sy, e

PH tom hovi e fu: s s rovnicim (O. N. odst. 24., vzorec (31)).

| o Gow — A3 u-&o 200 T Fpure,ut 1= A3 u Fou, a2
(40) 1@ o=12;uu =012 aa=K,a=~L a=M
lfg, ;g =0, €4, 17w ut = 0

Cili explicite psino

K. 142,00= K. )

K #5051 = L. #0002 — ,0;60

K. tg2.62= M. €, 00,2 — &,0:0
E0,050, 0~ L. € 2,0 0= — K& 1.62 .
fa 0501 Lo &g i 0 17= € 1:00 _L‘;).l;n.z ¢=12
o0, a2 Lot oiea=tf 1,01 — MéEg .,
f1ia0 M b—, 20,0 = — K *'ﬂ 26,2 .
fotio 1 M Fo a1 = Fp2:50 — L& 2,
o102 M € o 2= & 2,0, 1 — My 2,0 2
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JeZto K + 0 dostdvdme z rovnice

Prvé Ey, 2; 0, 0 == o 0; 0, 2
devaté e, 1,52 = £, 2,01
Patd #0101 = £ 1500

Druhd a &vrtd pak nejsou vespolek neodvislé; stejn& Sestd a osmd,
treti a sedmd. TudiZ on¥ch 4 % 9 rovnic (40) se redukuje na
4> 6 neodvislych

o0 01 = Eo 1300 = — K €,2,02 + Me, 002
Fo, i w2 == Fu 2500
(4().) 0,25 0,0 = Fp 0502 = &p 11 a1 + L €, 20,2 Mgy 201
fo 0000 = L e 2,50 —K &g 1502
9, 0 =1, 2

Dosadime-li sem ¢ = o = 1, tu vzhledem k rovnicim (39)
vyjde
(41) o, =20 (4, 7, = 0, 1, 2).
Stejné jest
4r) 2,41 2, (ts 72 =0, 1, 2). -

. 0

), Zvolme nyni ¢ =1, 0 =2 a pokusme se ustanoviti x;
xx tak, aby bylo
(42) f,2,2,2= 0, #2211 = €; & 220=0.
Z rovnic (40*) a (39) pak vyjde

FL 2,0 =—¢20;1,0= — Ke, & 1.20=—¢0.1,1=0
o1 =—¢8,1,0= 0 £,1;21 = — & 3;1,17= Me,
(43) f022=—¢22,1,0=0 B2, 2= — & 21, 1= 6
1,2, 20— — 2,0, 1,2= 0
l Ho2;2, 1= — 21,2 &
l f,2, 22=— &,2.1,2=10

1,2 2,2
Ustanovme tedy — je-li to moZno — celd &isla x; , xu (/, k =
= 1, 2...6) tak, aby bylo
1,222 1,222 1,222 1,222 1,222 1,222
O=¢1,2,22=X) X;—X; X, +Xs X5-X; Xo+ X5 Xg— X5 X;
L2 2,1 1,2 21 1,2 21 1,2 21 1,221 1,2 2,1
(44) e, = &1, 2,01 =X, X,—X, X, +Xs Xs—=Xs Xo+ X3 Xo—X, Xy
. 1,2 2,00 1,2 20 1,2 2,0 1,2 20 1,2 2,0 i,.2 2¢
0=1+1,2,20=X Xy— X, X, %Xy X5—X; XobXy Xo— X5 X,
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2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
Zvolme x, = x, = X, = 0, takie z rovnic (35) vyjde
2.0 2.2
o= - KN x i=1,23,456
2.1 2,2 2,2
(36%) X, = Mx, — a, X,
2,1 2,2
X — — Ak 431 X k= 2, 3
2,1 2,2
Xigys = a1 Xy 1=12,3

Dosadime-li tyto hodnoty do (44), dostaneme
2,2 12
0= — X, . X
22 12 12 1,2 1,2 1,2

(4] :xl('+aﬂl X, ¢ @y Xoob Uy Xy G X, Ggy Xo—
P

1,2
—M Xy )

2,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2

0 =ux (-_K.J X, — K, Xx—f—K”X, . Ky X,-,—'—K,,,X“)

JelikoZ v zdvorce v druhé z t&hto rovnic jsou vechny Cleny déli-
teiny e,, jest

(44)

2,2

45) x, =1
a tedy z prvé rovnice (44%) jde

12
(46) x, =0

Tudiz feSeni rovnic (44*) celymi &isly se redukuje na fedeni &isly
celymi rovnic

1,2 1,2 1,2 1,2
IKJ.'- X, + Ko Xy 4+ Koy X, - K X, =0

(47) l 1,2 1,2 1.2 1.2
e Xy = @y Xy 4= G X; + Gy Xo = — €

Rovnice tyto jsou fe3iteiny isly celymi, nebof NSM determinantit
matice

I{l 5 K, 46 K_' + KJ +

M, a a .
al'_’ al:‘ 15 1

jest dle pfedpokladu e,* e, a déli téZ vSechny determinanty matice
K. K K., K;, 0
a,; ys (4% Qe — 6 "
Hiedejme — moZno-li — takové feSeni rovnic (47) celymi Eisly,

Casnpis pro péstovani matematiky a fysiky. Roénik LI.

12
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L) . Kar)
které ¢ ©  echna x; (i =1, 2,...6) délitelna ¢, ¢, = . Do-
e,
kaZme si, Ze to je moZno. Musely by totiZ vedle rovnic (47) byti
jesté spin&ny kongruence

1,0 1,2 1,2 L2 .12 1,2 1,2
X = K, x,+Ki, x, tKi,; x~Ki, x,~K,, x,—-K:,, x, =0

(mod e, ¢,), ((=1,2,...6)
12
kde oviem x, = 0. Musely by tedy vlastn& byti spinény kon-

gruence
| 1,2 1,2 1,2 1.2 1,2
K xi= K, Xo= Koxy — Ko X — Ky X
1,2 1,2 1,2 1,2
— Ky, x, = K, X Ky Xy — . — Ky X
iz 12 1,2 1,2
48) — KX, =Ky oKy xs— Ky x; — (mod €, &)
1.2 12 1,2 1,2
O0=K; x;+ Ko Xy — Koo x, — Kiy x4
1,2 1,2 12 1,2
- K.u X, = . - K:An Xy — [(.',2 X; — l(:.a X
12 1,2 1,2 1,2
Ky x =K x, . — K Xy — Koy X,
L2 1,2 L2 12

kde x,, x,, X,, X, jsou FeSeni celymi ¢isly rovnic (47).

Ctvrtd z kongruenci (48) bude spln&na, nebof téZ na pravé
strané je pak nula, Co se tyZe ostatnich, nutno ukdzati, e NSM
determinanti 5. fddu matice

— K, ee, O 0 0
. — K,, 0 ce5 O 0
— K,, 0 0 ee, O
— K, 0 0 0 ee O

[=RE—i )

|
— K’“ 0 0 0 0 ee .l

35 4
t.j. e, e e, deli {62 v8echny determinanty 5. fddu matice
!

1,2 1.2 1,2 12 I

K x, K Xy — K xp — K X,
’ — K, ¢¢ ,0,0,0,0)
1,2 1,2 1.2 {

Ky xo 4+ Koty — — K Xq 5

~K2.,0,c\e,,0,0,0i

*) Viz konec odst. 4.
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11(3:. -\';: = K xa'_ — Hg '\'.ﬂ‘u"‘ . s |
—K“,0,0,e,eﬁ,(),(]‘
12 1,2 1,2
. +Koxy — Koxs — Ky X, }
. _I(ﬁlyoyovoleles’()‘
1,2 1,2 1,2 ]
Ky xo . — Ko X3 — Koy X 1
. — Ky ,0,0,0,0,¢ ¢
1,2 L2 12 L2 .
Tvrdim, je-li x, , x5, x5, x, libovolné feSeni Cisly celymi
rovnic (47), jsou viecky determinanty 5. fadu této matice d&li-

teiny el5 e: e,. O determinantech neobsahujicich prvého sloupce
matice jest to evidentui. Rovn¥Z je to evidentni o determinantech
neobsahujicich druhy sloupec matice. Co se tyde determinanti, je%
obsahuji i prvy i druhy sloupec matice, dckdZeme to ndsledovng:

Na pi.:
1,2 1.2 1,2 1,2 |
[Km Xy + Ky xg — Kpp X — KIB Xo, — Kiy , 6,6, 00,
{ 1,2 1,2 1,2
[(mx‘:_{‘[(-zﬂxx_‘ . - .33.’(,-,,——1(:“,06‘630l
: 1.2 1.2 1,2 |
Ky X 4 Ky X3 — Kyo X3 — . ,_Km{OOf]esl:
1,2 1,2 1.2
. +l(ﬁnxs_[(52x5—'1{55xnx-}(my000
1,2 1,2 1,2
Ksr)sz\_ . *K.;._,XEA-K'“X,,,—*KM,OOO
L2 1,2 1,2 ‘
33 . + Ko Xs — Ko Xy — Ky X5, — K, |
=66 1,2 1,2 1,2 =
Kig X 4=+ — K X; — Ky %, — Ky,

‘3 3 1,2 1,2 1,2
= & (K Ki xo — Ky Koy X5 + X5 (Ko Kyy — K, Ki) -+

1,2 .
+ Xo (Kyp Koo — Kos K]
Av3ak jest
Koy Koo — Koo Koy = Koy Koy — Kig Koy - Ky Ko - Kog Koy =
=+ K. & + Ko K

Km; Koy — Koy Koo =Koy Koy — Koo Koo - Koy Ko 1 Koo Ka;v:
= — K. a., + Ky Ky, )
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takZe horni de(erminant se rovné

(’x Cy {K (au x:- — Qs X ) -
1,2 1,2 1, 1,2
K (Km X 1 Kis X2 | Koy X; + K, x, )] =
3 3 1,2 12
= e ¢ K la, xa — Gy X )
kdyz x,llz(i = 2, 3, 5, 6) hovi prvé rovnici (47). JelikoZ jest
K= e‘ e e, a @ i a,, jsou délitelny ¢, jest cely vyraz dé&li-

telny e, e, e,. Podobn& bychom to ukdazali o kaZdém determinantu
matice, ObSahll!lCIm prvy i druby sloupec. Odtud tedy usuzujeme,

Ze jsou-li x, (z = 2, 3, 5, 6) libovolnad fe¥eni rovnic (47) celymi

1,2
&isly, Ze lze ustanoviti x, tak, aby byly splnény kongruence (48),
t. j. aby byly v3echny
1,0
xi =0 (mod e e) (=12...6)
Abychom nyni nasli ae, to; o, .« PouZijme rovnic (O. N. odst. 25.,
vzorce (31) a (31))
o, 19; o, 0 = &g 4p; o, u' -1 — A3-v 1-9, to:n 2
(49) ‘v o= 1,20 =0,1,2f¢=0,1,2 &,2:05 1=0
a, = K, aa=L=aq=M

Citi

{09, lo; 6,0 = — K &, to 0, 2
(49%) a-o, 001 = &, 00 — L ‘gg, to; 0, 2
Qo tg; 0,7 == &g 101 — M & ig,02
' ¢ 0=12;, fo=01 2
Jest tedy
a,, Hilin = @y, ;2,0 = 0 (ty £y 1y, o = 0, 1, 2)
| @020 =0, ano21=— Ke, a1,0,22=0
(50)\ ai,1:20=— Ke, a1, 1; 2,1== — Ley, a4, 22= 0"
|E"2‘2'° =0, a,221= C, a2 22=¢6 -
[ ety = — Qv g, (ta w =0, 1, 2)

‘P tom transformace S md matici (vzorec (36), (36%), (45),

(46), (47))



1.0 1,1 L2 2,4 21 2,2
X, X, X, X, X, Xy
1,0 (I} 1,2 2,0 2,1 2,2
S X X, X, X, X X
. N} 1t 1,2 2,0 2,1 2
Xg X X Xg X X

1,2 1,2 L2 1,2
kde x,, X,, X,, X, jestlibovolné fedeni celymi &isly rovnic (47),
1,2 .
x, je Fe¥eni systému kongruenci (48), x, = O (vzorec (46));
L1 40 2,2
xi ax (i =1,2,...6) jsou ddny vzorci (36). x, == 1 (vzorec

2,2
(45)), x, = 0 (f = 2, 3,...6), a ze vzorch (36*) pak vyjde
2,1 2,1 2,1 2,1 21

X =M -I_ Ay Xy = Ay -xz’ = x, =0, X:.' = Qy,
2,1 2,0

Xy = @G4,; Xi = — Ky (i =1, 2,...6). Specieln€ tedy je
2,0 3 1, 11

x, =0, x, =0 a vzhledem k (47) x, = 0, x, = — ¢,

Vsecky elementy prvého sloupce jsou délitelny ¢, e,, druhého e,
Etvrtého e, e, a pétého e,.
10. UtvoFme nyni transformaci T= "4, (, k= 1,2,...6)

takto:
1,0 1,1

Xy X; 1,2
tii= "' ha="" tiz=x
e & €
(62)] J. 2,0 2,1 -
X; Xi ]
| ta= "' , tis= ‘, tio =X
I e e, e,
6
xi= X ti,¢ X,
T et
6
|y;:= Ny tk, o Ve
a—1
a oznalme jako obytejn& koeficienty transformovanych forem
e .
A=TAT = X G, x, 35
0,6 1
K-
E=TET = = &, Xo Y¢
0,0 1 .
g .
Qoo = = Qiktiplic

k=1
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6

N

&k Lip tko

-

Lk=1
Dosadime-li sem za t;,, t hodnoty (51), tu vzhledem k (38), (41),

(41"), (43), (50) budou matice forem A a E

fo,0

€
0
0
0

E=TET =

UvaZujme nyni transformaci 7 o matici

T, =

(54)

k_

SO~ oo
S~ o o
~S oo o
> oo o -
S eo ot o
:000400
=~ It
”V —
S ococe ~ o
W oSS oE s

.

OSSO~ o o
[N
S~ © o
~
Momoo o o
:.1_00000
~ .

I == = =
N —_—E o
T....o._ﬁ.ﬁ. S
SO ~ o oo

g ~ s o oo
=

2 oo o oo~
>

3 SR O )
- 20 © ~o
- — -
< |

& [
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000100 0 0-¢, 000
voo0o0o0-1 -Xo.Loo o0
M e, 0
T AT, = 0000 1- 0-¢,-M0 0 O
1 j—
(TTYA(TT)=1 00000 " 00 00X 0|
N 1 62 X
1. 000 0 0 0 e L[: 0!
L
00-1 00 0000 0 e
(55 0 0 0 K
ee
0 0 0 0 0 -
L
0 0 0 e -M
=SS5 4] =
0 0 -¢, 0 0 O
Koo oo
e e, e
0O ¢ M O 0 O
Vidime tedy, Ze transformace
(56) C = TT,
ma tu viastnost, Ze CEC =E, CAC =4

a jest tedy hledanou transformaci; neméni formy E, ma celistvé
elementy a odstrafiuje ve form& A celou fadu koeficienti.

Samioziejmé determinant transformace | C | = - 1.

N

11. Mé&jme systém singuldrnich relaci mezi periodami singuldr-
nich nedegenerovanych Abelovych funkci tii proménnych u,, u,, u,

@ (r0) + a5, (r2) + a; (1)~
3 3
+ T ayitsry— Nagi43ii a3 =0
it i

A (ra1) G @y (122) + @y (1)) — °
3

i

(57) + l‘.as,i+31n—,‘..‘a|,:+u i @y =0
i io1
i () T Goy (1) + ag; (ryy) + i
3 2
-

= Xanizsrei— Xai3n,; 1 ¢ =0
i1 i
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Pfi tom systémy simultannich period stoji v témZ sloupci obrazce
u 1 0 0 r, fay I
w, 0 1 0 i, o
u, 0 0 1 1y oy ry
rik =15 ({, k =1,2,3) a (r;,4) znadi minor adjungovany v deter--
minantu | 14 | ¢, k=1, 2, 3) elementu v Cisla a.,, Qg a,5, Qo

Qs Qs Qi w3 (1, 1 =1, 2, 3) znali &sla celd racionalni.*)
Definujme rovnicemi

Ay = — Qg Qg = — Gy Gz n=—an,+3(,h=1,273)

dgy = — Uy Ay = — 0y a, =0 (r=1,2,...6)

Uy = — Uy Ay == — 0y,

daldich 21 celych &isel, takZe Ctvercovd matice a,s (1, s =1,
2, ...6) je pseudosymmetricka.
Utvofim bilinedrni formy

.

(58) A= i Qi k Xi Yk
(59) . Lkl
= S ofk Xi Pk =Xy Yim Xy Yo Xa Vi~ X; Yo o+ Xy Yo Xe Yae
ik

Znam-li formu A, mohu jhned napsati singuldrné relace (54).
Avak k tému¥ systému vede rovnéZ bilinedrni forma

(1) 6 m
(38 A=A —wE= I Xy
ik
(... libovolné Tislo); jest totiz
o
aix=aix (G | k(mod3), i k=12..6)
(O]
Qi ip3= Qi it+3- O
m

Qig3 ;= Ai43,i7T @
a vzhledem k ry = 74 vystupuji koeficienty a,,, a.., a,, v rela-

V) m
cich (54) pouze v kombinacich a,; — a3, = @y, — @4,
(U] m ) [U]
Qzg — 0y, = Q3 — 0y, 4y, — Qy = Gy — 0y
Jest tedy téZ naopak systémem (54) urlena forma
[U]
A=A—o0E

aZ na &islo o jednoznalné; w moZno voliti libovolné.

*) Viz Humbert-Lévy, Comptes rendus t. 158, p. 1609 a mé pojednani
v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky roé. 48.
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V nésledujicim zvolim za o celé Eislo o, ¢, o, (odst. 4), takze
(1) 1]
forma A md tu vlastnost, Ze NSM (a..) = ¢, (1, k=1,2,...6),

[0}
NSM (Krs) = e,e, (r, s = 1,2,...6), kdyZ 1, ¢, ¢, e, znali
elementarni délitele matice (217) (vzorec 16) utvofené pomoci koefici-
entli a;, x formy A.

Podrobim-li periody 7, « obyEejné (nesinguldrné) transformaci
period Abelovych funkci, definované matici C = ¢ (e =1,
2,...6), tu bud

), tu bude CEC=E
a koeficienty transformovaného systému singuldrnich relaci vypisi
z koeficientt formy transformované
A = CAC
nebo z koeficientt formy
o

A=CA—owE) C=CAC—0o CEC=A—0wE
prave tak, jako jsme vypsali koeficienty systému (54) z koeficientit
formy A resp. A",

Nejsou-li nyni v3echny Abelovy funkce, jichZ periody hovi
singuldrnim relacim (54) degenerované, jest vyraz

P =K+ Li-+ MR /2
irreducibilni v téle €isel raciondlnych.*)

Pak miizeme najiti, zpitsobem v oddile 1l. vytéenym, transfor-
maci TT, (vzorec (53)), kterou zvolime za C, takZe matice formy

0}
A po této transformaci bude

0 0 0 0 K 0
[N !l
0 0 0 0 0 — e
Lm m
U 0 0 0 [ - —M
(60) A= [
0 0 —e. 0 0 ,0
Kn) 0]
— 0 — L Q 0 0
e e, e,

0 e M 0 0 0|

I .
*) O racionalnich kofenech polynomu J7 —+ g ft— 1% atd. Rozpravy
Geské Akademie 1920, &is. XV. 2
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kde kil): K-+ Lo 4 Mo +— o
61 D=L — 2Mo -+ 3e
{ IV;“= M + 3o
jsou invarianty svazku bilinedrnich forem
A'— oE

vzhledem k transformacim, jeZ nem&ni formy E.

Ze vzorce (57) tedy vypiSeme transormovany systém singu-
larnich relaci

) )
. :P.—c,r:‘a——eﬂr,g—ﬁ'l._,.l—kM:ﬂ;()
i
(1) LM KO
(62){ ety — Mo, b .+ fa e — 1y, =0
o €, 6
K
+ ety + .+ . e e % + . =0

kde 7, x (i, kK = 1, 2, 3) znali nové transformované periody.*)

Mdme tedy poutku:

Nedegeneruji-li vSechny Abelovy funkce, jichZ periody splituji
singuldrni relace (54), v Abelovy funkce méné nez tri proménnych,
lze najiti takovou obylejnou (nesinguldrni) linedrni transformaci
period, Ze transformovany systém singuldrnich relaci md tvar (59).

Podotykdm zvIast&, Ze v systému (59) schdzi nejen Cleny kvadra-
tické, ale téZ Cleny bez proménnych.

Drispévky k theorii nékterych transcendent
poctu integrdlniho.
Pise M. Lerch.
(Dokonceni.)

Isolujme v (I} &len n = 0 a u ostatnich uZijme rozkladu
¢ (c+n =l +CJL1+C+12+~‘+ c—‘rllz~l T
kde ¢ = a--b; vyjde
lr@+x)—9@ lplc—a—x) — 9]
—lg@—9@llpc—a — 9]

. * Sry. O systémech singuldrnich relaci . . ., Casopis pro péstovini ma-
tematiky a fysiky, ro€. 48., str. 43-56.
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