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Gasopis pro péstovéni matematiky a fysiky, rot. 73 (1948)

N

O jedné rovinné involuci J,, druhé ti"ldy
a jeji degeneraci.

Jan Bilek, Praha.
. (Doklo dne 25. bfezna 1946.)

I

Tuto involuci Jy; lze vytvofiti pomoct svazku kuzelosetek a
svazku kubik, které majf ¢tyfi body base spoleéné. Necht body
Ay, ..., A, je urten svazek kuZelosedek S} a necht body 4,, ..., 4,
tvoi basi svazku kubik 8.

Zvolme obecny bod rovmy P; jim je urcena jedina kuzZelosetka
svazku S} a rovnéZ jedina kubika svazku S1 14 Tyto dvé kiivky proti-
najfi se v da.lsim bodé P’. Zvolme bod P’, pa,k nasf konstrukef odpo-
vidé bodu P’ bod P. Vidime tedy, %e obecnému bodu roviny odpovi-
dé jediny bod roviny, tedy naSe korespondence je obecné jedno-
jednoznaé¢né a involutorni.

Hledejme body, pro které tato Jednoznacnost se porusf. Necht
bod P = A;, potom v S} bodem P je urdena jedina kuZelosecka
ky (1,2, ..., 5), ale bodem P prochézi cely svazek kubik. Kazd4 ku-
bika svazku protne uvaZovanou kuZelosetku jeSté v jednom bodé,
ktery miizeme vziti za odpovidajfci bod bodu P. Bodu 4, odpovida
tedy kuZelosecka £, (1, 2, .. - B). Podobné to doka,ieme o bodech
A, ..., A, Body A, ..., A, jsou hlavni body druhého stupng. Co
odpovida bodu :4,? Necht bod P = 4,, pak jim prochazi ‘kazda
kfivka obou svazku Proto uvaZujeme, e bod P je soumezny k bodu
A, v uréitém sméru, to znamena, ze obd kﬁvky z obou svazki jdoucf
bodem P majf v bods A, spoletnou tednu a protnou se jedté v daldim

. bodé. Nechame-li tedy smér spoleiné teény v bodé 4, viemi moz-
nymi zpisoby méniti, dostaneme viechny body, které budou odpo-
vidati bodu 4,. Uvedenym pozadavkem, aby kiivky obou svazki
mély v bod& 4, spoleénou teénu, pfifadime urdité kuZelosetce jedi-
nou kubiku a obracené Vznikne takto mezi obéma svazky projeke.
tivnost a k¥ivka, kterd t&mito projektivnimi svazky bude vytvofe-
na, bude hlavni krwka odpovidajfci bodu 4,. Vyjadiime si analy-

’ tlcky tuto pm]ektlvnost Necht



f + g = 0, je rovnice svazku kubik a
h + uk = 0, je rovnice svazku kuZelosedek.

Soustavu soufadnou volime tak, aby 4, = O, a tedny zakladnich
kiivek obou svazka aby byly pfimky z, = 0, 23 = 0 a body 4, =
= 02$ Aa = 08

Rovnici svazku kubik je pak mo#no psati \

wtay + flay, @, @) + U233+ G, 70 82)] = 0, (1)
kde f, g jsou kubické formy proménnych z,, #,, 3, jez obsahujf z,
nejvySe v mocniné prvnf, x,, ; pak nejvySe Vv mocningé druhé.
Podobné 1ze psati pro svazek kuZelosetek

2,25 -+ h(g, 23) + pl2y %3 + k(2s, 73)] =0, (2)

kde A, k jsou kvadratické formy proménnych ,, %3, v nichZ z, vy-
stupuje jen v prvnf mocning.

Rovnice teény ke kuZeloseéce v bodé A4, je

%y + uxy =0
a rovnice teény kubiky v témze bodé je
Zy + Azg = 0.

“Aby tyto dvé pffmky’ byly toto#né, musf A = p. A to je zarovern
.rovnice nasi projektivnosti. Vy)a,dreme z rovnice (1), (2) 4 a ua do-
sadme do poslednf rovnice. Po malé ipravé dostaneme rovnici

xlx;i + x’x;l.c - 7.’2 — w3xh — 37,9 — .(_]7" = 0.

Vidime dale, %e &, se,v této rovnici vyskytuje ne]vyse v mocning
druhé, z, pak ne]vyse'v mocning tfeti a &, nejvyse v mocniné dtvrté.
Miizeme tedy vysloviti vétu: )

‘Hlavnf{ kiivka, odpovidajici bodu 4,, je kiivka patého stupns, .
majici bod 4, za trojné,sobny a body 4,, A, 4, za dvojnisobné
a_body A;, A, ..., Ay za jednoduché, nebot co plati pro bod 4,,
resp. 4, ziejmé plati pro body 4,, 4,, resp. 4, ..., A,. Podobné
vysledky lze vysloviti pro body 4,, 4,, Ay, Snadno nahlédneme, Ze
jinych hlavnich bodt nage involuce nemé. Jest tedy charakterlstlka,v
-]e)i 4“5z Jak znamo platf pro Cremonovy transformace rovnice

Zu~3m—1»

kde i %, zZnadf stupen hlavniho bodu, 7 pak stupeti Cremonovy trans-
formace a soucet se vztahuje na viechny hlavni body. V naSem
plipadé je 4.5+ 5.2=3(n — 1), odkud vypoéteme n = 11.
Jest tedy nafe involuce zndémé semisymetrické involuce 11. stupné.

- Podivejme se na vytvoreni na¥f involuce jeité s jiné strany. Na
hbovolne kubice sva.zku 81 vytne svazek kuielosecek lin. soustavu
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. Snadno nahlédneme, Ze skupiny soustavy g} jsou dvojice nasf
mvoluce Podobné svazek kubik S} vytne na libovolné kuzeloseéce
svazku 81 lin. soustavu g3, jejiz skupmy jsou dvojice sobé odpovida-
]icich bodit naf involuce. Jsou tedy kfivky obou svazkd invariantni
viidi nasf involuci J;;. Na obecné kubice lin. soustava g1 mé 4 samo-
druzné body, na kuZelosedce g1 mé dva samodruzné body. Souhrn
téchto viech bodii na vSech kubikich nebo na viech kuzelosedkéch
dava kiivku invariantnich bodd 4. Stanovme si bliZze vlastnosti
kiivky 4. Za tim tdéelem pozorujme kfivku odpovidajici pifmce
A, 4,. Odpovidajici kiivka v Jy; je 11. stupné, ale reducibilni. Po
oddéleni hlavnich k¥ivek odpovidajicich bodim A4,, A4; dostaneme
zase piimku, kterd musi prochazeti body 4,, 4,. Bod B,, ktery je
diagonalnim vrcholem ¢&tyrrohu A,, 4,, 43, 4,, .je samodruzny,
nebot lezf na sob& odpovidajicich ptimkich 4,4, a A;4,. Podobné
jsou samodruiné daldf diagonalni vrcholy -uvedeného é&tyrrohu,
B,, B,. Uréeme si jesté t¥idu nasf involuce, to znamend podet homo-
loglckych dvojic involuce J;; na obecné pfimce. Na obecné piimce -
zvolme.bod P; jim uréend kuZelosedka ve svazku S} protne pfimku
v bodé P’ a timto bodem jdoucf kubika ve svazku S} protne p¥imku
ve dvou bodech @, R. Body @, R piitadme bodu P. Timto zpisobem
jsme dostali na p¥{mce korespondenci, ve které bodu odpovidaji dva
body. Pozorujme korespondenci inversni. Zvolime bod.@Q; jim jdouef
kubika protne pfimku ve dvou bodech, a kuZelosetky, jdouci témito
dvéma body, protnou p¥imku ve dvou bodech dalsich. Dostali jsme
timto zptisobem na pi¥fmce korespondenci (2, 2). Mame-li na néjaké
kiivee rodu p korespondenci 7'(m, n), pak, jak znamo, pofet samo-
druznych bodu

w=m + n -+ 2yp,

kde yje hodnost korespondence T(m, n).'V nasem piipadé je u = 4.
Z toho vidime, Ze t¥ida nasi involuce je 2. Tohoto vysledku uZijeme,
abychom stanovili stupeii u kiivky samodruznych bodi 4. Obecné
piimce. odpovida homaloidni kiivka 11. stupn® a ta sefe danou
piimku v. jedenédcti prasecicich. Aviak u t&chto prisetikd jsou in-
variantni body a tedy 11 — yu priiseéiki musf se rovnat dvojnasobku
tiidy nasf involuce. Tedy 11— u=4ay="1 Kiivka 4 jest 7. stup-
né. PonévadZ pifmka 4,4, protind k¥ivku 4 jen v bodech 4,, 4,.
a By, nebot jinak by 4,4; byla samodruZnd, ¢emuz tak neni, jsou
proto body 4,, 4, pro kiivku 4 trojnisobné, uvazime-li, Ze bod B, jest
pro k¥ivku 4 bod ]ednoduchy Podobné stanovime, Ze body A4,, 4,
jsou pro* kfivku 4 rovnéz tromasobne Kiivka 4 odpovidéd v Jy,
sama sobé, z toho snadno usoudime, Ze 4 obsahuje body 4, ..., 4y
jako }ednoduche

‘Hledejme dal’f vlastnosti krlvky 4. Sna.dno dokaZeme, Ze -4 ne-
- miZe obsahovati dalif vicenasobny bod. Toto tvrzeni plyne z véty,
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%e Cremonova involuce nemiize obsahovati vicendsobny bod inva-
riantni, ktery je rtizny od bodu hlavnich. Nepfedpokladejme viak
znalost této véty z theorie Cremonovych transformacf. Volme na
ktfivee 4 libovolny bod P; jim je uréena jedina kubika v 8§} a jedina
kuZelosetka v S! a tyto dvé krwky se v bodé P dotykaji. Kdyby

- bod P byl vicenasobny, rizny od bodu hlavnich, byly by jim zase
urdeny jen jedind kubika a jedind kuzelosecka, které tedy uréi jen
bod jednoduchy. Je tudiZ kiivka 4 rodu 3.

Svazek S vytne na A4 lin. soustavu g}; jest proto 4 kfivkou
hyperehptlckou Hlavnf kuZelose¢ka, odpovidajici bodu 4;, protne
4 jeité v bodé Q vedle bodu 4,, ..., 4;. Bod @ by mél bytl samo-
druZny, ale to je moZné jen tie,hdy, kdyi se ztotozni s bodem A4;,
nebot mu odpovida. To vSak znamend, Ze uvaZovand hlavni
kuzelosetka se knvky A v bodé 4, dotyka Podobné vysledky lze
vysloviti pro ostatni hlavn{ body Ae, ...s Ag. Na hlavni kvintice
odpovidajicf bodu 4, vznikla involuci Jn parabolicka involuce,

~ tedy body soumézné na téze vétvi jsou samodruzné. Z toho vyplyva,
Ze blavni kvintika, odpovidajici bodu A,, jeZ ma bod 4, za trojna-
sobny, mé v trojndsobném bodé A, na A tytéz teény. TotéZ plati
_pro body A,, 4,, 4,.
Dostali jsme tak nasledujfci vysledek:

Kfivka samodrufnyjch bodi A v involuci J,, je stupné 7. Body
A,, 4,, Az, A, jsou trojndsobné a tecny v nich jsou zdroveti teénami
v trojndsobnych bodech hlavnich kiivek odpovidajicich bodim A,, Az,
A, A‘ Body A, ..., Ay jsou na A jednoduché a teény v nich jsou zd-
roven, tecnami v hlavmch bodech A, ..., Ay k hlavnim kufeloseCkdm
odpovidajicim bodim A, ..., Ag. K Fivka A je_hypereliptickd rodu 3.

Pozorujme jesté lin. soustavu gs, vytatou na A svazkem ku-
Zelosedek S}. Ptejme se po vicena,sobnych bodech této soustavy.
. Podet ]ejlch stanovime podle zndmé formule pro podet (r + 1)-
nésobnych bodd lin. soustavy g, na k¥ivce rodu p. Oznaéime-li tento
poéet u, pak je din vzorcem

y u=(r+1). (n+rp—-f) ' : (3)
V nadem pﬁpadé jest u = 8. P& téchto bodiijsou body Ay, ... 4y
‘& zbyvajief t¥i body jsou diagonilni vrcholy B,, B,, B,.

" .. Podobnd vytne na 4 svazek kubik S} lin. soustavu gi. Podet
dvojnasobnych bodl této soustavy je 12. Na kazdé kubice svazku
vznikne centrickd involuce gi. V kaZdém dvojnasobném bodé lin.
" soustavy g} se bud néjaka kubika svazku S} kiivky dotyka, nebo
. je tam dvojné.sobny bod nékteré racionslni kubiky svazku S1.
i)otyk viak je vylouden, nebot pak by na kubice vznikla centncka
involuoe, jejiz dva samodruzné body by splynuly, coz je vylou&eno.
= Dva. s&modruiné body oentncké involuce na kubice nemohou sply-
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" nouti; to doksZeme t¥eba uzitim elipﬁckého parametru. Vhodnou
volbou eliptického parametru lze onu centrickou involuci vyjad¥iti
vztahem mezi parametry sobé odpovidajicich bodu

: ' %' = — u 4+ C (mod. per.).
Pro samodruiny bod plati 2u = C, &ili

u = 3C 4 myw, + myw,.
Tedy .
u=3C, 1C 4+ w, }C + wy, IC 4 w; + w,

a tyto Styfi body jsou zcela rtzné.

Na kiivee A4 leif tedy 12 dvomasobnych bodd racxonalnich
kubik obsaZenych ve svazku S}. Pfipometime si, Ze stupeti hlavnich
bodd a stupeni nasf mvoluce jsme mohli dostati uzitim formuli
v knize: Hudson, Cremona transformations p. 94.

- Pozorujme komplex kvintik S% (42, 42, Ag, A3 A, .. .,,A,).
Tento komplex se nadf involuci J;, reprodukuje nejen jako celek, ale
kazda kvintika jeho je samodruzna. Néjaké jeho kvintice odpovida
zase kvintika komplexu, nebot od kiivky 55. stupné odpadne dva-
krat hlavn{ kfivka odpovidajfci bodu 4, ..., 4, a jednou hlavn{
kuzelosetka odpovidajici bodu A4y, ..., 4,, tedy celkem kfivka
50. stupné. Tato kiivka patého stupnd prochazi bodem A4, zase dva-
krat, nebot dand kvintika protne kvintiku c,, jez odpovidad bodu A4,,
jesté ve dvou bodech, jez nejsou hlavni, a podobns to plati pro body
A,, ..., A,. Bodem A s prochazi transformované kvintika jiZz jen
jednou, nebot dané kvintika protina hlavni kuZelosetku c;, jeZ od-
povida bodu 45, jiz jen v jednom bodé, ktery neni hlavni. Podobny
vysledek jako pro bod 4 plati pro body 4, ..., 4,. Jest tedy trans-
formovana kvintika jednou kvintikou z komplexu §§. Dana kvin-
tika protne kfivku 4 jesté v Sesti prisedicich a témito Sesti praseéiky
musi také-prochazeti kvintika transformovand. Dand a transfor-
mované kvintika pak se protinaji v 27 priseéicich a tudi splynou
a kazd4 kvintika komplexu 8§ se nadf involuci reproduku]e Dvojice
involuce J,;, na nf vytvorf lin, soustavu g1, ktera je bud vytata
svazkem kubik S}, nebo svazkem kuzelosedek S1. Poéet samodruz-
nych bodii této involuce je 2 (2 + 2 — 1) = 6 a jsou to priseliky
dané kvintiky s kiivkou 4, ovéem razné od bodd hlavnich. -

Komplex kvintik 8% vytne na libovolné kubice svazku 8} lin.
soustavu g1, nebot g3 neexxstu]e a g2 rovnéZ ne, nebot, pak by libo-

. volna kubika svazku 1)yla, raciondlni, coz ]e nemozné. Homologwkou
dvojici z g} prochézi tedy oo? kvmtlk coZ lze Hei také jinak: '

: Véechny kvintiky komplexu 832, jdouci obecnym bodem P,
JdOtr nutng ]eﬁte daléim bodem P’. Komplex kvmtlk S ]est tedy‘
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: ,,sloieny“ Touto sloZenosti jest piifadén kazdému obecnému bodu
v raviné jediny bod a dvojice téchto bodd vytvoFujf involuci J,;.

Uvedme jesté, jak je involuce J,, vytvorens pomoci komplexu
hypereliptickych kvintik S}. Zvolme obecny bod P; Jim je urcena
sft kvintik, nileZejici do komplexu S3. Uvazu]me nyni, Ze bod P je
~'soumezny bodu A, ve sméru t. Pak ]im je urcena sit' kvintik, majict

v bodé A, spoleénou teénu t. Do této sité nileif také racionélni kvin-
tika, majicf bod 4, za trojndsobny, a tato kvintika musi také pro-
chézeti odpovidajicim bodem P’'. Bodem P’ jde také kubika svazku,
majicf v A, teénu t. Nechdme-li smér ¢ nabyti viech moZnych poloh,
vyplni odpovidajici body P’ uvedenou racionalni kvintiku, ktera
. nasobnostmi hlavnich bodu je jednoznaéné uréena. Podobné vy-
sledky plati pro body 4,, 4;, 4,.

. Uvazujme nyni, Ze bod P je soumezny bodu 4; ve sméru ¢.
V-siti jim uréené existuje kvintika, majici bod 4; za dvojnasobny,
a tato musf také prochézeti odpovidajicim bodem P’. Bodem P’ jde
- také kubika svazku, majici v 4; teénu {. Nechame-li smér ¢ nabyti

viech moznych poloh, dostaneme co! kvintik, majicich v 4 dvoj-
nésobny bod, a véechny tyto kvintiky tvoif svazek. Tento svazek se
viak rozpadne tak, Ze viechny jeho kfivky maji spoleénou kuZzelo-
sedku cg (4,, ..., 4;5) a svazek kvintik je tvofen svazkem kubik S}
-8 kuZelosetkou ¢;. Tedy vSechny kvintiky sft8, uréené smérem t
musf nutné prochdzeti je¥té praseéikem kublky, uréené smérem ?,
a kuzelosecky c;. Uvazime-li viechny mozné sméry ¢, pak odpov1—

_dajfef bod P’ opiSe kuZelosetku Cs: Podobné vysledky plynou pro

body A4,, ..., 4,.

- Pozorujme nyni blize komplex kvintik S2. Zvolme obecny bod P
a vezméme ho za paty dvojnasobny bod pro kvmtlky Je jim v kom-
plexu urdena jedind eliptickd kvintika. Tato kvintika se vSak musf
v J;, reprodukovat, t. j. musf obsahovat dals dvomasobny bod, jenz
lez v homologickém bodé P’. Aviak bodem P i P’ jde jak kubika
_ svazku S} tak kuZelosecka svazku S1, které jsou uréeny bodem P.
Maji tedy tyto dvé kiivky s nasi eliptickou kvintikou vét¥i pocet
prisedfki, nei Z4dd véta Bezoutova, a jsou proto jejf souddsti.
Dostévime tak vysledek, ktery pravi, ze kdyZz zvolime paty dvoj-
" ndsobny bod zcela obecné, pak neexistuje ireducibilni kvintika
- v komplexu S}, ktera by tento bod méla za dvojndsobny.

Zvolme nyni obecny bod P na kiivece samodruznych bodit 4.
. Jim je urdena jediné kubika svazku S} a jedind kuZelosetka ve
svazku S} a tyto dvé kfivky majf v bodE P. spoleénou te¢nu. Aviak
. v torto bods P dotykaji se také viechny kvintiky sitd, urfené
' v komplexu S} bodem P a majici v bodé P touZ teénu ]ako kubika
nebo kuzelosedka pHisludnych svazka. V sfti kvintik existuje viak
. -svazek eliptickych kvintik, ktery ma bod P za dvojnasobny. Aby-
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chom to dokizali, volme soustavu soufadnou tak, Ze bod P == O,
a spoleén4 tecna je primka x, = 0. Rovnice zakladnich kiivek site
Ize pak psati
4xl + xsuz + .
xix, + xdv, + ...
xgxl -+ xng + ...

kde u, v, w jsou kvadratické formy proménnych z,, x,.

I "
)

’

Rovnice sité pak je
xhxy (A + 1+ ) + 23 (Aug + pvy + 1wy + ... =

Aby bod P byl dvojnasobny, musi 4 4+ u + v = 0, coZ vyjadiuje, Ze
téch kvintik je oo! a tvoii tedy vSechny eliptické kvintiky na&i sité
svazek. Tento svazek kvintik vytne na kfivce 4 lin. soustavu g}
s 12 dvojnasobnymi body, jak plyne z rovnice (3). Téchto 12 bodu .-
oznadme Z;, ¢t = 1, ..., 12, a jsou to Sesté dvojndsobné body racio-
nalnich kvintik, obsaZenyeh ve svazku eliptickych kvintik, urce-
nych bodem P. Uvedené tvrzeni nahlédneme, kdyz uvazime, Ze
nemohou splynouti dva samodruzné body v involuci g} na eliptické .
kiivce. Na§h jsme jiz, Ze 12 dvojndsobnych bodd Y; racionalnich
kubik svazku S} lezi na 4. Volme bod P = Y;; pak ehptlcky svazek
kvintik, uréeny bodem P, se sklads ze slozenych kvintik. Soudasti
viech je racionalni kubika, majici bod Y; za dvojnasobny, a svazek
kvintik je tvofen touto kubikou a svazkem kuzeloseéek S!."Dalsi
dvojndsobné body kfivek tohoto svazku kvintik jsou body Bl, B,, B,,
jak jsme jiz d¥ive nasli. Splyne-li bod P s bodem Bj;, svazek kvintik -
se také rozpadne a vSechny kiivky maji spolecnou kuZelosecku
s dvojnasobnym bodem B;. Svazek kvintik je pak tvoien touto
kuzZeloseckou a svazkem kublk S83. V tomto svazku existuje pak
12 k¥ivek, které maji daldi dvojnasobny bod, totiz néktery bod Y.
Shrneme-li naSe vysledky, muzZeme ¥ici: P
. V komplexu hyperehptzckych kvintik, jeho% body base leZi v basi -
Jeubickych krivek, pfi éemZ 4 body této base jsou dvojndsobné a ostatnt -
jednoduché, neexistuje treducibilni kvintika s obecngm pdtym bodem
dvojndsobnygm. Zvolime-lv véak pdty dvojndsobny bod na kiivce sed-
mého stupné A, s vijjimkou 12 bodd Y ; a t¥i bodi B;, je jim uréen sva-
2ek obeend ireducibilnich kvintik eliptickych, ktery obsahuje 12 racio-
ndlnich kvintik, které maji svj dal$i dvojndsobniy bod rovné% na
kfivce A. Svazky, uréené bodem Y ;, jsou tvofeny slofengmi kvintikams .
a obsahuji ti kfivky, majici dal§i dvojndsobny bod. Svazky, uréené -
bodem B;, jsou tvofeny rovnéZ sloZengymi. kvintikami a obsahuji
12 kfivek, majicich dali Sesty dvojndsobny bod. ;
"~ Obratme se nyni ke studiu na3f involuce, kdyz poloha hlavnich
bodii je specxalne]éi
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II.

Dva hlavnf body pétého stupne a ]eden druhého
stupne lezf v pfimce.

Necht 4,, A;, 4; leif na piimce p. Potom ostatnich Sest bod
leZf na kuzelosedce k, (4,, 43, 4, ..., 4y). Na obecné kubice svazku
vytne komplex kvintik S} jako dfive lin. soustavu gi. Na kuZelo-
secce k, vytne komplex S} lin. soustavu g}, nebot existuje svazek
kvintik, jez kuZelosetku k, maji za soucdst. Tento svazek je uréen

kuzelosetkou k,, svazkem kuzelosetek S} a p¥imkou 4,4,4;. Kuze-
losetka k, je tedy samodruzni. Volme bod P na primce 4 A4, jim
ur¢end sit kvintik pijde jeSté bodem P’. Tato sit kvintik se roz-
padne na pfimku 4,4, a sft kvartik S} (4,, 43, 43, 4,, 4¢, 44, 4,
. Ay). Sit kvartik vytne na piimce 4,4, lin. soustavu g3, nebot exis-
tuje jedind kvartika, obsahujici primku A, A, za soudast. Tato kvar-
tika se sklada z kuzelosetky k, a ze sloZené kuzeloseéky 4,4, . 4,4,.
Jsou tedy kuZelosetka k, a pﬁmka A, 4, samodruzné kiivky.

. PHmka 4,4, je souddsti jak kiivky hlavni c,, jez odpovida
bodu A4,, tak soudasti kiivky c,, jez odpovidd bodu 4,, nebot ma
8 nimi Sest spoleény‘ch prasediki. Piimka A1A4 je také soucasti
‘kuZelosetky, jez odpovida bodu A, nebot s nf ma tii spoleéné pru-
‘seéiky Nechéme-li tuto pfimku stranou, nebot je samodruzna, mi-
Zeme Fci, Ze

bodu 4, odpovida kvartika ¢, (42, 42, A2, A,, A, ..., Ay),
bodu A4 odpovida kvartika c, (Al, A,, As, A4, Ae, .oy Ay),
bodu 4; odpovida pimka c; (44, 43)

a ostatni hlavn{ k¥ivky zistavaji beze zmény. Ze vzorce 3 (n — 1) =
=2.44+2.5+1+4 4.2 plyne, Ze n = 10.

Piimka A,4, je soudssti kiivky samodruznych boda 4, nebot
s.ni mé 10 spoleénych priseéiku. Kfivka 4 se po vynechani samo-
druiné primky redukuje na A4°(1%, 23, 3% 4%, 6, 7, 8, 9). Z rovnice
n — pu = 29, kde p je stupeii kiivky samodruznych bodu a» je tifda
involuce, plyne, Ze t¥ida nadf involuce je 2. Pifmka 4,4, protne 4¢
jedté ve dvou bodech, jeZ nejsou hlavni, a to jsou samodruzné body
‘involuce vzniklé v této pfimce na¥f involuci. Rod kiivky 4° je 2.

. Svazek kuZelosetek S (1, 2, 3, 4) vytne na A° lin. soustavu g},
- kterd mé Sest dvojnasobnych bodua. Tyto body jsou vytaty sloze-
nymi kuZelose¢kami o dvojndsobném bodu B,, B, a &¢tyfmi hlavnimi
kuZeloseckami, které odpovidaji bodim Ag, 4,, 44, 4,.
' Svazek kubik S} vytne na A° lin. soustavu g}, kterd ma 10
- dvojnasobnych bodd ve kterych lezf dvojndsobné body racional-
nich kubik ve svazku 8i. Tyto body oznaéme si ¥; (i = 1, , 10).
Zvolime-li obecny bod B na A%, jest jim uréen svazek ehptlckych
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kvintik ireducibilnfch a tento svazek vytne na 4° lin. soustavu g},
kters ma 10 dvojnasobnych bodu. Tyto body oznatme Z; (1 = 1,
2,...,10). V bodech Z; lez{ Sesty dvojnisobny bod ireducibilnf
racionalni kvintiky svazku uréeného bodem B. Podobné jako
v odst. I dokazeme, Ze Zadny bod Y; nesplyne s bodem Z;. Lze
tedy ¥ci: Obecnym bodem B na A® je v S} uréen svazek ireducibilnich
kvintik eliptickych, ktery obsahuje 10 raciondlnich kvintik treducibil-
nich, je£ sviij esty bod dvojndsobny maji na kiivce A%. Body Y, B,
B,, U,, U, &ni vyjimku. U,, U, jsou body praseéné piimky A,A,
8 kfivkou AS.

Vyslovime jesté koneény vysledek pro involuci Jy,. LeZ{-li dva
hlavnt body pdtého stupné a jeden druhého stupné na pfimce, pak invo-
luce Jy, degeneruje v involuci desdtého stupné, jinak Fefeno, sniki se |
stuper, degenerované involuce o jednotku.

III.
T#i hlavni body druhého stupné lezi v jedné pFimece.

Necht tteba body 4;, A¢, A, lezf v piimce p; pak zbyvajicich
Sest bodu 4,, 4,, 4;, A,, Ag, Ay lezi na kuZelosedee k. -SloZens ku-
bika p . k ma byti samodruZna. Na pfimce p vytne komplex kvintik
83 lin. soustavu g}, nebot existuje svazek kvint;ik, jez obsahuji
piimku p. Jest to svazek p .k . S1. Piimka p je tedy samodruzns
a tudiz i kuZelosecka k. Na kuzelosetce nevytind komplex kvintik S}
- jiz Zaddnou bodovou soustavu. Proto postupujeme tak, Ze zvolime
na k bod P a hledame jemu odpovidajicf bod P’. Bodem P j je uréena
sit kvintik, jez se rozpadne na kuZelosetku k, a sit kubik 83 (1, 2,
3,4, 5,6, 7), kterd na kuZeloseéce & vytne lin. soustavu gi, *nebot
ex1stu1e ]edma kubika sfté obsahu]im kuZelosetku k, totiz kubika .
p . k. Dvojice této soustavy g} jsou pak homologlcké dVO]lce na
kuZelosedce k v nasf degenerované involuci.

Kuzelosetka k jest soudast! hlavnich kru'rek odpovida]icich
bodum A4,, 4,, A;, 4,, 44, Ay, nebot s nimi ma vice spolecnych pri-
sebiki, nez zida véta Bezoutova.

Bodu 4, odpovida ¢? (12,2, 3, 4, 5,6, 7),
4, odpovida ¢3 (1,- 2%, 3, 4, 5,6, 7),
A3 odpovida c§ (1, 2, 32 , 5,6,7),

A4 odpovidd c3 (1, 2, 3, 4 , 5,6, 7).
Body A,, A, prestava]I byti body hlavniml a u ostatnich se stupeii
‘nesnfzil. Z rovnice 4.3 + 3.2 =3 (n — 1) plyne, fe n = 7.
- - Ktivka samodruinych boddt 4 se rozpa,dne. na k. A% (12, 22,
32, 42,5, 6, 7). Trida na.éi involuce Je tedy. 1. Charakteristika jeji
]e 43, 32 : _ . - .
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Dostavame vjslédek:

 LeZi-lv t#t hlavn? body druhého stupné involuce Jy, v primee, snisi
8e stupen degenerované involuce o étyii jednotky.

- Svazek kuzelosetek S1 vytne na 4% lin. soustavu g}, kterda ma
) éest dvojnasobnych bodu. Tyto body jsou vytaty slozenyml kuzelo-
seCkami o dvojnasobném bodu B,, B,, B; a tfemi hlavnimi kuZelo-
setkami, které odpovidajf bodim A4, 4, 4,. _

Svazek kubik S} vytne na 45 lin. soustavu g}, ktera ma 10 dvoj-
nasobnych bodu, ve kterych lezi dVOJnasobne body racionilnich
kubik svazku S3. Tyto body oznaéme si Y; (i = 1, ..., 10). Zvo-
lime-li obecny bod B na 45, je jim urden svazek ehptlckych iredu-
cibilnfch kvintik a tento svazek vytne na 45 lin. soustavu g}, ktera
mé .108.dvojnasobnych bod&. Tyto body oznaé¢me Z; (v = 1, ..., 10).
V bodech Z;.le# 83esty dvojnisobny bod ireducibilni racionalni
kvintiky svazku uréeného bodem B. Podobné jako v odst. I doka-
Zeme, Ze Zadny bod Y; nesplyne s bodem Z;. Lze tedy ¥ici: Obecnym
bodem B na A5 je v 8 urden svazek ireducibilnich kvintik eliptickych,
ktery obsahuje 10 raciondlnich ireducibilnich kvintik, jeZ maji svij
Sesty bod dvojndsobnyj rovnés na kfivce A8. Body Y, By, By, By, Vy, V,
&ini vyjimku. Vi, V, jsou priuseliky kuzeloseky k s kfivkou A5.
Obecnym bodem na pfimce p je urden svazek reducibilnich kvintik,
nebof kazda kvintika tohoto svazku musi prochazeti jesté bodem B’,
ktery musf byti rovnéz dvojnasobnym. Bod B’ je homologicky bod
bodu B na piimce p.

IV.
* T¥i hlavnf body pitého stupné lezi v ptimce.

Necht to jsou body 4,, 45, 4, a lezi v piimce p; pak zbyvaji-
. ¢fch 8est bodd 4,, 45, 44, 4,, 44, Ayleéd na kuZelosetee k. Komplex
kvintik 8% se rozpadne na pfimku p a komplex kvartik S3 (12,
2,...,9). ,
Kvintika ¢ se rozpadne na p? .12 . k a podobné
c$ se rozpadne na pt. 13 . k,
c} se rozpadne na p? . 14 . k.

- Od kuzelosedky odpovidajici bodu 4, odpadne p a zbyvajici ¢ast

je 4,4;. Podobné pro body 4,, .. A,, Od kvintiky ¢3 odpadne jen
jednoduché piimka p a bodu 4, tedy odpovida ct (l 9).
Z rovnice 3 (n — 1) = 8.1 + 4 plyne, Zze n = 5. Ta,to mvoluce je
- Jonquiéresova involuce pitého stupné. Od kfivky samodruznych
bodi 4 odpadne dvakrait pfimka p a zbyvajici k¥ivka 45(13, 2, ...,9)
jest kfivkou samodruznych bodi nasf involuce patého stupng, coz



Gplné souhlasi, nebot je zndmo, Ze jen u Jonquiéresovy involuce je
stupenl transformace a stupeii kfivky samodruinych bodiéi sobé
roven.

Svazek kuZelosetek S} degeneruje zde ve svazek p¥imek se
stiedem v bodé 4,. Jest tedy tuto involuci moZno vytvofiti tak, Ze
na kaZdém paprsku svazku pimek vytne svazek kubik 8} centric-
kou involuci g} a jeji dvojice jsou homologické dvojice naéi invo-
luce. Na paprsku tfeba AIA2 vytne svazek kubik S} lin. soustavu g1,
ktera ma bod 4, za pevny, tedy bodu A, odpovida]i vSechny body
- piimky 4,4,. Podobné to plati pro ostatni body A, ..., 4,. Aby-
chom nash i timto zpisobem hlavnf kiivku, odpovida]ici bodu A,,
nechdme bod P bliziti se k 4, ve sméru ¢. Jim je urdena kubika,
majici teénu ¢ v bodé 4, a paprsek ¢ ve svazku piimek (4,). Ty se .
protnou jesté v jednom bodé P’, ktery odpovida P. Nechame-li tedy
méniti smeér ¢, dostaneme dva projektivni svazky a ty nam vytvorf
odpovidajicf kiivku bodu 4,. Vytvoiena kiivka je stupné é¢tvrtého,
jde body 4,, 4,, ..., Ay jednoduse a bod 4, mé za trojnasobny. To
snadno analyticky nahlédneme, kdyz bod 4, = O,. Pak rovnice
svazku piimek je x; — Az, =0 a svazku kubik

x% (2, — uxy) + x5 (uy — pvy) 4 ug — pvg = 0.

Aby mély spole¢nou te¢nu staéi, kdyZz 4 = u, a to je rovnice hledané
projektivnosti. Dosadme do druhé rovnice za u a dostaneme

Z3 (ZaUy — T1V3) + Uy — 2103 = 0

a to jeé rovnice kiivky étvrtého stupné, jez ma bod 4; = O, za bod
trojnasobny. :

MiuZeme urditi je§té jinak kfivku samodruznych bodli, uvazi-
me-li, Ze g} na libovolném paprsku mé dva samodruzné body Pons-
vadz ¢4 ma bod 4, za trojnasobny, jsou soumezné body k bodu 4, na
této kiivee samodruiné. Tedy bod A4, je pro kiivku samodruznych
bodti trojndsobny. Tato kiivka protne obecny paprsek svazku v péti
bodech a je tedy patého stupné. V bodech 4,, ..., 4, existuje jediny
samodruzny bod, totiZ soumezny k Ay ..., na paprsku 4,4,,...
Proto se kiivka A5 v téchto bodech piimek A4, 4,, ..., 4,4, dotyka.

Pripomenime jests, Ze vytvoleni této involuce je moiné také
pomoci komplexu kvartik §%, od éehoZz pro snadnost upustime.

Zvolme obecny bod B jako daldf dvojnasobny bod eliptické '
kvartiky komplexu S%; ale ta se rozpadne, nebof by musila jesté
prochézeti odpovidajicfm bodem B’, ktery by pro ni byl také dvoj-
néasobny. Zvolime-li v8ak bod B na 45, je jim uréen svazek obecné se
nerozpada]icich eliptickyoh kvartik. Tento svazek vytne.na 45 lin.
soustavu g1 s 12 dvojnasobnymi body Z; (1 = 1, ..., 12). V téchto
dvanicti bodech Z; jest tfetf dvojnasobny bod racionalnf kvartiky,
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obsaZené ve svazku kvartik, ktery je uréen dvo;nasobnym bodem B.
Na 4% vytne svazek primek 81 o sttedu 4, lin. soustavu g} s 8 dvoj-
nésobnymi body, které vytina,]i teény v bodech A4,, .. A9

Na 4% vytne svazek kubik S} lin. soustavu g} s dvanactl dvoj-
nésobnymi body Y, 1 =1, 12 V t&chto bodech Y; lezi dvoj-
nésobné body racienalnich kublk obsazenych ve svazku Si. Pouze
10 téchto kubik je ireducibilnich.

Kuzelosetka k protne primku p ve dvou bodech Ul, U,, které
jsou samodruzné, tedy prochazi jimi také kiivka AS.

Lze tedy Heci:

Obecnym bodem B na A5 je v 83 urden svazek eliptickijch ireduci-
bilnich kvartik, ktery obsahuje 12 raciondlnich kvartik ireducibilnich,
1eZ maji svij tfeti dvojndsobny bod rovné? na kiftvce A5. Body Y, Ul,
U, &int vyjjimku.

Kone¢né vyslovme jests vétu:

Le%i-li tFi hlavni body pdtého stupné na pFimce, pak involuce J,,
degeneruje v Jonguiéresovu tnvoluct pdtého stupné, to jest stupest dege-
nerované involuce se snt%i o 6 jednotek. Tiida této involuce je 0.

V.

Vhodnou kombinacf pi¥fpadi projednavanych v odst. II, III
a IV miZeme dostati involueci stupné 1—10. V daldim upustime od
podrobnéjsiho vykladu jednotlivych pifpadi a uvedeme jen tabulku
vysledki.

Specidlnim p¥ipadem p¥ipadu 23 je, kdyz body 1, ..., 9 tvoff
basi syzygetického svazku.

Poslednimu sloupri jest rozuméti takto: Obecnym bodem na
k¥ivee samodruznych bodi je v komplexu kvintik 3 uréen svazek
ehptlckych kvintik, ktery obsahuje udany poeet racionalnich
kvintik, jez majf Sesty dvojnésobny bod rovnéz na ktivee samodruz-
nych bodﬁ

*

Sur une involution du plan J,, de la deuxiéme eclasse.
(Extrait de l'article précédent.)

Cette involution est formée, comme on sait, 4 laide d'un
fmsceau de coniques S} et d’un faisceau de cublques S} dont quatre
points de base sont communs Soient A4, ..., 4, les pomts de base

_du faisceau de cubiques 8}, 4,, ..., 4, les pomts de base du faisceau
de coniques S}. Le falsceau de cublques 8} découpe sur une conique
du faisceau S} { une série linéaire ¢!, dont les groupes sont les couples.

’ ‘-.Oﬁ
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Charakte-

789,569, 149, 239

¢. |Odst. Na pifimece lez{ ristika Krivka samodru%. bodi Stup. | Pocet rac. kvintik
1| IL | 145 289¢42]1 A8 (12, 23, 3%, 42, 6,7,8,9) | 10 10
2 145, 346 1524133221 A5 (12, 2, 32, 4,7, 8, 9) 9 6
3 145, 235 4142 A5 (12, 22, 32,42, 6, 7, 8, 9) 9 8
4 145, 235, 346 2128321 A% (12,22, 3, 4,7, 8, 9) 8 6
5 145, 346, 247 313231 A% (12, 22, 32, 8, 9) 8 6
6 145, 235, 126, 346 432 A4(1,2,3,4,7,8,9) 7 4
7 145, 235, 346, 247 14283221 A3 (12,2,3,7, 8, 9) 7 2
8 | II | 789 433 A5 (12, 22, 32, 42, 5, 6, 7) 7 10
9 145, 235, 126, 346, 137 2342]1 42 (2,4, 8, 9) 6 2

10 147, 789 .| 2s4ep 44 (1,22 32, 4, 8,9) 6 8

11 145, 235, 126, 346, 137, 247 | 62 A1 (8, 9) 5 —_

12 789, 147, 237 | g2 43(1,2,3,4,8,9) 5 6
13 | TV. | 234 ’ ) 148t A5 (13, 2,3,4,5,6,7,8,9) 5 12 kvartik
14 147, 237, 348, 789 3231 A2(1,2,9) 4 4

16 " 789, 147, 249, 348 3231 A% (1, 2, 3) 4 2

16 234, 165, 789 136! A4 (12,2, 3,4,7, 8, 9) 4 | degener. piip. IV.1

17 147, 247, 128, 348, 789 1241 a9 3 2

18 789, 569 1341 A (1,2,3,4,9) 3 8

19 145, 235, 348, 249, 589 1241 At (1) 3 —
20 234, 125, 136 1241 45 (1,4,7,8,9) 3 —
-21 147, 237, 128, 348, 249 3 2, 4,7, 8 isol. sam. body 2 —

22 | | 234,125,136, 147 3t 4% (8, 9) 2 —

23 0 A 1 4




de points correspondants de notre involution. La caractéristique
de cette involution est 4%, 43, 43, A,, A2, ..., A3. La courbe des
points invariants 4 est du 7¢ ordre. L’auteur considére la création
de cette involution & Paide du complexe linéaire S} (432, ..., 42,
Ay, ..., Ag) de qulntxques hyperelliptiques, qui est ,,compose,, Dans
ce complexe il'n’y a pas de quintique irréductible, ayant le cin-
quiéme point général pour le point double. Si I'on prend pour le
cinquiéme point double un point général sur la courbe 4, ce point
définit un faisceau de quintiques elliptiques, ayant 12 courbes
rationnelles, dont le sixiéme point est aussi situé sur la courbe 4.

Si deux points principaux du cinquiéme ordre et un du deuxiéme
ordre sont situés sur une droite, ’ordre de J,; est réduit d’une unité.
Si trois points principaux du deuxiéme ordre sont situés sur une
droite, 'ordre de J11 est réduit de quatre unités. Si trois points prin-
cipaux du cmquleme ordre sont situés sur une droite, I’ordre de JIn

est réduit de six unités.
En combinant ces trois cas d’une maniére convenable, on peut

arriver a une mvolutlon d’ordre quelconque, inférieur a 11, bien
entendu.
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