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Gasopis pro pdstovani matematiky_a fysiky, roé. 73 (1948)

Regularni prostor,
na ném¥ je kaZd4 spojitd funkce konstantni.

Joset Novik, Brno.
(Doslo 10. listopadu 1947.)

M. Fréchet polozil ve svych Esquisse problém: Nalézti pokud
mozZno nejobecnéjsi typ prostord, v nichz existuji nekonstantni
spojité funkce. P. Urysohn dokazal,!) Ze takové funkce existuji
v kazdém normalnim prostoru. Sestrojil?) Hausdorffav spodetny
prostor, kde vSechny spojité funkce jsou konstantni. Vysledky,
k nim# Urysohn dosel, jsou neobyéejné diilezité a mély znacny vliv
na vyvoj topologie. Nicméné viak Fréchetiiv problém nebyl fefen

“aplné. Urysohn k tomuto problému poznamenava:3) , Es ist mir
nur nicht gelungen zu entscheiden, ob auch regulidre Riume existie-
ren, in denen alle stetigen Funktionen konstant sind‘. »

'V této prici uvadim konstrukei regularniho prostoru R o libo-
volné nespocetné mohutnosti, v ném% kazda spojita funkee je kon-
stantni. Na rozdil od Urysohna pouzivam pf#i konstrukei prevainé
konvergentnich posloupnosti. Pii tom provadim dvé urdité modifi-
kace, z nichZ prvou nazyvam Tychonovovou, nebof jeji idea po-
chdzi od Tychonova.%)

Sestrojuji nejdiive reguldrni L-prostor, na némZ kazds spojitd
funkce je konstantni. Tento prostor viak, jako fada jinych L-prosto-
ri, nemé oteviend okoli. A tu pouzivdm podobné myslenky jako je
Cechova U-modifikace dané topologie. Dostavam tak regulirni
prostor R se zminénymi vlastnostmi.

- Urysohniv problém jsem fesil v zaif 1946. Ke konci téhoZ roku
-doSel do Prahy sefit Annals of Mathematics, 47 (1946), v némz
Edwin Hewitt fesi tyZ problém takto: Necht % je nekoneéné kardi-
nélni &islo, jeZ neni souétem ¥, kardindlnich &isel mensich nez 8. Pak

1) Paul Urysohn, Uber die Michtigkeit der zusammenhiingenden Men-
gen, Math. Annalen, 94 (1925), str. 262.

2) Loc. cit. str. 274.

3) Loec. cit. str. 290.

4) A. Tychonoff, Uber die topologische Erweiterung von Réumen,
Math. Annalen, 102 (1930), str. 654, pozn. 1), -
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existuje regularni prostor B o mohutnosti ¥, .v némz kazda spojita
funkce je konstantni. Obé FeSeni, Hewittovo a moje, jsou na sobé
nezavisla. Priorita nalezi viak Hewittovi, nebot jeho feSeni bylo
zaslano do tisku v F{jnu 1945. Pfesto uvefejiiuji svoje FeSeni, nebot
je obecnéjsi, udavajic konstrukei prostoru R pro libovolnou nespo-
éetnou mohutnost. Také methoda konstrukece a dikazu je jind, nez
jaké uzivé Urysohn a Hewitt.

I.

Bodova mnoZina se nazyva L-prostorem, jsou-li v ni definovany
konvergentni bodové posloupnosti {x,}, kterym jsou jednoznaéné
prifazeny urdité body (limity) x = lim #,, k nim# tyto posloupnosti
konverguji. Pfitom musi byti splnény dva znamé Fréchetovy
axiomy konvergence.?) Topologie se zavadi do L-prostoru definiei
uzavéru: :

Uzavér uM mnoZiny M je mnoZina bodi x = lim z,, kde
Zn € M. Tyto uzavéry splituji znamé Kuratowského axiomy®) aZ na
jeden: V L-prostoru nemusi byti uzadvér uzavieny. Z toho davodu
zobecnime pojem topologického prostoru. Budeme jim rozuméti
mnozinu 7' a v ni definovanou mnozinovou aditivni funkei « tako-
vou, Ze u(0) = 0 a Ze X C u(X) pro kazdou podmnozinu X. Funkei »
nazyvame topologii,” jednoduse .zna¢ime u(X)= uX a prostor 7'
nékdy znacdime (7', u).

Z definice uzavéru vychazi, Ze mnozina U je okolim bodu z
v L-prostoru, kdyz a jen kdyZ xz,e U pro skoro viecka =, kdykoliv
lim x, = 2. Tato okoli spliuji prvé dva Hausdorffovy axiomy
okoli,?) kdezto tieti obecné nikoli.

Redlnd funkce f(z), definovand v topologickém prostoru 7',
je spojité v bodé a € 7', kdyZ k libovolnému ¢ > 0 existuje okeli
U bodu a tak, Ze |f(x) — f(a)| < € pro kazdy xe U. V L-prostorech
je tato definice ekvivalentni s vétou: Redlnd funkce f(x) je spojitd
v bodé @, kdyz a jen kdyz lim f(x,) = f(lim z,), kdykelivlim z, = a.
Dikaz toho snadno vyplyva z definice okoli v L-prostoru.

$) Axiomy Fréchetovy zni: 1. Je-li 2, = x pro ka%dé n, pak lim z, = .
2. Jestlize lim x, = ‘z, pak také lim Ty, = T Viz H. Fréchet, Les espaces
abstraits, Paris 1928, str. 164. '

#) Axiomy Kuratowského zni: I. XUY = _X_ UY.IL Je-li X prazdns
nebo jednobodové mnoZ¥ina, pak X = X. ITI. X = X. Viz C. Kuratowski,
Topologie I, Lwéw 1933, str. 15.

7) Hausdorffovy axiomy okoli zni: A) KaZdému bodu = odpovid4 aspoit
jedno okoli U(x) a ka%dé okoli U(x) obsahuje bod z. B) Jsou-li U(x), V(x)
dvs okoli tého¥ bodu, pak existuje okoli W(z), jeZ je &asti obou. C) Le#i-li
bod y v okoli U(x), pak existuje okolf U(y), jeZ je asti U(x). D) Ke dvéma
riiznym bodam x a y existuji dvé okoli U(x), U(y) bez spoleénych bodi. Viz
F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, str. 213.
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Necht jsou dany dvé abstraktni mnoziny A a B o nekoneé-
nych mohutnostech a < b. Body prvé mnoziny budeme znagditi
nebo z, body druhé mnoziny b nebo y. Zvolme pevné body a e 4,
b € B a zavedme a priori konvergenci takto:

lim 2, = a; kdy%Z z, = a pro viecka %, nebo kdyz xm =+ 2, pro
m == n.

" lim y, = b, kdy% y, = b pro vSecka n, nebo kdy% ym == ¥, pro
m == n.

Do mnoziny P = AX B — (a, b), kde A X B je mnoZina prvkd
(%, y), x € A, y ¢ B zavedeme konvergenci takto:

lim (za, y) = (@, ¥), kdyZ x, = a pro vSecka =, nebo kdyZ
Xmi == Ty Pro m == n,

hm (z, y») = (2,b), kdyZ yn = b pro viecka n, nebo kdyz
Ym' %Y PrO m + 0.

- Viétal, Je-lu fy) spojitd fumkce na prostoru B, pak e:mstuye
redlné Cislo k takové, %e f(y) = f(b) = k pro vdecky body y € B s vy-
;nmlcou nejvy§ spoé’etneho poctu y.

Dtikaz. Nastane jeden ze tif pifpadi:

. 1. f(B) je nespodetnd minoZina reilnych &isel.
e 2. f(B) je spodetnd a existuji asponi dvé ¢&isla k, = k, tak, Ze
fty) = ky, f(y) = k4 v obou piipadech pro nekoneéné mnoho bodi
Ye
3 f(B) je spoéetna a existuje nejvys jediné &islo k, s vlastnosti
uvedenou sub 2.

. Pripad 1 nemiiZze nastati. Z 1 vyplyva totiz existence dvou
redlnych &isel k, = k,, jeZ nejsou isolovana v mnoziné f(B). V f(B)
existuji pak prostes) diselné posloupnosti {f(ba)} a {f(6'n)} takové, ze
lim f(by) = ky, lim f(b',) = k,. JelikoZ f(y) je jednoznacna funkce
tvoif body by, b'n dvé prosté posloupnosti, které podle definice kon-
verguji k bodu b Funkee f(y) je spojita, takze lim f(b,) = f(b) =
= lim f(b',), coZ je spor s pfedpokladem k, == k,.

Pifpad 2 nemiize nastati. Z 2 vyplyva existence dvou prostych
posloupnosti {b,.}, {b'n} v prostoru B takovych, Ze ky = f(b), ks =
= f(b's) pro kazdé n. To opét vede ke sporu s predpokladem
ky = k,.

Nastane tedy ptipad 3. Jest f(y) = k, = k = f(b) pro viecka
Y € B's vyjimkou téch y, pro néz f(y) = k, a téch je nejvys spocetny

odet.
P Vita 2. Necht f(z) je spojitd funkce na prostoru P = AXB —

— (a, b). Pak existuje redlné ¢&islo k s viastnosti f(z) = k pro vdecka
z = (a, ¥), -a€ na mnoZinu vijjimek o mohutnosti nejvyg§ a. Ddle je
Iim f(2n, b) = k, kde xm =+ xn pro m £ n, z, = a.

8) Posloupnost je prosté, kdy¥ jsou viecky jeji &leny navzéjem rfizné.
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Dikaz. Mnozina bodd (,, ), kde £, = a je urdity bod v 4,
je homeomorfni s prostorem B. Proto ke kazdému bodu 2, =a z 4
existuje podle pfedeslé véty redlné &islo k,, = f(z,, b) takové, Ze
f(z, ¥) = ks, pro viecka y e B s vyjimkou spodetného poétu y.
Mnozina souradnic y, k nimZ existuje souradnice z s f(z, y) =+ k, md
tudiZ nejvySs mohutnost ¥a = a. Komplement M této mnoZiny
v B mé vlastnost, Ze f(x, y) = k; = f(x, b) pro y e M a pro vdecka
zed, x +a. :

Necht {x,} je prostd posloupnost bodud, z, e 4 — a. Ponévadz
{(2) je spojitd a lim x,, = a, existuje lim f(z,, y) = f(a, y) pro viecka
ye B, y = b. Déle je pro kazdé y ¢ M a pro vecka z, : f(z;, y) =
= kg, = (4, b), tudiz lim f(xs, y) = f(a, y) = lim f(x,, b), y + b.
Ozna,cime li posledni limitu lim f(x,, b) = k, dostadvame f(a, y) = k
pro viecka y e M, y =+ b. Tim je véta dokézéna.

IT.
Budte nyni dany dvé abstraktni mnoiiny A, B o nekoneénych
mohutnostech a < b. Prvky z prvé mnozmy budeme oznadovati «,

z druhé mnoziny g nebo y. Zvolme pevne prvek o* € 4, jejZz nazveme
poslednim?) v 4 a prvek f* ¢ B, jenz bude posledni v B.

Uvazujme nyni o bodech z, jeZ jsou identické se ctverma,ml
prvki

z = oc,ﬁ,n ),

kde xe 4, fe B, n ]e piirozené &islo, y € B. Mnozinu viech bodu
(x, B, n, yo) pii pevném y, oznacime E’ (zx B, m, ¥,) a nazveme svaz-

kem (y,); podobné mnoZinu E (zx, ﬂ no, yo) nazveme listem (no)
ve svazku (y,), mnoiinu E (oc,ﬁﬁo, Ny, ¥o) Nazveme Fadkem () a
E (g, B, 1o, ¥o) Nazveme sloc‘)upcem () listu (mg) ve svazku (y,).
iinoiinu E («, ﬂ*,'no, ¥o) ¢ili fadek (B*) nazveme poslednim fadkem

a sloupec“(cx*) poslednim sloupcem.
Provedme nyn{ dvojf identifikaci étvetin:
Prva identifikace (Tychonovova)

(x, B*,m,9) = (&, f*,n +1,9) prolicha n = 1,3, ...
(a*,B,m,7) = (x*,B,n + 1,7) prosudd n = 2,4, ...

Druhé identifikace: »
(*, B, 1, 9) = (a*, B, 1, y’) pro viecka y, y’ v B.

9) Nikterak nepredpokladéme, Ze mnoZiny 4; B jsou usporadané.
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Odtraiime z mnoziny ¢étvefic prvku po této identifikaci body z tvaru
(x*, B*, n, y), ¢imZ dostaneme mnozinu ’. Oznadeni iddek, sloupec,
list a svazek ponechime. Do @’ zavedeme nyni L-topologii.
Budte diany pevné dvé posledni soufadnice n = ny, y = y,.

Do posledniho fadku E («, B*, ny, ) & do posledniho sloupce
E (o*, B, ng, p,) listu (n,) ve svazku (y0) zavedeme L-topologie tak,
jak .jsme to uéinili v .mnoZindch 4 a B. Jediny hroma,dny bod
v poslednim Fidku je bod («*, B*, ny, ), ktery je rovnéz jedinym
hromadnym bodem v poslednim sloupci. JelikoZ lze poloZiti

. E (0" ﬂ Ny, 70) =K (06, ﬁ o, 70) X E (0‘ ﬂs Mo, YO);
mizeme do mnoziny E («, B, ny, v,) — (a*, B*, ng, 7,) zavésti L-topo-
logii tak, jak jsme to udinili v mnoziné P = 4 X B — (a, b). U¢itime
tak pro kazdé prirozené &islo n a kaZdy prvek y € B; tim dostaneme
topologicky L-prostor Q’.

Zékladem nasf konstrukce bude viak jiny prostor @; ten po-
vstane touto zménou topologie v Q':

Vsimnéme si, Ze kazdy bod z = (x, 8, n, y), « + «* a soudasné
B = p*; je isolovany v prostoru '. Mnozinu téchto oznaéime

J = E [(«, B,n,y), x 4:0‘*’ B =+ p*].

Mohutnost mnoziny J je ab®b = b; je stejna jako mohutnost mno-
ziny B. Existuje tudiz jednojednoznacna korespondence ¢(z) = v,
z € J zobrazujici J na B. Topologii v @’ zesflime nyni tak, Ze defi-
nujeme lim (o, ,8,,, n, p(2)) = 2, kde «,e A, B, B jsou libovolné
prvky takové, Ze (o, fn) =+ (a¥, ,3*) Tim dostaneme prostor @
s topologii u.

Poznamene]me e okoli bodu z e J v (Q, u) je tvofeno bodem ,
z a skoro viemi listy svazku (p(z)), a dale, Ze posloupnost bodi
{(m, B My Y)}m, kde mp > 1 & p; == p; pro ¢ = 4, nenf konver-
gentni

Véta 3. Necht f(z) je spojitd funkce na prostoru Q. Pak je f(z)
konstantni.

Dokazme nejprve uplnou indukef vzhledem k n:

(1) Necht f(2) je spojitd funkce na Q. Pak existuje ke kazdemu
" svazku (y,) redlné &islo k(y,) = k takové, Ze f(z) = k pro skoro®)
" vdecky body v poslednim sloupci kaZdého listu (n) ve svazki (y,). :

~ Pron = 1 vyplyvé (1) z véty 2, nebot kazdy list je topologicky
.identicky s prostorem P = A X B — (a, b). Je-li n sudé, pak z Ty-
chonovovy identifikace vyplyva, Ze oba posledni sloupce v listech
(n)a(n+1) ]sou identické, takZe plati (1) pro » + 1. Necht n je

» 10) Rekneme, Ze vlastnost V plati pro skoro vsecky body mno¥iny M,

kdy# mno¥ina bodl « ¢ M, jeZ nemaji vlastnost V, mé mohutnost men&i, nez
* “je mohutnost mnoiny M.
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liché. Z véty 2 vyplyva existence éisla ! takového, ze f(z) = | pro
skoro viecky body posledniho sloupce listu (z -+ 1) a Ze lim f(zs) =1
pro kaZdou prostou posloupnost bodi z, v poslednim fadku téhoz
listu. Z Tychonovovy identifikace vyplyva, ze tento fddek je iden-
ticky s poslednim fddkem predeslého listu (n), takZe podle predpo-
kladu pro indukei jest lim f(z,) = k, to jest | = £.

Dokazme nyni
(2) Necht f(z) je spojitd funkce na Q. Pak existuje redlné ¢islo k
takové, Ze f(z) = k pro skoro vdecky body z ka%dého posledniho sloupce
v prostoru Q.
Vskutku, je-li ¥, € B, y, € B, pak z (1) vyplyva, Ze f(z) = &, pro
skoro viecky body mnoziny E (x*, 8, n, y;) & %e f(z) = k, pro skoro
8 )

viecky body mnoziny E (a*, B, m, ys), n =1, 2, ... Z druhé identifi- °
8

kace vSak vyplyva, Ze ob8 mnoziny jsou pro n = 1 identické. Proto
1= K.

Pristupme k dikazu véty 3. Necht’, konstanta k¥ mé takovy
vyznam jako ve (2).

a) Necht z € J. Podle (2) existuji prvky f, e B — p* takove Ze
i(oc ﬁn, n, ¢(2)) =k pron =1, 2,.... Ponévadi f(z) je spojitd a,

*, Bus 1, @(2)) = 2, plati vztah: lim f(&*, Bny 1, @(2)) = f(2) =

b) Necht ze@Q — J, tedy z = («*, Bo, Mg, %), Po =+ f* nebo
2 = (&g, B¥, Mgy o)y %o + a*. V prvém pi"ipadé zvolme prostou po-
sloupnost bodd «, %= &*. Pak (xn, By, Mo, ¥0) €J a podle a) jest
f(tns Bos Mo, o) = k pro skoro viecka n. JelikoZ lim (o, Bo, 79, ¥0) =
= 2, jest f(z) = k; podobné se dokdZe i v druhém piipadé, Ze f(z)=k.

Viimnéme si nyni bliZe L-topologie u prostoru (Q, u), pre-
devsim vSak defmu]icich okoli bodi z € Q. Je-li za prve zed, roz-
umfme definujicim p-tym okolim bodu z mnoZinu

D(z)==zv U E(zx B, n, (pz))—E(oc B%, 2p, p(2)).

Ztejmé v tomto pripade pla,ti
wDE)=2v U E (B n,¢()
- n=2p

a dale
uu D(z) = u D(z).

Je-li za druhé z = (a*, Bo, M, 7o), Mo & 1 ebo 2 = (ag, B%, 7o, 70),
pak z Tychonoyovy identifikace vyplyvé existence u-okolf bodu 2,
jet je Sasti pravé dvou sloupcii nebo dvou Fadki ve dvou sousednich
listech; kafdé takové okolf oznadfme D(z) a nazveme defmu]icim
Je-li za trett z = (x*, By, 1, 7o), Pak vyplyva z druhé identifikace, Ze
sjednoceni Fadku (f,} ve véech prvych listech je u-okolim bodu 2.
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Za, definujici okoli D(z) bodu z prohldsime pak ka#dé u-okolf bodu 2,
jeZ je dastf tohoto sjednoceni.

Jedinym hromadnym bodem mnoziny D(z) je v druhém a tie-
tim piipadé bod z sim, takze plati u D(z) = D(z).

Ziejmé systém definujicich okoli bodu z je tplny a

(3) uzdvéry definujicich okoli jsou uzaviené.

Snadno nynf dokizeme, %e

(4) prostor (@, u) je reguldrnd,
v tom smyslu, Ze k libovolnému okoli U(z) bodu z existuje definujici
okolf D(z) takové, ze u D(z) C U().

Je-li ze Q@ — J, pak je to ziejmé, nebot D(z) = u D(z). Je-li
z € J, pak z poznamky na str. 62 vyplyva existence pfirozeného
&isla ny takového, ze U E («, f, n, p(z)) C U(2), tedy také u D(z) C
C U(z), kde D(z) je n.:-‘t’jé~ '(Eiefinujiei okoli bodu 2. Tim je (4) dokazano.

Dokazme jests:

5) Definujici okoli je u-okolim kaZdého svého hromadného bodu.

Oznacme definujicf okoli D(z) a hroma,dny bod 2’ € D(z). Je-li
z == 2’, pak je to ziejmé. Necht z == 2’; ponévadZ definujici okoli
bodu z € @ — J obsahuje jediny hromadny bod z, musi byti z e J.
Necht D(z) je p-tym okolim. Pak

? = (!X*, :3: Y ‘P(z)) nebo 2’ = (‘x’ ﬂ*’ (Y ‘P(z)),
kde n, = 2p v prvém piipadé a n, > 2p v druhém piipadé. Zfejmé
v prvém pifpadé jest

U(z)—E(oc ﬂ,no, () uE’ (¥, B, g 4+ 1, p(2)) C D(2),

kde + resp. — plati pro n, sudé resp. liché, a v druhem piipadé
U@) = B (x, B*, ny, (2))UE » %m0 £ 1, 9(2)) C D(z),

kde + resp. — plati pro =, liché resp. sudé.

II1.

Necht (7', u) je topologicky prostor, jehoZ okoli splituji axiomy
(4), (B), nikoli viak axiom (C). Z topologie 4 odvodime novou topo-
logii, kterd vyhovuje viem tiem axiomim. Methodou Gplné indukce
budeme definovati nové modifikovand okoli takto:

Necht U(z) C T je libovolné okoli bodu z. Oznaéme U(z). =
= U¥(x). Jsou-li uz definoviny mnoziny

Ul(z)C U%(x) C ... C U™x),
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pak necht Un+1(x) jest u-okolf mnoziny U*(x). Mnozinu
V(2) = U Un(a)

prohldsime pak za v-okoli bodu z a nazveme je modifikovanym
okolim.

Modifikovand okoli spliiuji axiomy (4), (B), (C).
Axiom (4). Jest x € U(x) = U*(z) C V(). Déle je mnozina T
okolim kazZdého svého bodu.

Axiom (B). Necht Vi = U U?, i = 1, 2, jsou dvé v-okolf bodu
n=1

zeT. Pak mnoZina Vy; = U Uin Uz C V,n V, jest opét v-okolim

bodu . Jest totiz U; C Ur*! pro i = 1, 2, takie plati vztah
1aU3C U U,

v ném# mnoZina napravo jest u-okolim mnoZiny nalevo.

Axiom (C). Necht y ¢ V(z) = UU™x); pak existuje ¢ takové,
Ze Ut+l(z) jest u-okolim bodu y. MnoZina V(y) = UO%y), kde
O™y) = Ur+™(x), je ziejmd v-okolim bodu y a je V(y) C V().

Je-li U(x) oteviené okoli v (7', »), miZeme voliti U%(x) = U(x)
- pro kazdé n =1, 2, ..., takie V(x) = U(x). Odtud vyplyva, Ze
mnoziny oteviené v (7, ) zistdvaji otevienymi v (7', ) a naopak.
Systém wu-uzavienych mnoZin je tyZz jako systém wv-uzavienych
" mnoin. Cech dokéazal,l!) %e existuje jedind topologie » s touto
vlastnosti a nazval ji U-modifikacf topologie u.

Provedme U-modifikaci topologie % v prostoru (@, ). Dosta-
neme prostor B = (@, v) s novou topologif v, jeZ splituje prvé t¥i
Hausdorffovy axiomy okoli. Body z jsou v L-prostoru @ uzaviené;
zistanou také uzaviené v R. V prostoru R jsou tudiZ splnény viecky
t¥i axiomy Kuratowského.

Véta 4. Prostor R je reguldrni. Ka%dd spojitd funkce na R je
konstantni. -

Dukaz. Jestlie |f(x) — f(a)|l <& pro viecka ze V(a)=
= UU"(a), tim spiSe plati tato nerovnost pro viecka z e U'(a) =
= U(a). Odtud nasleduje, Ze funkce spojitd na R je také spojitd na
@ a podle véty 3 je tudiz konstantni. ‘

Zbyva dokazat, Ze R je reguldrn{ prostor. Necht V(a) = UU"(a)
je libovolné okoli bodu a v prostoru R. Konstrukei okoli W(a) C R
takového, Ze v W(a) C V(a), provedeme tplnou indukei, pouzivajice
piitom definujicich u-okolf. Podle (4) existuje definujici okoli D(a)
takové, Ze u D(a)C U'(a). Poloime D(az) = HYa). Mime-li u%

1) E. Cech, Topologické prostory, Casopis pro pést. mat. a fys., rot. 68,
- (1937), str. D 235. :
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definovany mnoiiny HYa) C H¥a) C ... C H™a) s vlastnosti
Hia) = U U D(y)C U U u Dy )CU‘(a) (*)

i=1 yel; j=1 yelj_ )
pro ¢ = 1,2,...,n, pfi ¢emz I, = Hya) = a, kdeito I; =
=J n (Hi(a) — Hi—(a)) pro j = 1, 2, ..., n, budeme definovati mno-
Zinu H"+1(a) takto: Podle (*) plati pro ¢« = = vztah H™a) C U"(a).
Okoli U»+'(a) mnoziny U*(a) je také okolim podmnoziny H"(a);
podle (4) existuje pro kaZdy bod y e I, C H"(a) definujici u-okolf
D(y) takové, ze
D(y) Cu D(y) C UntY(a), tedy U u D(y) C Un+Y(a).
- yel,
Poloime
H(a) = H*a)v U D(y),
yel,

takze H™(a) C H"+1(a) Odtud a z (*) pro ¢« = n vyplyva, Ze
n+1
H"“(a) = U U Dy)cU U uD(y) CUMa)uUrtia) =

=1 ﬂtl,__l I=1 yel;_3
= Ur+i(a).

Plati tedy (*) také pro ¢ = n + 1. Takto majice definovany mno-
%iny H"(a), poloZme

W(a) = UH*@a)= U U D(y).
i=lyel; 4

Mnozina W(a) je oteviena v R. Vskutku, necht z ¢ W(a). Pak existu-
je yo € I, tak, Ze z € D(y,). Je-li z hromadnym bodem mnoziny D(y),
pak je podle (5) vnitinim bodem mnoZiny W(a). Neni-li z hromad-
nym bodem v D(y), jest y, & 2 a z vlastnosti definujicich okoli vy-
plyvéa, Ze z e J n W(a), tedy z € I,. Proto existuje definujici okoli
- D(z) C W(a); bod 2 je opét vnitinim bodem mnoziny W(a). Tim je
dokézéano, Ze W(a) jest oteviend pii topologii «; zistava otevienou
~ také pii U-modifikaci v.

Prva ¢ast tvrzeni véty 4 vyplyva nyni bezprostiedns ze vatahu
Wia) =u Wi(a)=v W(a) = v W(a)C V(a), (6)
kde :
W)= U U uD(y).
j=1yel —1
Dikaz, Necht bod z je limitou prosté posloupnosti {#,} bodi

Zm € W'(a). DokdZeme ne]prve, ze z'¢ W'(a). Rozeznavejme dva
piipady: I. Existuje mnoZina u D(y) C W'(a) obsahujici{ body zp,

vybrané posloupnosti. Podle (3) je tato mnoZina uzaviend, takZe
lim 2w, = z e u D(y), to jest x e W'(a).
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II. Nenastane pfipad I. Bez Gjmy obecnosti mizeme ptedpo-
kladat, Ze 2y € 4 D(Yn), Ym == a, body ym, jsou navzijem riazné a
takové, Ze yyu € I,, s nejmensim moznym indexem n,. Pak jest
Zm =+ Yn pro viecka m. Vskutku, kdyby &, = y. pro urdity index
m, pak by nn, = 0, takie y, = a; tato Givaha vyplyva odtud, Ze
ke kazdému bodu y € I, » > 0, existuje bod y’ € I,.—; takovy, Ze
y € D(y') Cu D(y') a z predpokladu, Ze nn, je nejmensi index s vlast-
nosti Tm € ¥ D(Ym), Ym € In,. UvaZme nyni, Ze y., € J, takZe '

Zm € U D(Ym) = Ym Y PZL E (x, 8; 7, ¢(ym))

a jelikoZz p == ym, jest Xwm = (%m, P> Nm), ¢(Ym)). Ponévadi
Ym =+ Yn, jest také @(ym) =+ @(yx) pro m = n. Podle poznamky na
str. 62 neni lim z,, = z, ¢im% dostaviame spor. P¥ipad II nemuzZe
nastati. .

Dokézali jsme, Ze W'(a) = u W'(a). Ziejmé& také W'(a) =
= v W'(a), nebot U-modifikace zachovidva u-uzaviené mnoziny.
Ponévadz D(y) C u D(y), jest W(a) C W'(a), tudiz v W(a) C v W'(a)-
Na druhé strané jest D(y) C W(a), tedy u D(y) C v W(a), z éeho#
vyplyvd, Ze W'(a)Cu W(@)Cv W(@)Cv W(a) = W'(a), to je
W'(a) = v W(a). Vztah W'(a) C V(a) vyplyva z (*).

*

Regular space, on which evevy continuous funetions is econstant.
(Summary of the preceding article.)

The present paper concerns the solution of Urysohn’s problem
of the existence of regular topological spaces R in which every conti-
nuous real-valued function is constant. There exists such a space R
of arbitrary uncountable cardinal number. First of all it is proved
that every real-valued continuous function defined on the space
P = AXB — («*, §*) is constant, where A and B are two compact
L-spaces of infinite cardinal numbers a < b, in which every point
except two, «* and f*, is isolated. Now, let @ be the set of all quad-
ruples (x, 8, »,y), x € 4, B € B, n positive integer, y € B, («, §) =+
=+ (a*, f*), where two identifications hold:

I. Tychonoff’s identification
(«, B*, m, y) = (x, f*,n + 1, p) for all odd integers n = 1, 3, ...
(a*, B, m, y) = (a*, B, m + 1, p) for all even integers n = 2, 4, ...
II1. (e*,8,1,9) = (a*,,1,9') forall y € B,I y' € B.
Let the point-set( Ep )(a, B, g, Vo) — (x*, B*, ng, 7o) be homeomorphic

4 67



with the space P for all integers ny > 0 and all y, € B; let y = ¢(z) be
a one-to-one correspondence between J and B, where JJ denotes all
isolated points z = («, 8, n, ¥), & = «* and simultaneously 8 = f*;
let us define lim 2, = 2, where 2, = (ax, fn, 7, ¢(z)). Then, @ is a re-
gular L-space, on which every real continuous function is constant,
but in which the neighbourhoods need not be open. The construc-
tion of the space R makes use of Cech’s idea of U-modification of
topology in @, in which the neighbourhoods are open.

Urysohn’s problem was solved by the present author in Sep-
tember 1946. Towards the end of the same year a copy of the Annals
of Mathematics 47 (1946), arrived in Prague, in which Edwin
Hewitt presents the following solution:

- Let & be an infinite cardinal number which is not the sum of ¥,
cardinal numbers smaller than 8. Then there exists a regular space R
of cardinal number ¥ in which every continuous real-valued func-
tion is constant.

Both solutions, Hewitt’s and mine, are independent on one
another. Hewitt’s solution rightly claims priority, for it was sent to
press in October 1945. In spite of this, I have thought it would be of
some use to submit my own solution, as it is more general present-
ing the construction of the space R for an arbitrary uncountable
cardinal number. Likewise my method of construction.and proof
differ from Urysohn’s and Hewitt’s.
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