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(0} veklorovych vyrazech
: pro souttové vzorce eliptickych funkci
Napsal Karel Dusl.

i

Jak zndmo, IZe soultovy vzorec pro Jacobiho eliptickou
funkci cnu:

cn (u+v)—-cnucnv Fsnusnvdn (uto) - (1)

zndzorniti pro redlné hodnoty argumentir u a v ve sférickém troj-

tihelniku tim zptisobem, ¥e dv& strany trojihelnika udinime Tovny

amu a amv-a tfeti strana vychdzi pak rovna am (u+v), pfi Cemz

plati horni, nebo dolnf znameni dle toho, je-li tihel, ktery ob&.strany

" am u a am v feteného sférického trojithelnika sviraji tupy nebo ostry.

‘ "Tento vysledek plyne z kosinové vé&ty, psané pro stranu sféri-
ckého troluhelnlka ABC (strany a,b,c, Ghly a,f, 7). PiSme pro
stranu c:

: © €OS ¢=COSacos b + sin @ sin b cos ; (2)y

- pH Eem? 1est —_— _‘ '
cos y=}T—sinty 3)

a jehkoz z véty sinusové pro trojihelnik sféricky ndsleduje, ie

sine _sing _siny

_ sing _sind sinc” | o ‘(4)
"'kde k znamend konstantu charaktensu](ci sféricky troluhelnik bude
e - sin y=ksinc , (5)
-’;;'a z rovnice (3) ~ cosy= +)T— ke sinzc, _ (6)

L &i Eem? hornf znameni bude platiti, bude-li dhel » dhel ostry.
. Uvé¥ime-li jest, Ze funkce dn (u+v) jest pro re4lné hodnoty argu-
. menth u a v vidycky kladnd, lze formdini shodu rovnic (1) a (2)
"~ thned 'nahlédnouti. P tom podotikém, %e jest nutno, aby kon-
f:“ “stanta k, kterd vstupuje do rovnice ‘(1) jakoZto modul eliptxckych

: 'funkci byla men3i jedniky, voliti zdkladni tro&uhelnik sféricky tak «
aby mél jeden, nebo viechy tfi dhly tupé®*)

Klad‘me' . amu-—_a, mv—b ’ " (7)
potom JGSt - sin a-—-k sinag ‘ S
) " sinf=4k sinb. T

Volime-li nyni uhel g ostry, ‘tu musi byt| jeden z {ihl: « nebo

L grange Théorie des fOnctions § 81, 82. H. Durege: Theorae.
der emp chen Functionen 1887 l§ 31. s.
)H Durége Ellxptlsche unctlonen, str 124,




T

y tupy. ]e li a < b musi patmé v byt dhel tupy, volme tedy radégl
a> b, tu potom miZe byti;

1. @ thel ostry, y tupy; ve sférickém troluhelniku B C A strana -
B A= cn (u+ v) dle rovnice (1), _
2. @ tuhel tupy, y ostry (piSme a,); ve sférickém trojiihelniku
- BCA, bude BA, =cn (u—v) dle tée rovnice (1).

2. V tomto pojednénf minfm nejprve ukdzati vektoranalyticky
“tvar rovnice (1) a odvoditi pak vektoranalyticky n&které relace
z nauky o funkcich eliptickych. .

Vezm&me za zdklad oba sférické trojiihelniky ABC a A, BC
' popsané v pfedeSlém odstavci. Jednotkové vektory tvofici trojhrany
pfisludné ob&ma trojiihelnikiim oznatme g, b, ¢ resp. a,, b, c;jed-
notkové vektory tvorici trolhrany k ob&ma predeﬁlym vyplnkové
‘ znamenejme a', ¥, ¢’ résp. a',, b, ¢

Pouz{vejme francouzsko- ltalské symbohky, pro skaldrni souémy
znamen{ x, pro vektorové souliny znameni A.

Vyjdéme z rovnice*) platné pro libovolné Etyfi vektory: .
(%[A%)x((&/\@)-w(ﬂlx@) BxD)—(BxC) AxD). (9)
Polozme tu: A=q B=0 C=b, D=c (10)
~ Tak obdriime ’
(c/\a)x(b/\c)—(bxc) (cxa)—(axb) (cxc), (1)

coZ vzhledem k tomu, Ze
exe=1

xb=(bxc)(cxa)—(BAc)x(cNa), ()
od kteréito rovnice ddle vychdzejme. Ve shod& s pfedeSlym od-
stavcem lze patrnd klésti: ~
" bxc=cnu . .
cxa=cnv . - (12)
axb=cn (u+ ). '
Potom oviem budou vektorové soutiny :
- bAc=snu.a, . o
cAa=snv b ‘ (13)
aAb=sn(u+v)
a ]ehkoi dle (4) odstavce 1. jest
: (I)'/\c)2 (c'Na')2  (a’A\b)2 B
(b /\c)' (c Aa) (a /\b)” s (19)

dévé rovnjci 'y

N
N

k2 =

biude na’ pi‘iklad

. AN )
. Sy —1—jk2sn2y —
_dnu 1 ksyu 1— (b/\)* |
: *. Gibbs-Wilson ,Vectoranalysis.* 76 str, (3d ed) Dusl Zéklady
" vektorového poctu' btr ‘28, S

6 A o —(b'Xc)2 (15)

»

.‘.’v.z’.':?:



‘ tedy:' ’ ' dnu=+(b"xr¢) :
' dnv=+(cxqa’) (16)
dn (u+v) =+(a'xb),

pii femi znameni nutno- tak voliti, aby funkce dnu, dn v, dn (u+v)
mé&ly hodnoty vesm& kladné. Bude tedy v prvnim z obou uvaZo-
vanych trojhranit (a, b, ¢)

: dnu=—(b'xc¢’) .
dn'v-——(c x a’) (17)
dn u+v)=  a'xb..

~ Naproti tomu v trolhra_mu (a, b,c)a k nému vyplﬁkovém bude:

bxc =cnu
exa,=cnv (18)
] a, xb =cn(u+ )
‘a tudiz . dnu=—( xc)
i dnv= ¢ xa, (19)

dn (u —v) =—(a, xb)

" ProtoZe ‘pak v rovnici (I) vzhledem k (13) jest :
(bA)X(c/Na)=snu snv (a'xV), (20)

jevi se po dosazeni skaldrniho soutinu a’ x b’ z rovnic (17), even-
tuelng (19) a ostatnich soudin@i skaldrnich z rovnic (12) event. (18)
" dplnd shoda rovnice (1) se soudtovymi vzorci (1) pro
eliptickou funkci en (u+v) na poldtku pojednini uvedenme

3. Z rovnice (17) plyne pro vypliikovy trojhran o, b, ¢

x=—dnu : . .
: Ixa'=-—dnv - (21)
). ' a'xb' = dn(u+ ).

. Modul trojbranu vyplﬁkového jest dle (l4) odst 2
‘ kﬁ_—_(b /\c)2=(c ANa):_ (aAb)y 1 ‘
O'A) (CAd)R (@AD)2 k| (22) .
Vedle: toho nésleduje z rovnice (21). pro vektorové souliny

v trojhranu vyplitkovém: ‘
b'/\c:]/l—dn’u a=k snu a . :
cAafVl dn2vb=ksnv b (23)
ANV =ksn (u+v)c

Toa, analogicky k rovnici (20) pfedeSlého odstavce

o (b'/\c’)x(c Na)=k* snu snv (axD), (24)

- ph Sem% dle (12) ‘jest:

axb=cn: (u+v) ‘ _ (25)

o Pxﬁeme-li tedy v&u (I) pro trojhran utvofeny jednotkovymi
'vektory a, b', ¢’ nalezneme ihned po dosazen{ z pfedesiych rovnic:
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dn (u+v)=dnu dnv — k* snu snv cn (u+ v), (26)
klademe-li sem: '
cnu cnv—snu snv dnu dnv

cn (u + v) = 1 _ kz sn‘.’.u sn2 v ] » (27)
obdrZime sprdvné: : ‘
dnu dno— k® snu snv cnu cnv
dn (u+v)= . (28)

1 — k2 sn*u sn2v

Analogickou cestou bych z rovnic (19) a (18) predeﬁlého
odstaVce ziskal pouZitim véty (I) na vypliikovy trojhran ‘a’,, b’ ¢/
sprdvay vzorec pro dv (u — v).

4. Analogickou formuli mohli bychom vyjadtiti téZ fumkci
sn (u+v). Stanovime-li sféncky trojihelnik, jehoZ strany by. byly:

a=90Famu
. b=90Famv : (29)
. c=90Fam (u+ v),
bude na pf. pro horni znameni jist&€ v platnosti véta:

sn (u+v)=snu snv+cnu cnv cos y (30)
kde : .

cos 7 =V1 — k2 sin* (90 — am (u + v)) .
=1 — & enz (u+v), : (31)

pfi emZ modul k pfisluiného trojiihelniku sférického Ize sice poti-
tati, pouZijéme-li vzorce I'Huilierova ve tvaru:

“k-:. sma .
sing
=2 ]/cos (45 —s) sin (45 — s+a) sin (45 — s+ b)sin_(45 — ste)
'cos a cos b cos ¢ (32)

kde g, b ¢ znamenaji strany pﬁvodniho sférického ' trojihelnika

ABC a s polovitni jejich soudet, tento modul k nelze v3ak racio-

~ ndln& vyjddfiti piivodnim modulem eliptickych funci £, jenZ vyplyva
z plivodniho sfétického trojihelniku (rovnice (4). odst. L).

: 5. Vrafme se k plivodnimu sférickému troluhelniku ABC

a tro;hranu a, b, ¢. Dle (12) odst. 2. bylo:

bxc=cnu .

cxa=cnv L (33)

axb =cn(u-+v). o -

Ponechdme-li thel u B konstantni (=pg) a vytkneme-li v obou

“merididnovych rovindch tvoficich thel g vektory jednotkové c,, a;,.

€y 0y, Cgy Gy ... atd, jichZ koncové body budou na prodlouienych
merididnech BA BC tak aby ;

13



.22 .

axe, =
= X0, =0, X = -
: o=,
tu bude p?radem. bxa =cn (4o ) ’ |
' ' bx ¢, =cn (u+2v) ' (35)

bxa, =cn (u+ 3v)
’ - bxe=-cn (u+4v) atd.
- To je zevSeobecnéni vysledku uvedeného v rovnicich (12)
odst. 2. Analogicky vysledek pro vektory komplementdrni obdrZeli
‘bychom z rovnic (17) odst. 2, &mZ bychom ziskali zndzorn&ni
hodnot dn (u-+ kv). Kladouce v pfedeSlé v=u ‘nalézdme zndzor-
“é“f fady hodnot: cnu, cn2u, cn3uy,... ‘
© ~dnu, dn2u, dn 3u, .

6. V nziéledujicim chci odvoditi soumérn)'r vzorec z nauky

.o funkcich eliptickych cestou vektoranalytickou a ukdzati tak moz-
nost ziskdni novych vztahti timto zpfisobem. — Vrafme se nejprve za

. tim GZlem ke vzpomenutému jiZ trojhranu q, b, ¢ a ke vztahfim

12, odst. 2. — Znamenejme t. zv. ,skaldrni sou€in tfi vektor(i“*)
~oznafenim [a, b, ¢] a vyjdéme z rovnice: :

1: , ‘axb, c¢xa*¥) :
[a, b, ]2 = |axD, 1, Dbxcl - (36)
v exa, Dbxg, M _
) ~ Polozme: U+v=w. : : 37

I bude vzhledem k rovnicim (12) odst 2.:

ol cnw. cnw
[0, ’c]Z.~

cnv cnu l —cn2u~cn-v—cn2w

o Se zfetelem ‘pak k rovnicim (17) odst. 2 |est pro soustavu
.vektorﬁ trolhranu vymﬁkového

{* . dnw , —dnv (39)
[a B' c12—dnw , 1, —dnul=1%42dnu dnv dnw
— dn'v, — dnu, - | —dn*u—dn?v—dnw

Nazveme-ll hodnotu pseudoskaldru [a, b, ] zkrétka pismenou

““Da soustavu. vektori recipfokych***) k soustavé a, b, ¢ oznatime

plsmeny 3, 5, ¢. bude se zfefelem k (13) odst. 2.

) GIbbS-WllSOﬂ »Vectoranalysis“ 68, Dusl: Zéklady vektorového -

. podtit® 22, :
e ét :*)301bbs-W1150n sVectoranalysis, 87. Dusl: »Zaklady vektorového
~.pottu ' _

S *‘*) Glbbs-Wilson 82, Dusl Zaklady vektoroveho pottu* 24

Ve

ecnw 1 cnul—l+2cnu cnv cnw (38)

;
-
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G—B/\c-fﬁg .
) D T D l
= ¢Aa snv , o
b==7F=T " (40)
?_a/‘\b_.ﬂvc,, '
-~ D T D
a. tudiz
' — — - snusnv snw _
[G b C]———_D—s——[ ’ : c] (41)
a jelikoZ jest obecn&: ) B
= T Ty 1 _i*) .
b d=gsg~p (42)

bude z rovnice (41) : :
1 D*=snu snv snw [a', b, ¢]. - .(43)
Vzhlédem pak k (38) a (39) nalézdme vztah:
V1+2 diu dnv- dnw —dnru —dnv —dntw =
l+2 Crit cnv cAw — cR U —cn®v — cntw
sni snv snw o (I -

7. Differencovani vektorovych vyrazu pro funkce
- eliptické.
: Z rovnic (12), (13) a (17) odst. 2. vyplyvé Ze moZno oznaém

) cnu bxe _
snu o= I)/\c : ‘(44)
—dnu =b'x¢.

’

_Pfi differencovéni t&chto rovnic poerme rovinu obou vektorfi -
b, ¢ za pevnou (tedy té% vektor a’), rovn&Z tak rovinu obou vektorfi
b’ ¢', Ptedpoklad tento neomezuje nikterak vSeobecnost.
Differencidl jednotkového vektoru (na pf. b) jest vektor, jehoZ
velikost rovnd se velikosti tihlu pootoZeni vektora (v mife oblou-
kové) a jehoZ smér (tedy jednotkovy vektor v onom sméru) jest
kolmo ke smeru vektoru pﬁvodniho — Bude tudiz . .

db=b, da
de=g¢ d:a, : (45)

kde b a ¢, jsou jednotkové vektory kolmé k vektorfim b aca d,
a d,a jsou pifsluSné ubly, o které se vektory & a c pootoéﬂy.
. Z prvni rovnice (44) nisleduje pak bezprosti‘edné

dcnu d (bxc) bxdc+dbxc-bxc, dla-l—b xc d,a (46)
P *) Gibbs-Wilson 86, Dusl zamaay« Mo Lt T

v L

R

RS
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a klademe-li‘ - - -
da=damu= d a+d,a, (47)

lak bylo zavedeno pfi zalitku prvniho odstavce, tu bude
d cn u=(bxc,) (da+dya), (48)
pﬁ Cem? '
: bxc, =b,Xc=—snu (49)
dle rovnic (12) odst. 2. Tedy na konec sprévng:
A " denu=—snu damu=—snu dnu du. i)
) - Obdobné z druhé z rovnic (44) ndsleduje: ,
| | dsnu a=d OA)=db Ac+bAde ~ (50)
a vzhledem k. rovnicim (45): '
- d snu o' = =b, A¢c dya+b N, dza, (51)
2a pfedpokladu (47) jest pak:
b Ac=bAc,=cnu a, (52)

tak¥e na konec z rovnice (51) opét sprdvné
dsnu=cnu d amu=cnu dnu du. av)

~ KoneZn& i posledni vzorec _ |
ddnu=—k®snu cnu du ‘ V)

‘lze odvodm z tvaru vektorového, piSeme- li z treti rovnice (44)

d dnu=—d (b'xc)

S =—dbxd—bxdd (53)
PoloZime-li: qb' = I)’ da . -
de=¢, d'a, : (54

kde vehéiny v pravo ma]i analogicky vyznam lako v rovnicich -
(45) pﬁ temZ 1est opét dd'=dd +d'a

| _ tak!e na konec z rovnice (53)

: d dnu=—(@, x¢) (dd+d'd), (55)
"-p,l‘i Ee@l, by x¢=bxc=sin a V (56)
\kde : .~ cos @'=—dnu ot
dle prvni z rovmc (17) odst. 2, takze jest :
' b xc=k snu. ”_ (5T

, jellkoi pak j.e‘st ‘ a, = —are cos dn a,



z Cehoi differencové’mim

fi—ars (58)

tu dosadime-li z (57) a (58) do rovnice (55) dostévéme identitu.

- 8. Zajisté jeSt€ jiné vztahy z nauky o funkcich -eliptickych lze-
" jednodude vyjadiiti vzorci analyse vektorové, zejména obrdtime-1i
zfetel k funkcim théta. NeZ 1lel tohoto po;ednéni jest, minim, do-
saZen : 1. Odvoditi souCtové formule funkeci eliptickych cestou vektor-
analytickou. 2. Ukdzati, Ze vektorovd analysa miiZe poslouZiti pfi
odvozeni n&kterych novych relaci z nauky o funkcich eliptickych,
pokud ov3em vyplyvaji z jejich vzdjemné souvislosti. Pfi tom ne-
tfeba se omeziti na funkce Jacobiho a moZno vektorovym zplisobem:
hloubg&ji vniknolti v nauku o funkcich eliptickych, pfedpokldddme-li,
Ze jednotkové plivoda& vektory q, b, ¢, a,, b, ¢ lze differencovati
i co do jich velikosti i co do smeru.

*

Sur les formules d’addition des fonctions ellipliques
déduites par les méthodes d’analyse vectorielle.
(Extrait de Pa rticle précédent)

D’aprés une remarque “de Lagrange (,,'I‘héone des fonctlons“
§ 81, 82) la formule

cn (u+v)—cnucnv+snusnvdn (uxv) (1

exprlme (pour les valeurs réelles des deux arguments) la relation
entre les trois cotés d’un triangle sphérique, dont deux sont €gaux
a amu et amv et dont le troisidme est égal 3 @ m (u+v), le signe
supérieur (inférieur) correspondant au cas ou l'angle opposé est
obtus (aigu). Désignons par a, b, ¢ Jes trois vecteurs unitaires qui -
constxtuent le triangle portant le' mangle sphérique considéré, par.
a, 0, ¢ ceux du triangle complémentalre Posons (dans Ia notation.
franco-ltahenne)

b}(c:cnu, c><a=cnv,‘ aX b=¢n (a—j—éi). 2
On a, alors: ‘ o o
bAc=snua, cAa=snol, aAb=sa(ut+v)c (3}
d'olt Yon conclut que ' ' |
b X ¢'=—dnu, c><a=-—dnv, aXb'_dn (u+v) (4)
Si P'on fait usage ‘de la formule : .

aX b= (b><c)<c><a) (b/\S)X(c/\a) S
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"Fen y substituant

O Ac)X(c /\ a) snusnv(a XY, . (5)

on voit que cette formule est précisément la formule d’addition de

da- fonction cn (u+v), exprimée dans la nofation. vectorielle. Le
" triangle complémentalre nous fournit, de 1a méme maniére, la formule
d’addition de la fonction dn, et le triangle aux cotés '90 + amu
-etc. celle de sa. :

“Une autre apphcatlon est la smvante En partant de la formule .

- 1 a)(b cXal
[a,b,¢c]2=1aXb 1 bXe (6)
‘ cXa bXce 1
:calculons les pseudoscalaires A
[a,b,c]P=1+2cnucnvenw —cn*u—cn*v—cn® w 7
[o,0,¢]t=1+2dnudnvdnw — dn“u dn2v —dn*w 08

ol utv=w

.au moyen des formules (2) et (4);.si I'on mtrodmt les vecteurs
1éc1proques au systéme a, b. c:

.

sSnv 4

— .snu - — snw »
—_—— ! == = ! ’ 8
a D a, I)/ D b, ¢ D¢ 8)
o .. D=[g,b,d,
‘on déduit de la formule:
' — 1
[a, b, c]= [,

da formule mtéressante que voncn

- ]/l+2dnudnvdnw dn*u—dn*v —dntw=
.~ _ ltcnucnvenw —cn?u—cn* v —cn*w ()
, snusnvsnw C .

- "dans le second membre dé laquelle figure une fonction monogene.
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