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O dvou druz[ch pi‘fmkovych ploch
Napsal Jifi Klapka, asistent éeske techmky v Brné.

‘ V tomto Elénku ]est verifikovdn jiZ zndmy vysledek 1) Ze exi-
~stuje oot projektivné rliznych piimkovych ploch, jejichZz jedna
fleknoddinf &dra — Cy — jest kuZelosetka a druhd — Cz — jest
rovinnd. Krom& toho nalezeny rovnice k. Cz a dalsi typ ploch
- od predeslého odliny tim, Ze Cz md vlastnost dudini. K vypoltu
“jsem. pouil methody p. prof Cecha,z) jemuZ jsem zavézén dlky
za mnohou cennou radu. .

I Predpoklddejme, Ze body y a z, jejichz soufadnice jsou funk-
cemi projektivniho oblouku v,3) opisuji fleknoddlni Edry plochy R
: vytvofené pﬂmkou (y2) a kromé& toho, Ze faktor pi‘imkovych sou-

fadnic je zvolen tak, aby forma f (t) b_yla ve tvaru normalisova-
ném.?) Pak je jeSt& moZno ndsobiti soufadnice y takovym ¢ a z ta-

kovym 1? aby bylo f(t )_Zt,t, aat=c t.j. a=7yc kde 2 =1.

jest tedy moZno zakladni rovnice theorie pﬁmkovych ploch#) psatr
ve tvaru.

y'=—2by 2yl e — b — B — 1 —j)y b7z . (19)
2" == 2¢y 4 2b2 — cy+ (17c2 -+ +1—jz...(1%.
: Derivujme rovnici (1“) a vyluéme z ni 2’ a 2" ulivajice rovnic '
(1) Obdri{me " Y )
: y'+3py"+3py +py= 9z
takle-je-li '

p=et2e (= b 1—))—c ¢ 3¢ ;"C“’c 0...(
. ]est ki‘ Cy rov§nna. Podobné‘nalézéme, ie' Cz jest rovinnd je-li
B e e e bl 34 p... @3

N

tr ‘) jeiz z]istil Carpenter vTransactions of the ’,Amer Math Soc., vol. 16
. s L

o 1). Ed. ﬁech Nové methoda proiekt geom zborcenych ploch, Casopns
-'roé L, 82 . v _ -

9) Defmovéﬂo\tamtéi v al na adcht konstantu -
.9 TamtéZ, rovnice (5) v druhém sloupei. (.
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Z poslednich dvou rovnic ode¥tenim a se&tenim- plynou jednodussi- -

b=t —c=0- (4
2c[c" 4 2¢ (g2 — b*— )] —3c2=0.  (#).-.
Se zfetelem na rovnice (4) jest
1 ¢ _ 1 j .
R E It at  TE e

ps=§9—ﬁz‘c2— b b — 1)+ 2b (2= b1 —]) +j + 1"

’Podminka, aby Cy byla kuZeloseéka jest — ]ak je zndmo z theon&

rovnice ad]ungovaﬂé") —

0, = P, —-mp'z_o

kde P,=p,—p,2—p' 1) Py=p,— 3p, p:+3p.2—py".
V naSem pfipad& tato podminka zni

@-1+V+MM“4N—%U+D——O+D+3W+~

3c'"'1c 3 ()3 3¢ _3¢_, .
tae Tac 5(5)*‘3-"’ —PEmE=0 o
Abychom Fegili systém dif. rovnic (4) poloZme ve shod€'s (49)

‘ ' y a 1 o ;
b=—Z =3 . 6%
takZe dle (4%) jest ' o
1 . " l m ;
J = ggn 1 — 4wt @' — 20", (6°)

’ Dosazenim do (4‘) obdriime ‘

6, —-2 (a"+ 2a)—- 0.

Pondvadz predpoklsdime: ﬂeknodélni Eary rhané; lest _"c% o«
a zbyvé o a”+ 20=0,
tj =1 sin Yz v 4 ¢;c08, V2 v kde Gae nesmlme brét:

_soutasng rovny nule L, n

% viz na ph Wllczynski Proyective dlfferennal geometry of curves ana}»

- N

ruled surf,, str. 61 SN _ I
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Pon&vadi plocha R se nezméni piSeme-li za]/2 v...)2v} K,
tj.zaa ‘ :
. (& cos K —c, sin K) sin /2 v -+ (c, sin K¢, cos K) cos /2 v
{ze vidy zvolit K tak, aby bylo prost&
' a=msin}2v, )

‘kde m je proménny parametr jehoZ pevné hodnot¥ pfisludi urdité
funkce b, ¢,/ a pi‘i uritém o urcitd plocha. To ]est vysledek
Carpentert-v

Dosadime-li za « z (7) do (6") a (6°) a odtud za b, c, j do (1)
-obdrZime systém

]2 u2—1 , 1712 w1, [(ur—1) ] , (8
) YA om At we y+4—,ﬁ—l;2— z (8%

- VEU’—H ' l2 w1, 1 u—1 3(u—1) N
““om w72 @ % dm w V7| 8@ +12(§)
kami -bylo zavedeno u= tg (g. +1_/2§
polet formdln€ zjednodusi. T

Pokldddme-li y=0, y'=0, y"=0 za rovnice vrcholai po-
‘hyblivého soufadného troluhelnika je patrno z rovnic (8), Ze prii-
setfk tetny- kfivky Cz s rovinou kfivky Cy mé rovnici

[(uz—l)z. ' ] +V2 (u’—-l).y =0

8u2

a prﬁseélk teény khvky Cy s rovinou khvky Cz rovnici

| 1y +V2y=0 |

Tyto body se pohybuji ale jejich spojnice o soufadnicich
_2@—, [(u1—1)2+1] . ©)

-4u 8u®
jest pevnd. Pﬁslu§né ¥, které vyplyvé Ioganthmlckou kvadraturou,

v), pondvadZ se tim dalsi
\}

e ul—

Y=

on= ’+1 “spolu se 2,=0
*qest jiZ 1eden pér partikulémich feSenf -systému (8). Podobné
o 2u
: y: =0, zz

u’—|—l
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jest druhy par. Abychom nalezli dal&i 2 dvojice nezdvislych FeSeni,
hledejme rovnici p6lu pfimky (9) vzhledem k Cy a ob€ te¢ny jim
* jdouci, nebot to jsou také pevné piimky. MiZeme pouZiti kova-

riantu®) C,=2'— 2y¢ — P,y
kde z=y' +py, e=y'12py+py

ktery, jak upozornil Cech,”) polofen rovnym nule ddvd rovnici
oskula&ni kuZeloseCky v lokdlnim systému soufadném.

Jest tedy

Co=(2p* —3p.4-P') y* — 2p ¥y, —2yy" +y* =0,
tili podle (6) a (5) ‘

3 2 — 1) — 2 .12 ) /2— u2—1 ’ ” ‘o

rovnice ki. Cy. Rovnice pélu pfimky (9) tedy zni

3—1 (@t 1y "
[d 8wz ! omrur +1|y—y'=0_
_ReSenim poslednich rovnic nalézidme souradnice hledanych teden
yiyy'=
I V22— 51/2‘(uz+1)],[3(uz—1)= — (ur-1)2 ]
1'[— du T 2u " 8w T 2mw 1] .
kde e=v1—— 11‘,-
mu

Odtud opé&t. vychézi logarithmickou kvadraturou
NPT BT
Yo = IR C w41
(integragni faktory vzaty .rovné 1).
Pfislusnd z vyplyvaji z, (89) jako feSeni rovnic

et V20l Yo [ (o)

%) Wilczynski, 1. c. p. 61,

7) Projektivni geometrie pé&ti soumeznych mimobézek str. 27. Pouziti
methoda, kterou lze ze znalosti pevnych utvarii nalézti feSeni, je vyloZena .

vtrprfci Ed Cech: Surfaces dont toutes les courbes de Segre sont planes,
str. 4.—5. o - ‘

-Casopis pro péstovani matematiky a i)'vsiky. Roénik LIV, . - ‘ 3
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takze jest o » -
£— l .
za,;_nmsvu!_‘_l S(u +1) ut (£+u2+1)dv’
kde integra®ni konstanta jest rovna nule vzhledem k pdru (y, ;).

- Pongvadz jest dv=1Y\2 —2%_—]— miZeme pséti |

2y, g=mme \| ——r— (u“;igu“"y—~—»— du)

Ee a1

Po vydéleni vyrazem \/Fg—%——l obdrzime koneCn& rovnice - kfivek
Cy resp. Cz ‘ '

=1 =0

y2 = O ' 22 = ] '
, 2 —1
Y= ut Zg=1me (u” — Su"_' u—_7~-—- du) 10
uz-1
—¢ = ‘—s _‘_____uz__] .
Vi=u zZy=nme\u + u E—_—_,—:-l—da

- kde jest ¢ = VI mz:}:o, =1, - +0.

Je-li =0, t.|. m2=ﬁ. nelze pouZnﬁ pfedeslého postupu, nebof
spoletnd phmka rovin fleknoddlnich kfivek se dotykd kFivky Cy.
V tomto ptipad€ Izg snadno nalézti, Ze rovnice ﬂeknodélmch éar

plochy R jsou JEO
nh= /e 2,=0
yz— 0 Ry = 1 )
— : —7ml 2u d I
yo=1lu cA=mla Ty - (109
: S - : —1
‘y,v= Iy A= 27{m. (Iu - S T—I—-T lu- du)

~ II. Upevnime-li faktory soufadnic opét jako v Easti- I spliiuji
* rovinové soufadnice £, % teénych rovm plochy Rv bodech krivky
Cz x‘equ Cy rorvnlcxﬂ) ,

a) Cech Nové meth atd posledm rovmce (5) v druhem sloupcn

P
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0'=—2cy +2b§——cn+('16’ b’—b’—l——J)C .(11)
pfi femZ jest®) .

1=0zy)  {=022))

a obrdcent  y=(¢7) ©  z=@] 9N

Z rovnice (11) nalézame podminku aby rovina § prochézela
pevnym bodem

(12)

"+ 2¢ (r/cz—bZ——b'—|—l——j) — c’ _0:2—?4(?_6 = 0.

Ze Cy jest rovinnd opé&t vyjadiuje rovnice (2) a odettenim resp.
seCtenim ‘této s posledni rovnici obdrZime

< /2
! C"+26 (ncz—b’+1—1)~ %%——0
o ch'— bc’'=0.
" Prvni z obou rovnic Ize psétl _
. ¢’ 3¢ _ R
J=gc g TUOTOHL (139
takZe jest e fet 3 é,_ s . . S
J=5 =2 ~cz—-|—§(g)—|—2ncc — 20, (13%)
kdeZto dle druhé -
c=mb, 3 (14)

de m jest konstanta.
Srovndnim shleddvdme, Ze i v tomto pfipadé p, a p; se stejn&
vy]adrup z n, b, ¢, j jako mmule coZ pisme. R

P =p,, s* = Dy,

e

ayak o p*, plati o -
- pt=p,—b_-+4b+1
Vzhledem k (14) jest

takZe ' 3, 3 3¢ 3,/ > 3 ) C
@8*=@=+:o:_”.fc“‘i”"+§_z_—:o:”(‘)'+§” =0
%) Tamtés, rov. (3). D
o e .



3%
t.j. podle (4°), (14) a (13)

O =5 —2me=0
c .

-jest rovnice vyjadfujici, Ze Cy jest kuZelosetka.
Z ni. vyplyvae) '

. | 1
C——"‘z—,n—v‘s }54:0
a dle (14) a (139 '
b=t =
2y J= 4m V2

takZe existuje oot f)rojektivné riznych ploch Zadanych Qlastﬂosti;

Ponévadz. ]edmy invariant liché vdhy diff. rovnice pro y jest
nulovy, je mo#no — dle theorému Brioschiholt) — vyjddFiti-obecné
feJeni této rovnice jako homogenni kvadratickou formu dvou ne-
zdvislych feSenf rovnice

W+4 *o =0,

pfi femi koefficienty formy jsou konstanty integra&ni.

V na¥em pfipadé& P,*_ e v‘+ 3 .
a rovnici 5o

‘P”‘f‘ P = — 47,1‘5;,59’ v (15)

lze pievésti substltucl 3

: =y |
v=+)2w. na rovnici Besselovu

L :

dw' +w +(W2-—-Z£’)1})=0 o (159

: 1kde opét s_\/1—-~--

T 1) Konstantu mtegrac‘,m netfeba vplsovatx, ponévad% plocha se nemeni
-. pfi zmén& v ve v -} konst.

. 11) Wilezynski, 1. c. p. 47.
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Jsou-li Ll 9’ ), 9_93_(_1) dvé feSeni posledni rovnice a tedy ¢,
v x

« v
resp. ¢, redeni rovnice (159), lze psdti

=20 ' ]
Va= ;* (169)
Vs= P, P,
V= P2
- Abychom nalezli 2, sta&i dosaditi do (19), &imZ obdrZime
. , 41 :
2z, 2v a tudiZ
2 == l/; ‘
Daldi partikuldrni feSeni z,, z,, 2z, obdriime bez kvadratur,
nebot zndme bod V, jimZ prochdzeji roviny C. Jest totiZ

V=, &, 7", ‘ t. j. podle (11)
V=—2c (G §, 7)—cEZ, ).

Dle (12) jest 2Z=(u, & &)+ (L L) a odtud
G T, 1) =272+ 2cy — 20z, :

takte — 7 V="27cz'+ 47¢%y 47 (¢'— 4b¢) 2,

t.  dosadime-li do tohoto vyrazu za 27cz’ z.(19)
—qV=y"+2by + @7t + 0+ ' - 14 j) y — 4ijbcz.

Nyni volme roh soufadného tetraedru prot&jsi st¥n& x,=0
_prav& v bod& V. Odtud obdrZime vyrazy pro zbyvajici soufadnice
bodu na Cz, takZe rovrice této kfivky jsou

n=—1v

1 1—_ ~ . . ) i ~ N ' \.
z=_=(,—n——-zf'/m+2"/mv2) P2+ 29mv @, ¢+

_ F27mv: (9, 9"+ 97 -
, g1 1 _ o C g |
z, =A(E—qu+2-ﬁmv?)?ﬁ Wz+ﬁmv(W1Ws+?1 ¢s)+ P_'(lﬁb)
e A amv (9, ¢+ 29,9+ p) |
. R N _ el
z.f:(ﬁ —_Z't]m—-}—quv’)_‘h”—l—_z"]mv,% LA
- 2qmvi (9, ¢ 95%)
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kde .m je pron;énn)’ parametr — pro urtitou plochu . pevny —
1
E#O.“)
*

Sur deux espéces de surfaces réglées,
(Extrait de l'article précédent.)

On sait quil existe une infinité simple de surfaces réglées,
différentes au point de vue projectif, dont l'une courbe flecnodale
(Cy) est une conique, l'autre (C) une courbe plane. Ce résultat,
du a Carpenter, est verifié, dans ’article précédent, par un calcul
plus simple. De plus, les équations paramétriques (10) des courbes
Cy et C. ont été trouvées. Il est facile de déterminer les surfaces
réglées, sur lesquelles la courbe C, a-la propriété corrélative. Les
équations (169), (16%) sont les équations paramétriques des courbes
flecnodales des surfaces de cette espéce; il 'en existe, de méme,
une infinité simple. Dans ces équations, les expressions

S P | o
v’ Vv

sont deux solutions indépendantes de l'équation de Bessel (159).

»

1) Z rovnice 14 vyplyvé tato véta Budli na ploSe R tvofici pfimka
pevné pa jmé pohybliva g. Tato posledni protini geknod. &aru Cy, resp.
Cz v bodech, 1}m12 vedené asymptotické €ry protinaji p v jinych bodech M
a N. Bodové ady vytvofené takto bodem M resp. N jsou prolektlvni jestlize
kf. Cy jest rovinad a Cz spliiuje podminku korrelativni,
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