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O né&kterych dﬁsle,dcfch :
plynoucich z Lagrangeovy.- mterpolm‘ini formule
' Napsal K. Cupr.

1. Budit f (2)=gq, + a,z —|- o @p 2t ‘polynom stupné n,
FRQ=@—2)(2—2)...:(z— z,,+|) polynom stupné (n4 1)
majici nulova mista vesmés rﬁzné pak z rozkladu racionélni funkce

f@:F@) v 4stetné zlomky

O i 1
F(2) 4 F(z). z—2z

T

plyne ihned interpolalni formule Lagrangeova

) n41
f(z)_____z f(z) F@©)

1 F @y z—2z

(:) Pro_funkei £ (z +0) plati obdobnd

- @D F@)
4 o f(H—C)‘-E F‘k(zk) el
p-td deriyac,e (p=<n) dle Leibnlcovy vety jest:
| ' ‘ _' n+1 TP
' ) — . fa40 1 s
i m)f(z+§)«—f(p)(z+€)—F(z) -_D(")[Zl Ff(zk)z_zrk].{_

f o 52 +{)F@or- [2 ﬂ:"(:)) z,-zk}f
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Volme F(2)=z"+'+m"t), pak
F@@=(@41)2z", 2PV F (z)=O~+1) 2" =F (n41) 2

1 \__ (=lep!
D(”) (Z z) (z—zop+V

. polozme jest& ' z2=0, '

() = 1)"+'P' zf(zk“l“g)

2P
" Body z;48& %86 a+C.. lezi na kruZnici o stfedu
g a poloméru |2 |=m; plati -li pro k—l 2,... n+}1
If @+ D] =<m,

: 1 1 'M Mo
jest ~|f"”(§)|=<: 1 (n+nzpp pml’

Vztah tento zustéva ov§em v platnosti; kdyZ na obvod&
zmlnéného kruhu jest vesmés

lF@l=M.
Je-li £=0, jest |f(»(0))|=p!|a, |, takie

'

Napl= 5

MZ . |a?[; t. .

Maxlmum absolutni hodnoty polynomu na kruZnici (0 0; m) -
jest vt nebo rovno nejv&tsimu z &fsel

|a,|, m |a,|, m? |a,| .. m" |ag|.“

» 2. Zaﬂmavéjii vysledky nez tyto, jeZ ostatn& jest moZno od-
voditi z Cauchyova integralu, obdrZime, klademe-h '
F(2) =Top1=cos [(n + 1) arc cos 2] : 27,

F@)=1:2"
©~ -~ __ . 3n

’22

—————, Z, ==CUS
2n4-2 2n4-2

, .0 kofenech 2, = cos




3
T, jsou zndmé CebySevovy pdlynomy, jeZ lze psét téz ve tvaru
Ta @)= [+ VF=1+ ¢ — V=Y =
v=£(3)
2;(,,” Y ear =
ey
- n—v\ ,n—2v

22"(71 — %)

Budiz p‘r’edevﬁ(m n liché, tudiz (n-1) sudé a omezme Se na
interval —1....41. [est piedevsim

F(2) _(n 1) sin [(n 4 1) arc cosz]

2 == =0
F =0
27 sin =——n
2n+2
takZe . : ' . 2k—1 )
n+l f(é'_’_ ) sin 2 +2 T \
— K Zk n
7= 2( iy 2%—1 -
_ cos® 5 P
Je-li v celém mtervalu (mcl. meze)
— 11— coszn+2 .. . 1 4 cos

. 2n+2
vesmds |f ()| =M, jest v intervalu — 1...-1 incl. meze

n+l
O

Souc‘.et v pravo stanovime snadno,'jest to vlastné
+ 5+ M ( + -t +z+,)

—2 ( lezs + Zn Zn+1 )=
( T ny1 (0)) ( w+1 (0)

_ 2.
Tor1 ©0) mn,(c») (-1
Ize- tedy vysloviti vétu: ' ’

1‘




»Plati-li o polynomu £ (%) stupné lichého n |[f(§)|<Mv mtervalu .
—1— 2n+2‘ g<1—|—cos2 3 jest vintervalu — 1 <<{ <1

\f (§)|<(n+l)M“

" 3. Odvodime podobnou vétu i pro sudé n. Apphkujme La-
grangeovu interpola¥ni formuli na polynom f (z) — @, 2", pfitemt

F@R)=Ta ()

pak jest »
) 1

A 2 1 1
"Zf(""‘) T (2¢)  z2— 2 — @ T (z 2 7’ (zk) z—z’
plati v3ak

— Z—T,,(Z)_ \ z"—Tn(Z)A |
T(z) 1—{? T» (2) 1+2 T',,(z,,)k =z

l+2 Th (2 (zk) z-zk

pondvad% 27— T,. (2) jest stupn& (7 — 1)-ho, T,, (2) n-tého, Ty (zk) 0
pro k = 1 2 . n; jest tedy

ar Tn(z)zrn s i =a, T,,(z)(T() 1)=
. ‘ = a,,z"‘—a., Tx (2),
a dile ‘

F2) ——Zf (20) TT," f’)) L +an )

.a pc;dobné ,
f(z+9—2f(c+z) T,"“) g+ T

(z¢) ° Z~—z

"L



Derivujme dle-z a poloim‘ev 2 =0; mdme

sin 2k—1, n
T 2n

£ © .=,—2 (— 1y ) S

(RN ) os ”
: 2rz

odsud tymiZ obraty jako prve:
Je-h f (C) polynom stupné& sudého n a plati i v, mtervalu

-—l—-cos——~<§<1+cos—

2n 2n
lf (§;|<M jest v intervalu
. » -1
1@l < nM”.
4. Kdybychom misto intervalu — 1....-- 1 uvaZovali inter-

val a .. b, uZfijeme jako polynomu F (z) polynomu

cos [(n +1)arc coszz;' a :—Q]
—a

B 2" *"-0. ]

2z——a—-—b]
b—a

cos [n arc ¢os
2n—l

obdrzime tymiZ obraty jako v odst. 2. a 3.
1. ,Kdy? o polynomu stupng. lichého n v intervalu

_la-+8 |a—-b| T @bl la—b
a- 2 2 +2£C<b+ 9 ,c°32n+2 .

plati [f (D<M, lest vintervalu a<t<b
(o @0
e+ )<( +0. 2 _b)z

2. ,Kdy% o polynomu stupn€& sudého n v intervalu

resp.

__]a—lz-b]__]'a-;blcos S§<b+a+b+la 1 2n

plati |f (Z;)]=<=M jest v intervalu a<<{<b A
a—l—-b 4M
|r e+ <t o7
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~ Jednodussi vysledky nastanou, kdyZ a4-6=0, t. j. kdyZ in-
terval jest poloZen symetricky vzhledem k bodu (0, 0). Vysledky
odvozené v 2., 3., 4. odst. nejsou v rozporu s v&tou, kterou od-
vodil A. Markov (Publ. Petrohrad. Akadem. sv. 62; viz té% Riesz:
Jahrb. d. d. M. Ver. 1914; XXIll. p. 359, podrobn&ji Schur: Math.
Zeitschrift 1919; IV. p. 271); dle jeho vé&ty, je-li v itntervalu
— 101 | f(© =M, jest vtémZintervalu |f' (§)| < n2 M; zna-
ménko rovnosti plati jest v pfipad® f(2) = T (2). :
, I v&tu obdobnou v&t& V. Markova (pfedtasn¥ zesnulého bratra
pfedeSiého matematika) a uvefejnénou v né&m. pfekladé (Math.
Annalen 1916; 77 p. 213, zejm. 247—258) lze z naSich tvah
snadno odvoditi; a jest: A .

o '
. e T < _m .
.,,Kd?'i vintervalu —1—cos T < f=<14-cos o3 Pro lichd
14 12
i —1—cos— << —
na ylntgrvalu 1 c032n__§ =< 1—{—' C0S = Pro sudd n jest

fO =M,

jest v intervalu —1 <0<1
@) < en,m- M.

" KdeZ . _ _
Onm=n*(n—2): ... (n—2k+2)*(n— 2k), nsudé, m=2k,
Co,m=nt(n—2)2..). (n—2k+2)2(n—2kz2n , ,m=2k+1
On,m=(n41)(n—1)% .. (n—2k41)2, n liché, m = 2k,

enm=(n-+1)(n—1)... (1=2%—2) (n—2k—1),n , ,m=2k+1,

Véta Bernsteinova a z ni odvozené dv& v&ty Rieszovy strikt-
néjSiho zn&ni (Acta math. 40; 196 p. 337) ndm umoZiiuji odhad-
nouti horni mez prvni derivace polynomu ve zcela libovolném bodu
roviny z; a sice jest pro z leZici mimo tiseku —1...+41 (za
nadich podminek) ‘ '

cpro liché n i Q) <@a+1) M(A+B),
prosudé n -~ |f (z)](nM(A—I—B)",

kdez A, B jsou poloosy elipsy. jdouci bodem z a majici ohniska
v bodech-—1...4-1. Proredind z leZici mimo dsetku —1...4-1

- Jest , lf"‘(z)[ < (n41) |cos n arc cos zZlM pro liché n,

@< nicosnarccoszlM = pro sudé n.
. Bylo by moZno vysloviti podobné vdty i o polynomech dvou
-~ promé&nnych i v{ce:_tak na pf. pro polynom f (x, y) dle x stupn

1




T

2k, die y stupn& 2/--1 plati pro véechna xay obsaiené ve
&tverci o vrcholech (1, 1), (—1, 1, (-1,—1) A, — 1) incl. obvod

gMEQ<QHm2kM

\

kd bdélniku urdeném vrchol (1 c0s —— 3 —n—),
yZivo i y '—l— 4I—|—4 14-co w)
—1--cos , 14-cos — —1—cos v , — 1 —cosﬁ),
( + 41 te 4k) ( 4144 %k
Vis
{14cos—- -, —1—cos—) incl. obvod plati
( TS 4 4k> voer

=M t
5. Provedme nyni podobné tivahy v oboru polynomii trigono-
metrickych. K vysledkam podobnym z vychodisek jinych dospéli
jiz jini; chceme ukdzat, Ze i tyto vysledky lze odvoditi z Lagran-
geovy interpolalni formule vhodn& modifikované.
Budiz f (2) . 2* polynom stupn& 2n, F (z) jako dfive polynom
stupn& o 1 vy33iho; pak jest

2n+4-1
. . F @) 1
7@ .z —lzf(zk_’ 2K F () z2—z
&l | 241

F@:2 1
F' (k) s 2f  2—2

ﬂa=2ﬂm

Poloime 2z =e®, pak flei?y=A,cos np+ B, sinng

+Anicosn—19+4Byysinnh—19..+4 A=f(9), F(2) =
= F' (e!¥):ie'?; zde a v dalS$im bude ndm F (e’?) znaliti derivaci
F (e®) dle e'r. jest potom

2n41

rm=2r@)

2n+4-1

F(e®) : e"f?’ P—Pc .
22fw5@m - (ctg P — ).

F (%) : emi? ie'vy
FI( ip )- eni(pk : elp_el'q?k -

PoloZme :
Felr) = elrtie 1, g, = k1 r=1,2 .-..(2n+1)‘
2n+1

F' (e‘?’k) e"’%) =(2n+1)emry = (2n+1) e("“" “) P e

—(—--1)k+l @a+1) ez,



‘ tak¥fe .. -

0 (-:os (n—}-;—)tp 2+l 1 '
fe _—c ¥ F —)
re=—gn ;f () (—1) e
a obdobn& 2
cos (n-l—--l-) P 2041 | o V
Flotn =20 Z(—l)"+‘f'(¢k+w).———‘———~
: 2n+1 AR sin 2%

Derivujme' dle ¢ a poloZme ¢ =0, pak jest

P
“2n+41 COS —(+—

2(— )* £ (w+w)

- = 20n +1)

Jeli F (eb W) < M, pro k= 1,2,.... 2041, jest

M 2041 1
[f (¢)|<2(2 +1) }‘ismz

Pk .
2
Posledni sou¥et stanovime takto Do rovnice

d(lFel"’) el
do 2819" —e'%

dosadme F (e’*”) - p@1+D) iy +1a jest na stran& levé
dl(eﬂ"‘“)’?-l-l) dl[1 4 cos(2n -+ D¢ 4 isin 2n + 1) rp]
| dg dy '

o ——-——(2n+ ) ‘sm(2n+1)qz——¢cos(2n+1)zp _
S +cos(2n4-1) p+4-isin 2n4-1) ¢

_2n+41 2n+l ey
(e -0

2n+1

pravou stranu }ze pséu 2 (ctg 2 2(’"‘ — 'i). ~

S Denvu]eme-li rovnici ‘vzniklou porovnénim redlnych c‘.ésti dle
97 a polo!ime-li =0, jest



ety __ 1N
o 4 12 sm‘l'p—"
2
takZe s
T (z/)l<2(2 D) @D (n+ )M

Vztah tento ddvA lep3i vysledky neZ piivodnf vzorec Bern-
steinitv (Sur Pordre de la meilleure approximation.. Mém. publ.
par la Classe des Sc de P’Acad. de Belg. t. 4. 1912 P 19/20),

jenZ ddvd 7 @) < 2n M,
resp. Il =nM

pro polynomy obsahujici jen kosintisy resp. sinusy.

Je3t& lepdi vysledky neZ tvaha prdvé provedend poddvaji
tivahy Fekete-ovy (Crelle 1916, 146, pag. 88), opfené o studium
koeficienti Fourierrovych fad a Rieszovy. (Jahresb: d. d. M. Ver.
1914, XXIIL p. 354), vychdzejici ‘ze zvl&Stni interpolaZai trigono-
metrické formule, o niZ chceme ukdzati, Ze i 'ta se d4 odvoditi
z Lagrangeova vzorce.

6. PiSme opét
CfR.P=an 40 - Fap-
a budiz F (2) polynom stupné 2n; pak jest
F@) 1
F' (2« ) 2—2

(f(2) — az 2"y 2" —2 (f(zk) —auz}) 2

a odsud tymiZ obraty jako v odst. 3 méme

F@):z"
F(z):22 #

2n -
f@@)= Zf(Zk) —lzk —+ a2 F (2) : 27
1 .

Dosadme z = ei» a mime po snadné lipravd :
f* () = (Aq cos nq)—FBn sinng) .. +A4 =

IZf (er)Ff:(“”; £ g D F(g) e

Volme F (y) = ey |- 1, pak jest

£ () = 205003 np °°;""’ 2( Dt (svk)(ctg——z zmi
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a obdobné&
f ('P+¢) = 2ancosnfi)+

+°—°§”"’2( DEF @) (g T =) 4

Ponévad¥ A,cosny + Basinng = a, e - a, e~"¥, jest
' Z an — An - l Bn

Budli nyni &0 tngonometrlcky polynom majici koeficienty
komplexn& sdruzené k f-(¢); pak jest

r (‘PH—f (9)) = [An—+ As— i (Bo -+ Ba)] cosnyp -+
Y ¥ B (=1 (F 0 +F () (et LB ),

l ' .

‘odkudZ porovnémm reélnych a imagindrnych C&asti vyplyvé :
— Z (1 17 (99 + 7 (90] = — (Ba+B),

F@)+F () = (At o) cosnp+-
+=0 2 (— D LF () +F @0] - g 7

To jest Rieszova mterpolac‘.m formule pro polynomy o redlnych
koeficientech; nyni Riesz napife formuli pro 7 (p + v), derivuje
- dle ¢, poloZi ¢ =0 a obdrZi pro polynomy s reélnyml koeficienty

_zndmymi jiZ obraty
@)l = nM,

kdy% |f (x)] << M. Ze tatd% véta plati i pro polynomy trigono-
. metrické s komplexnimi koeficienty, dokdZeme vychézejice ze
vzorce 4* a uZivajice tpin& téhoZ postupu jako dfive.

" 7. V&u Bernsteinovu lze roz8ifiti i na polynomy tngonome-

trické tvaru (@n coS @n @ + by Sin o) + ..

kdeX a,, B, jsow Cisla lomena a a,, ne]vétﬁi z nich.
- Je-li pro-vSechna ¢
' If (Pl =M,

. pak jest i pro kaidé redlné N
; If (Ng)| < M.



1
Volme nyni za- N nejmenéi‘ spoleny ’nésobek "jmenovatelil
zlomki @y, B, @11, Bn—1 ... a poloime ¢ = Nrt;
i jest f(Nt) = (az cos Nay© -+ by sin N 8, 7) —}—
Nf*(Nt) = — Naya,sin Na, v+ Nb, {3,, cos Nﬂ,, 7 +
takze INf* (N©)| < Nan M
a posléze If (P = an M
8. Dosadme je3t€ ve vzorci na potatku 6. odstavce z =e7;
pak f(eN=(ACosnp+B.Sinng)+.. + A
= E “f"'(w) R —|— axF (9) : e"?;

F (‘Pk) D Ny, e'f—e?

jest tedy f (eW) polynom postupujicich dle hyperbolickych kosinusd
a sinusfi, F (p) jest polynom stupnd 27 v e?. Pon&kud obtiZné
jest ur€eni vhodného polynomu F (), musi totiz — jak z pfe-
de3lého patrno — byti

d(F(y):e™) _q pro ¢ =0.
dy
Podmince této hovi polynom

cos 4 n arc cos a ez

pfi vhodné voleném a; pak jest

L3 —1 o
aez =cos w, k=1,2,...2n
8n '
cost
8n
. e
s @) « pnp '. ~
d(F(e?):e™) 2ane_ sin (g n arc cos ae2)-— :

do ]/l—a2e

) L4
— n (cos 4n arc cos a e?);

‘nutno tedy Fediti rovnici

B

2an
V__— ————s5in4n arc cos a — n cos 4n arc cos @ = 0, -



- 12,

_ kter substituci @ = cos a piejde v rovnici
®(a)=2ctgasindna —cosdna=0.

Ponévad? ai(i”in) =1, . ai( ): —cos T,

4n—1 4n—1
‘]est koi‘en této rovnice (a sice nelmen§i) obsaZzen mezi. ’

T Jv -

—a .

A 4n 4n—1 -

Na pf. kdyZ n=4, jest a =11°37/, ® (@) = 4000033,
kdyZ n=>5, jest e= 9°13' 56", & () =+ 000039.

JeSt& nutno urditi F’(g«); jest - . )

Pk
F'(«pk)__ _2__22__ sin 4 n arc cos aeﬁ
J1=ater
cos2k_ln » :
8n 1 2k—1

=2n., ————sin (k — >)n =2nctg —— m . (— 1)k,

sin 7T

. 8n

Derivujme rovnici

F(9):ew  ev
F (1) : "% e — e%k

2n
Fo+v)=Xf W+ 9 + G F () : €%
1
~dle @.a poloZme- pak » =0; pak jest

£ ()2
tp q . =
)= Zf(tH-y) e ) S

=COS4naZ(——l)kf(tp+q>k)'9"9°k thk—ln. 1 )
8n A 8n i P
1 Sin*——
, 2
~ Urtime pFedeviim 2 a to tak, Ze v derivaci loga-
IR 1 sin? ' i

ot

ritmické derivace cos 47 arc cos a e—;g polo¥me o =0, a=cosa ;
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i jest
2n : . .
1 1 _4ntcig’e  nignecosa

4 4 2 P& costdna sin® @
2 N

Vy3etfme "ddle horni mez vyrazi -

" cosmE—l,
ek tg g = 8”—— tggk—ln k=1,2...2n
cos? o 8n
ta bude rovna nebo men$i ne maximum funkce%—g—qf vng

tervalu — ﬂz_:ln
TR T

Prvni derivace této funkce jest cos 2n —2¢ (1 — 25sin? 9); extrém
\ Vv daném intervalu jest pro sin g = -215; jest to maximum, po-

n&vadZ o druhé derivaci plati —4nsin ¢ cos?—! 9 <O0.
. Je tedy e"sktg ¢, vesm& men3f neZ

1\» 1
1— — ) e——
_ ( 2r1) V2n—=1"
cos g
Je-li tedy f@+o)| =M prok=1,2,....2n
t .

1 \» h .
-
Py |cos 41 af ( 2n 1 4n’cigta
F @< 2n V2n—1 cosa (cos’ dna

__ntgnacos a)M.
sins e

Vyraz v oblé zdvorce vzhledem k rovnici D (e)=0 lze na-
hraditi vyrazem

n? ntgnacosa . n* n

sinfdna sinte  sin*4na 2sin’a’

tak!e

lcos4nal ( 5—) 1 LI BV
'f @l= =< 2 V‘z—“— cos? g (sin' 4ne 2sin? a)M
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Jeli n dosti velké, jest
V2n—1~ 1/277

l n
1--—) L
( 7

1 T T
““E(E+ZF:1’)NH+W_’
cosdnaco — 1,

. 7
sindnaoco ——,

8n
. T . T
Sln a4 N0 — »
32 n2
cos g oo 1,
1
D (a) >~ —,
. @) 8n
~ takZe _pro velkd n jest:
I W) <gaM
’ - 32 %
kdeZ g oo /___n = 13905 . .

- KdyZ n=4, poddvéd tento vzorec g, =45, pfimy vypocet 51,
kdyZ n=2>5, ddvd tento vzorec g, =178, prlmy vypolet 83. — Bylo
by as mozno vhodnou volbou polynomu F (p) mocnitel pfi n
i koeficient g, sniZiti.

9. Budiz f (¢) funkce- vSude spojitd spenodou 2 m; vy3etfme
limitu

2041 cos (n —l——)‘P
2
lim —— — 1)k+1 _—
2+l2( Y () —— -
sin ———
2
2k-+1 :
= , k=12,...2n+1, lim n=
M T bl Amnse
Predev&im jest
jcos,(n—}_-—;—- ) sin 2’;‘_1 (p — 1)
NS o S :_-(—-l)k+l 2=
(P — P in P %k
sm(“ 3 ) . ‘ sin 3

= o5 n-(p—gu)+cos (1—1) (p — P) + ... +cos (p—pe)+1=
=Cos N ® COS n P+ Sin n @ sin n gr-+ cos (n— 1) g cos (n — 1) pr+-
sin(n—1)psin(n—1) g4+ ... cospcos g, +sing, + 1,
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taktéZ vyraz

2141 ¢0s (n +—;—) 2
— (=),
T (=N | S (90

k=1
2

lze nahraditi trigonometrickym polynomem

n
a°+2 (ak cos k p + by sin k ).

k=1

Av3ak konvergence interpolace provdd&né pomoci trigono--
metrickjch polynomii v pfipad® aequidistantniho déleni.(jen velmi
mélo rtizného od naseho) byla vySetfena Faberem (Mathem. Annalen
1910, LXIX, pag. 417 a n.); vysledky jim odvozené plati i zde:.
stali jen dokdzati, Ze vyraz '

p Zadisin 2":'@—%)
g‘n = . — -
2n+1 4 sin PPk

2

s rostoucim n pro hodnotu ¢ leZici mezi ¢, a o, nevzrlistd rychlejii
nez log n.

I jest . _
’ 1 1 1 1.
= . -+ +
=51 sin l(p— )| »2n+l sin l'p—; |
1 2n4-1 1 ’
+on i X =]
3 sin ———-; 2‘—* -
2n+1

172 1 2 2 1
=0 F1 =g T 20F1 = T 20t 2 = -

aviak

2n

—p | Z |py — | = ——
lp—o,| = 9. — 9, P

- 2n
p— < — ), = —
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) 2k+1 5n
= — ,k=3,4,...2n+1,
9 — el Slp—gel=3 o —
takZe o
: 2n+1
: 1 2 2 ]
< —.—.2 - =
S ani 2n 0T 2t W5,
“2n+1 2n+1 2n+1

2n+4-1 ‘\ 2 1 2n+l1
+22%H ;+7§7*

odkudZ patrno, e g nevzriistd s rostoucim n rychleji neZ log n.
I lze Fci (Faber l. c. 422): ,Aby

_2

. 1 :
2041 cos n+—)tp
lim i 2 -H 2 (=D 1 f(pe) —sx(—; =f(9)....5)

2

postali, aby v3ude spojitd funkce f(¢) v periodé 22 byla
schopna Founerrova rozvoje ve smyslu podminek Llpschitz Dinio-
vych.“

I dﬁkaz, jeiz uvadi Faber 1. c. 423 a 424, lze snadno modi-
fikovati pro naSe aequidistautni-déleni a.pak jind, postaéujici pod-
minka pro_existenci limity .. 5) zni: ,Limita .. 5) existuje, kdyZ

- viude spopt:«i funkce o penodé 2n defmu]e kfivku y=f (q>) v in-
tervalu 0...2 7 ve smyslu: Jordanové :rektifikace schopnou.“

R
Sur quelques conséquences de la formule d’mierpolahon

de Lagrange.
(Extrait de Particle précédent)
- Soit f (z) un polynome de V'ordre n, F(z g un polynome de
- l’ordre n+1 et dont les zéros sont différents. Si 'on choisit, dans

- {a formule d'interpolation de Lagrange, ce polynome d’une maniére
convenable, il est facile de. démontrer

1) si n est impair et \f (L')lgM dans l’imervalle

é_*la-_zlhrbl_la-z—fl‘cosz +2_§Sb+

+.!a§b|+ la—b]| n

2 ‘ST
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“on a, dans lintervalle a < (<< _<_b ‘ "
a+b 4M
f e+ 52| <+ 0 Gy (C=0

2) si n est pair et |[f()|<M dans Pintervalle

la+ bl |a—b] n |
—— 5 cos = =00+
la+b|  la—b| =
R T T
on a; dans les mémes conditions, »
B a+b 4M :
| 'f &+ ) <ﬂ-~(‘(~1—:5)—2', .

3) On peut démontrer, de plus, un théoréme analogue a un
théoréme de V. Markov (Math. Ann. 77., p. 258).

4) On peut passer, par un simple procédé, & Pétude des
polynomes trigonométriques et faire voir que méme la formule
d'interpolation de Riesz (Jahresbericht der deutsch. Math. Ver.
XXIIl, p. 354) se rattache a la formule de Lagrange; démontrer,
de méme, le théoréme de Bernstein — sur la valeur absolue de
la dérivée d’'un polynome trigonométrique — aussi pour le cas .
ou les coéfficients sont complexes.

5) Etant donné un ‘polynonire de fonctions hyperbohques

f(®) =a, Cos n p+b, Sing + .:.+ q,,
on a, dans certaines conditions,

| If ()] < 13905. ... n?,
~ 6) Enfin, lauteur réduit la recherche de la validité de

; 1 & S(n+%)¢
im___° — el LALES 12 4
o 2n+1 2 - l)k+lf( ) n2—% P’
2
) Pr= 2’/:::_—11 k=1, 2, 12’1+1an0¢>

aux cas étudiés par Faber (Math Ann. 49, p. 417)

Casopls pro péstovani matgmatiky a fysiky. ' Roénik LIV. - ] 2
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