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Zobecnénf véty tykajici se paraboly Steinerovy.
Dr. Ant. Pleskot, profesor v Plzni.

Jest znéma véta Steinerova : Te¥na, normdla a osy kuZeloseCky
jsou teCnami paraboly a dotyny bod na normdle, jakoito tein&
paraboly jest stfedem kfivosti v bod&, v n&mz teéna ke kuZeloseEce
byla vedena.

Tato v&ta jest .zvlastnim - pfipadem obecné véty platici pro
kaZdou kfivku a jiZ moZno takto vysloviti: Te¢na, normdla v libo-
volném- bod& kfivky a dv& jiné pfimky kolmo na sob& stojici,
z nichZ jedna jest libovolnd a druhd jiZ prvni stanovend, lze pokla-
dati za &tyry tedny paraboly a dotyény bod na normdle, jakoZto
te¢n& paraboly jest stfedem kfivosti kfivky v bod&, v némi te¢na
byla ke kfivce vedena. PouZijeme-li hofejsi vé&ty Steinerovy moZno
predchozi v&tu téZ vyjadfiti takto: V daném bodé& A kfivky oskuluje
s kfivkou centrdlni kuZelosefka, za jejiZ jednu osu moZno voliti
libovolunou pfimku, volbou kteréZto jest jiZ osa druhd stanovena.

ReZeni této tilohy mohli bychom provésti zplisobem jak jsem
naznalil v €ldnku -,Strojeni stfedu kfivosti methodou analyticko-
deskriptivni* (ro&. 45. Cas. pro p&st. math. a fys.); moZno viak
fediti dlohu tuto jednoduseji pouZitim véty, Ze teCny paraboly vy-
mezuji na dvou jejich teZndch fady podobné.

V daném bod& A kfivky (k) (obr. 1) vedme telnu ¢, normélu
n a stanovme dvé& piimky p a q tak, aby tvofily s pnmkamx t,n,
ttyry teCny paraboly (p) a doty&ny bod na normdle jakoito tecn&
paraboly (p), aby byl stfedem kfivosti pro bod A.

Kfivka (k) mé&jZ rovnici:

y=f(x), | M
vztaZenou na pravoihlé osy x a y, z nich? jedna budiZ volena
tak, aby byla rovnob&Zna s jednou z pfimek p a g, k. p. s pfimkou ,
P budxi rovnob&Znd osy y. Pak rovnice pfimky p zni: -

E=a.

Bod A mé]z soufadnice (x, y). Dv& soumezné normély dané kfivky
lze povaZovati za dv& soumezné tedny paraboly (p), jeZ vznikne
jakoZto obalovd ktivka spojnic_dvou podobnych fad leZicich na
dvou pevnych pfimkdch a.to' tefn& ¢ a pfimce p.

Norméla n v bod& A ke kfivce vedend protne pi‘imku p v bod&
B, jehoz pofadnice buciz #.

Pak n——y——;f(a—x), ._

4%
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t.j. - B 77.=y-—}7(a—x). . 3 (@)

Soumeznd normdla n, k normdle n prochdzi soumeznym bodem -
A; k bodu A- na tetn& ¢ a protne pfimku p v bod& B,. Primky
t,n,n, p jsou Etyry teCny paraboly (p) a priselik piimek n a n,
stanovi dotyZny bod K paraboly s pfimkou n, t. j. stfed - knvostl
kiivky (k) v bod& A.

-Dal§i tefnu paraboly (p) ur&ime tak, Ze na te&n& ¢ zvolime
libovolny bod C o soufadnicich x,, y, a vyhleddme pfislu§ny bod
D o soufadnicich (a, no) na pfimce p tak aby pfimka C D byla
tec‘.nou paraboly (p)-

I

a

Podminka pro bod D plyne z podobnostl fad bodovych na
~tap;tu platl: _

BB1 AA,
BD™ AC® ,
dn _ dx , '

- Cilis

, =1 Xo—X'
.z niZ plyne: ’

i - d
—n= (X —x),
ti '—"7+ (xo x),
':' . dﬂ ) .
pfi-temZ 7 a E’—curéx se z rovnice (a).

' Rovmce teéry DC=gq paraboly (p) pak zni:

\y —n—(a—x) L1 : .
_ dx‘ X = x), _(2)

e QEY'—'YO‘:

.
. -

X, —a
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&im% urena soustava te¥en paraboly (p) zdvisljch na jediném ne-
odvisle prom&nném parametru x,, jeZto y, jest vdzdno s veliinou
X,, Tovnici: : :

: Y ""y=y’ (xo — x). ®
K dané pfimce p volime tedy libovolnou pfimku ¢ ze soustavy

(2); zvolme z ni tednu ¢, kterd .jest kolmd ku p, t. j. rovnob&ind
s osou X. - ‘

Tu plati: di
P Yo n—(to — %) SH=0 O ®
a pak rovnice hledané te¢ny g zni:-
. Y=y
\Y ljov‘nici (y) dosadme za 7 a gg hodnoty z rovnice (a).
Tu obdrZime:
p dy’
- ( y+(a—x)-d~{;)
- = —(xo — X))\ =0,
Yo=Y+ 7 (%o Ny + PE
Cili vzhledem ku (§): .
a—x. X —x (X—X) (a—x)g{ll"__O
y, . y! yvz dx - Y
kteréito rovnici lze déti tvar: :
y ¥y 4y _ "Gy
Xo—X a—x dx—_0 (3,),

gy Ta—xy
MozZno tedy vysloviti vétu: ‘

Tetna, normdla v bod& A kfivky (k), pfimka p o rovnici -
X =a-a pfimka ¢ na ni kolmd o rovnici Y =y, stanovi &tyry
teny paraboly a dotyZny bod na normdle jakoZto te¥n& paraboly
Jest stfedem kfivosti kfivky v bod& A, jestliZe velitiny .a a x,,
1esp. a a y, vyhovuji rovnicim (3), v nichZ x a y znati soufadnice
doty¥ného bodu A kfivky (k) a velitiny infinitesimdlné taktéZ k téze
kfivce se vztahuji. -

Pfi mnohych kfivkdch vhodnou volbou jedné z velitin a; x,, ¥,
lze druhé snadno dle rovnice (3) konstruovati a tim i stfed kfivosti
kfivky sestrojiti. Podotknouti slusi, Ze za tyto veli®iny volime vhodné
funkce soufadnic bodu dotyEného. - S
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Reéeni pfedchozi tlohy vede k feSeni opatné zajimavé dlohy:

Jsou ddny dle uréitého zdkona pfimky p a ¢ na sob& kolmo
stojici a jest nalézti kfivky, aby jejich: normdly a teCny tvorily
s pfimkami p a g, Ctvétinu pfimek, jeZ jsou teCnami paraboly a
dotyZny bod normdly s parabolou, aby byl stfedem kiivosti kfivky.

Tu pak z jedné z rovnic (3), v niz dv& z velitin a, x,, ¥,
jsou znémy, obecn€ funkce soufadnic bodu doty&ného, mtegraci_
zjedndme si typus kfivek podmince piedloZené hovicich. Integrdly
t&chto rovnic obsahuji dvé konstanty, 1ez jsou teCnou s bodem
dotyénym tplné stanoveny.

Aplikujme tuto Gvahu na n&které zvlé§tn{ pfipady. Hledejme
kfivky takové, aby dvé& piimky p a g kolmo na sobé& stojici tvofily
s normdlou i tenou v libovolném bod& A kfivky vedenou Ctyry
te¥ny paraboly a doty&ny bod na normdle aby byl stfedem kfi- -
vosti kfivky v -bodé& A.

PoloZme pfimky pa q za osy soufadnic, t. j. poloZme A\ druhé
rovnici (3) a =0, y, = '

Tu _obdrzlme T

Ol

__.ﬂ gf—dyl'
y Tx=y
¥y x
X _cdy
y = Cdx
aneb 2 xdx—cydy=0;
dal3i integraci obdrime:
—Cyr =0,

kterouZto rovnici vzhledem k hbovolnym hodnotdm konstant C a C,
Ize psati ve tvaru'

Xy .
a+p’—'l’

znali-li @ a g libovolné konstanty. Rovnice pfedchozi znali stie-
dovou kuZelosetku, ¥imZ dospili jsme ke.zndmé vEt¥ Steinerovg,
Ze tetna a norméla s osami ‘kuZeloseZky tvofi &tyry teSny paraboly
a doty¥ny bod normdly-s parabolou jest stfedem kFivosti kuieloseéky

. Tato. véta jest zvlaStnim pfipadem obecnéj§i vity, jii oberime
A poloifme li v rovnici (3)
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yo—ky, a=kx,

kdez k znatilibovolnou konstantu ; poloinme—h k=0, méme pﬂpad
ptedchozi.

K vili jednoduchostl dejme konstant& tvar

n—2

k=1

kde% oviem nzna‘éi libovolné Cislo rtizné od 1. Dosadime-li hodnoty
pro y, a a do rovnice (3) obdrZime:

dx _d y
- (fl - 1) +( ) x }{l ’ .
z niZ integraci plyne: |

—(n—DIly+@nm—-1)Ix=ICy,

. xn—! .
t. J- ‘j,‘n_:i = Cy
ili: Cdyy"—' —dx x"-1=0,
P Cyr _x"__
t. j. . - C,

kteréZto rovnici vzhledem k libovolnym konstantdm lze déti tvar:

X n y n—
(@)+@E="
kdeZ @ a § zna¥i libovolné Konstanty.

Rovnice tato znamend kfivky Lamé-ho, &im% dospivdme ku
v&té: Telna, normdla v bod& A kfivky Lamé-ho a pfimky vedené s
roviob¥%né s esami soufadnic bodem O, o soufadnicich

\

n—2
n—1

n—2

Xy =

X,

jsou te¥nami- paraboly a dotyny bod na normdle jakoZto teln&
paraboly -jest stfedem kiivosti kfivky v bod& A, aneb: Ki‘mkys
Lamé-ho oskuluji v daném bodZ s’ kuZelosetkou, jejiz osy jsou
rovnob&iny s osami soufadnic a je]ii stfed Ojl jest na spo]mcn OA
tak poloZen, Ze - .
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00, = 04 —-—21’,

: znaéi-ll (0] poéétek soufadnic. Pro n=2 jest délka OO, rovna
nule pro kaZdy bod kfivky, &mZ dospivime k vé&t& Steinerove.

- Av3ak i ke koustrukci stfedu kfivosti sloZit¥jSich kfivek, jichz
zvldStnim pfipadem jsou kfivky Lamé-ho, lIze dospéti a sice ke
kfivkam tvaru :

Ax"4-Bym

‘kde tedy mocnitelé pfi x a y jsou rizné.
PoloZme v rovnici (3)

a=kix, yo=~kKYy
a dejme -konstantém ky a k; tvar:
' n—2-  m—2
bh=a—v k=p=7
* Rovnice pfejde ve tvar: '
_dy(m=1)  dx(a—1_dy
‘ y x y/ y
z niZ integraci plyne: _ ’
—m =1)Iy+@—1)Ix=ICy,

.. o n—1
t. j_ o x..;_:;c‘_i_l’

v

t. j. - AR A

kteréZto rovnici lze dati tvar:

) x\* y m_ ‘
G
 kde? a a B znali libovolné konstanty. - ’

. - Mdme tedy v&tu: Kfivky tvaru (9) OSkUIUjl v libovolném bodé&
. A (x,y) s kuZeloseCkou, jejiZ osy jsou rovnobéiny s osami Sou-
l‘adnic a jejiz stfed O, ma soufadnice ‘

v S — L n=2 _;‘ m—-2_

G BRI YT

» Ukaime 1e§té jak moZno dospé&ti ku parabole: (p) a tedy. ke kon-
B strukci sti‘edu kFivosti parabol a hyperbol stupnﬁ lxbovoln?ch
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PoloZime-li v rovmcx (6) n=o0, m=o, pak rovnice ta ztracm
vyznam, ale hodnoty pro'x, a y, nabyva]i tvaru
s x,=2x, yl-_2y A
Tu vrafme se pfimo k differencidlni rovnici (3) a poloZme v ni
' Yo=2y a=2x;

tim promém se v “rovnici:

yoox y
. - Y ,
t.j.: l Y= ICy
Y _ o4y,
&ili: | = C'dx
.Integréci této rovnice obdrzime .
[ x =1y} 1C,
t. j Cly ’

aneb vzhledem k libovolnym hodnotdim konstant C a C
y=kx,

kdeZ k an libovolna &isla znadi; t. j: paraboly a hyperboly o rovnici
pfedchozi oskuluji v daném bodé s kuZelosetkou, jejiz ‘stfed . jest
soum&rny bod s potdtkem soufadnic hledic k dotyénému bodu
kfivky a jejiZ osy jsou rovnob&iny s osami soufadnic.

*

/.
Lo

Sur le généralisation du théoréme relatif
a la parabole de Steiner.

(Extrait de Particle pré‘cédént.)’v_

* Le théordme de Steiner bien connu dit que la tangente, la -
normale _et les axes d’une conique' touchent une parabole et que
le point de contact de la normale avec cette parabole est le-
centre de courbure au point respectif de la conique. Ce théordme
peut étre généralisé, comme il suit: La tangente et la normale auv

point A d’une courbe (k), et.les droites perpendiculaires p, ¢, -

ayant, respectivement, les équations: x=4, y=y,, sont tangentes . -
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2a une parabole (p), le point de contact de la normale étant le
centre de courbure de la courbe (k) au point A; pourvu que les
quantités a, x,, y, satisfassent & 'équation

X,—X a—x dx

-ol1, ce qui est le méme : ' ' (3) '
N _dy dx _ dy

' Vo—y a—x y

1 ci, x, y sont les coordonnées du point A, x,, y, les coor-
-données d’un point arbitraire de la tangente.au point A de la
courbe (k). De plus, le probléme inverse est résolu: Deux droites
perpendiculaires p, g étant données, d’aprés une loi déterminée,
‘trouver la courbe dont la tangente et la normale au point A, aussi
bien que les deux droites données, soient des tangentes d’une
‘parabole (p) telle que le point de contact de la normale soit le
centre de -courbure de la courbe au point A. La courbe résulte
de lintégration de I’équation.(3), dans laguelle deux des-quan-
tités x,, Vo, @ sont des fonctions des coordonnées déterminées.
par la position des droites p, g. La méthode générale est appli-

quée & des cas particuliers: aux coniques, aux courbes de Lamé,
. \ . n m
-aux courbes a I'équation (.-b’.‘_) + (%) =1, aux- paraboles et hy-

sperboles générales y = Cxk
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