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Priloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Scitani a odeitani bodit v roving.
Napsal Dr. M. Smok.

Trojahelnik v roviné je ddn t¥emi svymi vrcholy 4, B, C.
Je-li na pf. dlohou vésti téZnici jeho vrcholem A4, prochdzi Zzd-
dand pfimka bodem A a bodem A4, lezicim uprostted bodd B, C.
Pro tuto tilohu se tedy daji dve body B, C nahraditi jedingm
bodem A,. Nebo méla by se vésti pfimka danym bodem D a
téZidtém T trojibelnika ABC. Patrno, Ze pro Zddanou p¥imku
se daji ¢#; body A, B, C nahraditi jedinym bodem I a pod.
Jest to zcela néco obdobného, jako ve fysice se daji Casto dvé
nebo vice hmot nabraditi co do u¢inku jedinou hmotou, dvé
nebo vice sil jedinou silou.

Krdtce jako ve fysice skldddme na pf. dané sily v jedinou,
tak 1ze i v mathematice sklddati dané body v jediny. Omezime
se pouze na jich s¢itdni a oditdni.

L

1. Mé&jme bod v roviné tfebas A a pfictéme k nému tyz
bod A4, t. j. hledejme vyznam souétu 4 -+ 4. Dostaneme pii-
rozené zase tyZ bod A; abychom viak naznalili, Ze vznikl tento
bod settenim dvou bodi, ozrnatime ho 24, tak Ze jest:

A4 4=2A4.
Podobné bude
A+ 24 =34,
A424+4+34=(1+4+2+ 3) 4 =064 atd.
Cislo: 2, 8, 6 atd. budeme zvéti koefficientem & bodu A.

Pti kazdém bodu budeme tedy rozezndvati jednak jeho

pouhé oznadeni: 4, B, C, ..., jednak jeho koefficient k. V uve-
26
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derijch’ rovnicich ‘bychom méli misto A vlastnd psiti 14, t. j..
pripsati koefficient jednotkovy; ten vSak nebudeme piipisovati,
podobné jako v obytejné mathematice nepiSeme 1 za soutinitele.

2. Méjme ddle dédny dva rtzné body A4, B — oba o koef-
ficientech jednotkovych — a ptejme se po vyznamu jich soudtu
A + B.

Za soutet jich povazujeme opét bod tfebas C lezici na
piimce AB uprostied bodd 4, B — (obr. 1.). Bod C déli tedy

A ¢ R

- =]

Obr. 1.

délku A B v poméru 1: 1, anebo jeho délici pomér (ABC)=1%).
Bod ten zastupuje vlastné dva body koefficientd jednotkovych,
proto jeho koefficient ¥ = 1 -+ 1 — 2. TakZe piSeme
A+B=(014+1C=20C

Pro bliz&i porozumeéni vzpomeiime si jisté analogie fysikdlnf.
Necht v bodé A4 pisobi jednotkovd sfla a s ni rovnobézné
v bodé B sila rovnéz jednotkovd. Obé tyto sily daji se nahraditi
jedinou silou, jejiz velikost =1 4 1 =2, a jejiZ piisobisté jest
uprostfed bodi A, B. Dle téhoz principu vysvétlujeme si tedy
také bodovy soutet 4 4 B.

3. Méjme viak na pf. soulet:

24 + 3B,

tedy soucet dvou bodi, jejichz koefficienty json 2 resp. 3

7 ptedchdzejictho. 1ze souditi, ze dostaneme opét Jlsty bod
trebas C,- jeho koefficient bude viak % =2 -+ 3 =b. Polohu
jeho volime na piimce AB tak, aby rozdéloval vzddlenost AB
v poméru 3 : 2, t. j. aby jeho délici pomér dle nageho oznadovéni

byl (ABC’):% — (obr. 2). Piseme pak
24 4+ 3B = (2 + 3)C =5C.
*y ‘Poné.vad-z C je ﬁprbsti‘ed bodi 4 a B, méli bychom vlastng psati

(4BC) =—1; odchyluJeme se tedy od obvyklého znaéeni txm, Ze volime
. znamenko opagsné. T -
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Tak jest to v souhlase s piipadem predchdzejicim jakoZ i s uve--
denou apalogii. Nebot dvé. rovnobézné sily jistych velikosti piso-
bief v bodech 4, B ddvaji vyslednici rovnou co do velikosti
soudtu” obou slozek; jeji piisobisté déli -pak vzddlenost 4B
v pfevriceném poméru sil. .

4 Podobné obecné bychom psah

Cwd4+vB=@+v0 Q)
k(lez 0 znacz bod primky AB polozeny tak, Ze dle naseho 0zna-
éovdni jeho délict pomér (AB(') =— Koefﬁczent jehok=y —|— v,

Vidime, %e bodovou nasi rovmu je bod C ddn nejen ana-
lyticky, ale dle vyznamu rovnice té i geometricky. Tedy na pf.
rovnicemi :
24 + B=3C
A+ 2B=23D
jsou analyticky ddny body C, D rozdélujici tdsetku 4B na tii
dily; a sice bod C déli ji v poméru 1:2, bod D v poméru 2: 1.
Tim je ddna jich geometrickd konstrukce.

A c B

o e " o

Obr. 2.

. Cisla y, v byla dosud ¢isla kladnd celd.
‘ 5 Meui -li platltl pravxdla stitdni, soudime z 10vmce A +B

0
20— A= B=@2—1)B.

Pti tom'(C4AB) = _.;, To jest, odettu-li od bodu C o koef—
ficientu = 2 bod A4 koetﬁclentu Jednotkového, ‘dostanu bod B
lezicf na piimce CA tak, ze (CAB) = — ——. Jeho koefficient -

k=2 —1=1. .
6. Podobné plyne z rovnice: 2A + 3B ='50:
el e '.; 50""3B :—: 2A_4 IR
BERRREEE Vo DO = QA =8B. . ioal o ko
26*
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Slovy: Rozdil 5C — 3B divd bod A o koefficientu t =5 — 3 -
= 2 le#ici na piimce CB tak, ¢ ((BA4)= — g ; pfi druhém |

rozdilu dostivime bod B o koefficientu ¥ =3 a polozeny na.
ptimce CA dle poméru (CAB) = —-'%.

Tim jednak mdme vysvétlen vyznam od¢itdni bodd, jednak
shleddvdme, Ze zdkladni naSe obecnd rovnice (1) plati v plném
svém- vyznamu i tehdy, je-li koefficient @ nebo » zdporny.

7. Uvahou i geometricky ddle plyne: Rovnice

A+ B=2C,
nd 4+ nB = 2nC,
1 1 2
WAty B=0
ddvaji tyz bod.
Podobné na pft.:
| WA +vB=(u+v)C,
vB+ud=w+u)C
ddvaji rovnéz tyz bod, a ponévadz plati nejen
_ wd +vB=(u+v)C,
nybrz i

(w+vVC—upd=vB, (u+v)C—vB=yuA

atd., vidime jednak, Ze pro naSe bodové rovnice plati tdz pravidla
jako pro rovnice obycejné, jednak, Ze tisla u, v mohou byti také
nejen zdpornd, nybrz i lomend atd. Kritce vyznam rovnice
(w4 4+ vB) = (u + v) C zistdvd vidy analyticky © geometricky
v platnosti, at jsou koefficienty u, v algebraicka éisla jakdkoliv*).

8. Kone¢né dovedeme na zdkladé dosavadniho stanoviti si
nezbytnou a nutnou podminku, kdy t¥i body A, B, C o koef-
ficientech u, v, i leZi na jedné p¥imce.

Piedné musi:
: pA +vB =AiC @2y

gL4v=Aa (3)
Podminek téchto budeme v ndsledujicim Casto uZivati.

a za druhé:

*) Vynechdvime pouze piipad, Ze by nektery z koefficientd mel
hodnotu = 0, Hodnota ta ma vsak téz vyznam ; pfisludny bodleZi v nekoneénu.
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IL

1. Jest stanoviti vyznam rovnice o tfech bodech na pi.:
B 4 C— 4, kdez A, B, C jsou tfi libovolné body roviny o koef-
ficientech jednotkovych. Ponévadz B 4 C = 2D, kde bod D
lezi uprostied tusetky ILC — viz obr. 3, — jest B4 C— 4 =
20— A=E.

Dand rovnice stanovi tedy bod E, jenz, jak z konstrukce
plyne, jest ¢tvrtym vrcholem rovnobéZnika ABCE. Mohli jsme
‘misto B 4 C — A = E psiti téz

B+C=A+E,

t. j. sestrojiti stied délky BC, a ten je téz stfedem pro AE,
&imZz bod E je geometricky stanoven.

" Obr. 3.

2. Podobné bychom fesili i obecny piipad
AA + uB 4+ vC
_ Ad+uB+v0=@G+p+v) D, NCY
at jsou 4, w, v Usla jakdkoliv. :

Geometricky stanovime bod D tak, Ze bud sestrojime nej-
prve bod E, dle rovnice

M uB=G+0E,

i + vC = (4 + ») E,,

pisice

nebo bod E, dle



"398

nebo bod E; dle
pB-J,-vC.__(u-l-v)E’ o

. KaZdy z bodid E,, Eg, E; spojen jsa. s pﬁsluénym vy-
nechanym z bodd_4, B, C ddvd pak hledany bod D..

Zgroven, plyne z rovnic Y
(l+y)F -J(-vC_(l-{—y)F + uB AA—-{—(u—{— v)E
=GQ4+u++v)D '
na z:ikladé pbdminky (2) a (3), Ze pf_nn_ky E;C, .E;B, » E3A pro-
tinaji se v jediném bodé a sice D. .

3. Mé&jme na pi. sestroj?iti: —_—3—B+ ~1—C-—-1— 4.
S ] 2 4
Rovnici '
3 1, 1 5
—g Bty logd=—7P

..

l1ze nahraditi . .

6B—20+ A=5D.

Sestrojujeme-li dle podaného ndvodu, jest — (viz obr. 4.) —:
6B — 2C=4E,

2C— A—=—E,
A+ 6B = TE,.
Ponévadz o
A+ 4E, = 6B —E, = —2C+ TE; =5D,

lezi bod D na piimkéch AE,, BE,, CE;, jest to tedy prisetik
tif pfitek daného A ABC jdoucich jeho vrcholy.

4. Bud dén A\ ABC s vrcholy o koefficientech jednotkovych,
a hledejme bod 7' dle rovnice

A4+ B+ C=3T. (5)

Konstrukce rovnici tou dand Je zndmd konstrukee témété tro;-
thelntka 4ABC.

Ponévadz -
A4+B+C=(A4+C+B= A+(B+0)—3T

. plynou rézem zndmé véty: Konstrukci lze provésti trojim zpi-
sobem; téZnice trojibelnfka se protinaji v jediném bodé.
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vy oy

Ponévadz bod 7 je tezistem trOJlxhelnika nazyvd se'i bod D
danj obecnou rovniei:

lA—f—uB-{—vC—(l-{—yJ,-v)D
tegistém bodu 4, B, C s koefficienty resp. 4, u, v.

5. Volme si tedy na pi., za koefficienty vrcholi AABC
Usla a, b, ¢ znadfel pomérnd isla délek protéjiich stran a hle-
dejme jich tézisté. Pisme:

6Ad+bB+cC=@+b+c)D. - (6

Hledané tézisté lze sestrojiti trojim zpisobem a vzhledem
k tomu, co jsme obecné ¥ekli o rovnicic (4), plyne zndmd véta:
Rozdélime-li kazdou stranu trojihelnika v poméru ptilehlych
stran, prochdzeji spojnice vzniklych tak délicich bodd s protéjsim
vrcholem jedinym bodem. Kazdéd ze spojnic je bodem tim délena
v poméru pifsluiné strany k souttu dvou ostatnich. Stanoveny
bod je stied-kruhu. vepsaného A\ ABC.



6. RovnéZz zajimavym je hledati tézisté V, jsou-li koef-
- b c
cos® cosB cosy

kdez a, b, ¢ jsou délky stran, «, §, ¢ thly trojihelnfka.

ficienty vrchold trojihelnika hodnoty resp.

Rovnice (4) md pak tvar

® 445 Byt co.:‘(“+b+”\,v.m

cos o cos f cos y cosa ' cosfB ' cosy

Sestrojime-li si nejprve tiebas bod A+ B, jest bod

(5
ten patou vysky pisludné vrcholu C, neboﬁ dél stranu 4B v po-

méru b cos « : a cos . Spojnice jeho s vrcholem C je tedy uve-
denou priavé vyskou. Z troji moZné konstrukce bodu D plyne
zndmd rovnéz véta: Vysky trojihelnika se protinaji v jediném
bodé. Bod ten déli na p¥. vySku strany ¢ v poméru

c

cos y

+

cose ' cos ﬁ

aneb, ponévadz a cos 8 4 b cos « = ¢, v poméru

cose.cosf-
cosy

a b
cosa’ cos B cosy
jim hodnoty tg «, ¢g B, tg y; pak bychom méli rovnici

tge A +1tgB B+ tgy C=(tga+tgp +1tgn)V
=tga.tgf .tgy V. (™)
7. Jinym piikladem byl by na pi. trojihelnik o koef-
111
a’ b’ ¢’
8. Pro koefficienty : sin 2e, sin 28, sin 2y dostaneme stied S
krubhu A ABC opsaného.
sin2e A + sin2p B + sin 2y C = (sin 2a + sin 23
+ sin2y)S =4 sine.sinf .sinyS. (8)

Misto koefficienti : mohli jsme vziti imérné

ficientech :
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9. Rovnici (7") bodu V7 délme soulinem ¢ge . ¢g 3 . tg
Dostaneme
1 1 1
A B C =
tgB.tgy +tya-tyw +

tgea.tgpp ~ £
Podobné z rovnice (8) bodu S délenim soudinem 4 sine.sinfl.siny
-obdrzime po zjednoduSeni:

A+2scosﬁ

e Siny
Utvoiime-li z téchto dvou rovnic soutet V 4 28, dostaneme
obvyklé t8Zisté trojuhelnika; nebot po uipravé a trigonometrickych
redukeich plyne:

V4+2S= A+ B+ C=3T.

YV trojihelniku lezi prisek vysek, prisek téZnic a stfed kruhu
opsaného na jedné piimce (primka Eulerova). Usetka VS je
bodem 7' délena v poméru 2 : 1.

oS @

C==..
2simf siny &

cos y
B4+ —"—
+ 2sinasinf

Sﬁ'edy stran uvaZovaného trojﬁhelnika t. j. body: L A

+ .% =3 — A + B + C polozme kruh. Jeho stied S,

je ddn dle (8) rovniei:
cos y A + B
2sine sinf

cos 3 A+ C

me siny 2
cos « B4 C __

+ 2sinf siny 2 =5

+2s

1. j.
: sin 23 + sin 2y A+ sin 20 + sin 2y
8 sim e sim B siny 8 sina sinf siny
sin 2e 4 sin 28
+ 8 sim e sin f3 sin y =5
Srovndme-li vhodné upraveny soutet ¥ -4 S s rovnici bodu S Suy
shleddme, ze

V 4+ 8=28,.
Stted krubu S, leZi rovnéz na piimce Eulerové — a sice upro-
stted bodd ¥ a S. Na zdkladé toho, jakoz i poletné plynou
dalsf zfejmé rovnice

28, + S = 3T,

V 4+ 3T = 48,.



III.

Podobné jako pro tfi body dd se najiti i tezisté ey danych
bodd 4, B, C, D, t. j. bod E dle_
AA+uB+v(’+6D—(}.+'u+v+o-)'E, o (9)
at jsou koefficienty danych bodi jakékoliv.
1. Budtez na pf. koefficienty vesmés jednotkové; pak pii-
slusne tézi§té je ddno rovnici:
A4+ B+ C+ D=A4E.
Ponévadz .
A+ B+ 0+D—(A+B)+(C+D)—(A+D)+(B+C)
=U+0O)+ (B+ D)=4E
(zdvorky znati, jak p¥i konstrukei jednotlivé body spOJuJeme) -
miZeme na zdkladé 2. a 3. vysloviti zajimavou vétu: Spojime- h
sttedy vzdy dvou protéjsich stran daného Ctyfdhelnika, jakoz
i sttedy dhlopiiten, protinaji se tyto ptitky v jediném bodé —
(bod tento zove se Casto stfedem Ctyithelnfka). Stanoveny takto
hod pitli kazdou z uvedenych spojnic.
2. Obecnéjsi vétu dostaneme tymz zplisobem z konstrukce
tézigté bodd A, B, C, D o koefficientech a, b, ¢, d
Jest totiz
ad+bB+ ¢cC+ dD = (a4 + bB) + (¢cC+ dD)
= (@4 + D)+ (B + 0) = (@A + ¢C) + (B 4 dD)
=(@+b+4+c+d)E
Rozdélime-li jednu stranu AB ' {tyfdhelnika v libovolném po-
méru b : a, protéj§i CD v libovolném poméru d : ¢, stranu AD
v poméru d :a a protéjsi BC v pomeéru c: b, podobné thlo-
piitnu AC v poméru ¢ : a a druhou BD v poméru d: b, pro-
chdzeji spojnice vZdy dvou délicich bodd v protgjsich strandch
a délicich bodi thlop¥iten jedinym bodem. Bodem timto jsou
spojnice ony déleny v poméru (¢ + d) : (b + a), resp. (b + ¢) :
(a +d), resp. (b + d): (a4 o).
‘Tak na pf. volime-li a =5, b = ¢ = d = 1, jsou piitky
ty déleny v poméru 1: 3.
Chceme-li, aby byly déleny v urt¢itém poméru tiebas o, staif
fesiti soustavu tf¥i homogennich rovnic

¢c4+d_b4c_b4d_
b+a—a_+d—a+c_g'
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Pro 9 = 5 vyhovi se uvedenym rovnicim na pi. hodnotami
a=38; b—e=d=1, o & Uil s

" Hodnoty a, b, ¢, d- moheu ovsem ' byti 16z zdporné: ‘Tak
tiebas plia=—3, b—=c= d =1 jsou piicky 1ozdéleny v po-
méru ¢ = — —?— atd

‘Roz&ieni' této nauky pro hbovo]ny pocet bodu je.— doufam
— patrné. Tak tiebas

A+B+C+D+E__0F

kdez tézisté F' je tézistém daného pétithelnika v Obyuqném
vyznamu. Upoustim viak od toho, jakoz i od daliiho zobecnéni
a rozsifeni, nebof mym umyslem bylo toliko ukdzati Zzdkim
stiednich kol prvé poldtky postupu, jejz prvy naznalil Ferdinand
“Mobius *) (1827), a jenz v daldim vyvoji stal se vlastné zdkladem
nauky zvané dnes vektorovd analysis**). '

Na tzkou souvislost s fysikou jsem poukdzal jiz s poldtku,
chei jen jests upozorniti na Jednu dulezxtou okolnost

- 7 rovmice

).A+,LB+ vC—(l—{-u—i-v)])

Je patrno, Ze dle riizné volby hodnot 4, u, v dostanu rizné body
roviny, pro jednu volbu oviem jen jediny. Bod roviny je tudiz
témi hodnotami, ddn-li zdkladni trojihelnik ABC, zcela urlen.
Tim ddna je souvislost této nauky s analytickou geometrii, nebot
ve smyslu analytické geometrie' lze povazovati hodnoty 4, u, v
za (homogenni) soufadnice bodu v roviné. . ' -

Dvé poznamky o lichobézniku.
Podavi Fr. Hromadko, emer. prof.
L. 0 sestrojovdni lichobéZnika z danych jeho stran (rozbor).
Jak povédomo, urten jest lichobéznik ¢tyfmi danymi sou-
tdstmi, mezi nimi%- tfeba nejméné dvou délek (strany, uhloptitky
a nejvyie se piipoustsji dva whly a pod.). Mezi rozmanitymi

*) Vig Ferdinand Mobius: Gesammelte Werke, Bd. 1.
**) Viz tfebas: E.Jahnke : Vorlesungen uber die Vektorenrechnung, 1905.
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