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ReSeni rovnice o + 2 + 2 =ws celymi &isly.

Poznimka ke éldnku stejného nadpisu od J. Jand4ska z 39. rotniku Cas.
pro pést. math. a fys, od K. Petra.

Rovnice 23 + y3 + 2% = u3 byla zcela obecné raciondl-
nymi Cisly feSena jiz Eulerem v ,Novi Commentarii Academiae
sc. imper. Petropolitanae, sv. V1., pro rok 1756 a 1757, str. 167.
Euler dospivd k témto vyrazim pro z, y, 2, u

nx = (3ac 4 3bc — ad + 3bd) (A% 3¢?) — (2% 4 3b%)2
ny = (3ac—3bc 4+ ad + 3bd) (A%~ 3¢?) + (a®+ 3b%)2 1)
nz = (d* -+ 3¢*)? — (Bac + 3bc — ad + 3bd) (a®+ 8b%)"

nu=—=/(d% - 3¢%)? 4 (Bac — 3bc + ad + 3bd) (a?+ 352) :

Cisla x, y, 2z, u témito rovnicemi definovani vyhovuji, at
a, b, ¢, d, n jsou jakdkoliv &isla, rovnici x® 4 y3 4 2% = u?,
jak Ctenaf snadnym poftem se miZze presvédéiti. Bereme-li za
a, b. ¢, d tisla celd a za n spoletnou miru pravych stran, do-
stdivdme pro z, y, z, « Cisla celd a sice dostdvime tak viecka
moznd FeSeni dané rovnice celymi &sly. Eulerové feSeni, jak na
prvni pohled patrno, miZeme ddti jednoduddi tvar, zavedeme-li

ac + bd = @, 3bc —ad = P, )
d* 4+ 3¢*= N, a*+ 3b%2= M.
Pak jest
nr = (3Q + P) N — M*
ny = (3¢ — P) N + M* 3)
nz = N*— (3Q + P) M’
nu=N*+3BQ—P) M

pfi ¢emZ mezi M, N, P, @ jest dle svrchu napsanyeh rovnic
vztah

Pt 4 3Q® = MN, @

At jsou P, @ jakiakoliv &isla, spliuji-li M, N rovnici (4),
jsou vyrazy (3) vidy feSenfm dané rovmice 2% + y3 4+ 23 = u3,
jakoZ vyplyvd dosazenim do této rovnice. Mdme tudiz ve (3)
a (4) jednodussf tvar Eulerova feSeni. Vypoéteme-li ze (4) na

7*
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pf. N a dosadime (3), obdrzime ndsobice soutasné jmenovatelem
zlomku na pravé strané se vyskytnuvsiho

n,z = (3Q + P) N* — (P* + 3Q2),
ny = (3Q —P) N° + (P* + 3¢,
ne = N°— (3Q + P) (P* + 3¢9,
nu= N+ (3Q — P) (P* + 3Q2);

aviak tyto rovnice dostdvime (nehledé ku zdméné x a »,) z (1)
polozime-li tam a = P, b = @, d = N, ¢ = 0. Vidime tedy,
Ze tvarem (1) jsou ddna v3ecka feSeni, i kdyz klademe ¢
(anebo &) rovno nulle. Tuto okolnost vytkl poprvé bez dikazu
Binet (Comptes Rendus, sv. 12., rok 1841, str. 248*). Eulerovo
feSeni psané ve tvaru (3), (4) se shoduje v podstaté s formulemi
Binetovymi a jest jednodussi.

Pravé strany rovnic (1) (a ov8em i rovnic (3)) ddvaji,
jsou-li a, b, ¢, d tisla celd, pro nx a »y soutasné ¢isla bud
sudd, bud lichd, stejné tomu jest pfi ¢islech nz, nu. Tuto okol-
nost 1ze odstraniti malou zménou postupu Eulerova, jakoz v nd-
sledujicim chci vyloziti.

Abychom Fedili rovniei x3 4 y3 4 23 = u® celymi &fsly,
piSme ji nejprve ve tvaru

X 4yt = ud — B
aneb

@+ y) @ —ay + yD) =@ —2) (u* 4 uz + 2. (5

Kazdy délitel vyrazu z%— zy 4+ y* a rovnéZ vyrazu
u? 4 uz 4 2% lze psiti ve tvaru «? — eff + % (a, § Cisla
celd); budiz tedy nejvétsi spoletnd mira &isel z* — ay + y*
a u? -+ uz + 2% rovna «® — ¢ + % a my mizeme misto CtyF
celych z, y, 2, n zavésti do rovnice &tyfi novéd éfsla a, 0, ¢, d
rovnicemi

z2=a(e—p)+ bp, u=rc (e — )4 da, 6)
Yy = — aff + be, — 2= —cp + de.

*) Ch. Hermite podal dikaz Binetovych formuli pomoci tvah z geo-
metrie analytické v Nouv. Annales (2), sv. 11, rok 1872, str. 5.
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Cisla a, b, ¢, d témito rovnicemi stanovend nemusi jiz byti
celd, jak Ctendf FeSenim téchto rovnic snadno nahlédne. Aviak
jest

2 — zy + y? = (a® — ab + b®) (e — aB + %)

u® 4 uz + 2% = (¢* — cd 4 d%) (¢ — o + 82"

I jsou ¢éisla

A=a%*>—ab+ 0% B=—c*—cd+ d*
¢isla celd bez spoletné miry. Dosazenim za x, y do (5) zjednd-
vame si tento vztah

[ (@ 4 b) 4 B (— 22 + )] 4 = [e (¢ + d) + # (—2¢+ d)] B,
aneb
allea+b) A—(c+d) Bl]=p8[2a—1) A— (2¢c — d) B]
odkudZ médme pro « a g
0. e=(2a—h) A4 —(2c—d)B
o0.=(a+WMNA—(c+ad)B’
kde ¢ jest ¢islo lomené tak volené, aby tyto rovnice ddvaly pro
«, B lsla celd. Dosadime-li do (6) za «, B, dostdvdme po jedno-
duché tpravé tyto vysledky
ox = A* 4+ B (— ac -+ 2ad — be — bad),
oy =— A* + B (ac + ad — 2bc + ba),
ou = B 4 A (— ac + 2ad — bec — bd),

— o2 = — B* + A (ac + ad — 2bc + bd).
Zavedeme je§té k vili stru¢nosti
m-m:%,w—u+w=%,

kde C, D a E jsou &fsla celd a tedy E spoleény jmenovatel
(nejmensi) é&sel ad — be, ac — be + bd. Pak vyrazy pro z, y,
2.« se pFeméni (ndsobime-li jedt& obé strany rovnic E) v tento
vysledny tvar
o, 0= A*E+ B(2C — D)
o, y=— A*E+ B( C+ D) )
oyu= B*E+ A(2C — D)’
—op=—BE+ A(C + D)

Mezi celymi &isly 4, B, C, D, E jest vztah
: C* — CD + D®* = ABE®, 8)
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V (7) jest ddno kazdé feSeni rovnice z3 4 y3 + 23 == u?
tisly celymi (kladnymi i zdpornymi), pfi ¢emZ celd tisla A, B,
C, D, E libovolné mizeme voliti, pokud jenom spliiuji rovnici
(8); nad to méizeme o 4, B, resp. C, D, E pfedpoklidati, Ze
to jsou ¢isla bez spoletné miry. Cislo o, jest rovnéz celé a rovno
nékteré spoleéné mife pravych stran rovnic (7). Ze C' a D vskutku
libovolng lze voliti, plyne z té okolnosti, %e vyrazy (7) spliuji
danou rovnici identicky, jestlize splnéna (8).

RovnéZz jest jasno, Ze ¢, za pfedpokladii ¢inénych pro tisla
A, B mize byti toliko délitelem ¢fsla 3C'; nebot soudet prvych
dvou pravych stran rovnic (7) jest 3BC, poslednich pak dvou
jest 34C a ¢isla 4 a b jsou bez spoletné miry.

Klademe-li na pf. C =1, D = — 1 a dle rovnice (8)
A=3, B=1, E=1, mdme tento rozklad
128 — 103 — 93 = — 13,
kdybychom pak kladli 4 =—3, B=—1,
63 — 93 4 83 = — 13

K tormulfm (7) pfipinaji se tyto tlohy, jichz FeSeni pone-
chivdm CEtend¥i:

1. VySetfiti, kdy dva rizné systémy &sel 4, B, C, D, E
resp. 4d,, By, C;, D,, E; vedou ku tymz hodnotim pro z, y, 2z, u
anebo alespoii k hodnotdim Gmérnym.

2. Provésti na zdkladé (7) dikaz o nemoznosti Fefenf rov-
nice 23+ y3 4 23 =0 ¢&isly celymi.

3. Vyhledati vSecka moZnd celistvad FeSeni rovnice

234+ yd 423 =1.

O ctyrahelniku, jehoz iihlopricny stoji na sobé
kolmo.
Studujicim sdéluje V. Jefabek.

1. Ve étyrvhelniku abed necht stoji whlopricky ac a bd
na sobé kolmo a v bodé e se protinaji. Spustime-li s bodu e
kolimice na stramy &tyvihelnika, le3i paty jejich v téZe krusnics.
Zndmou tuto vlastnost lze dokdzati takto: Paty zminénych
kolmic (obr.) ve stranich ah, be, cd, da budtez e, e,, e, e,
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