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Objasnéni DBorchardtovy poueky o jakosti ko-
fendt rovnic algebraickych.
Napsal
Dr. F. J. Studniéka.
Na str. 120. XXVI. rol. tohoto ‘asopisu jsem poznamenal,
7e polet smaménkovych smén, jeZ poskytuje rada

(1) 6d, 6d,, 6d,, ..., cd,

v nfZ ¢ zastupuje slovo ,signum“, a obecné plati

Sor S1t Sy v« oy Sk—1
Siy Spy Sz9 00 oy Sk
@) Ay =1 Sy Sgy Sgr -+ Skl
Sk—1y Sky Sh+11 <oy S22

uddvd pocet dvojic soujemnijch kovens sdrufemych, jez obsahuje
algebraickd rovnice stupné n-tého s koéfficienty redlnfmi

3) atcat+er?4+ ...+ i+ 6 =0,
jejichz n kofent znadf veliCiny &fselné

4) Ay gy Qgy o o oy Any
takze prvky determinantu soumérného (2) ddny vzorcem
(5) s=d fafd+. .. bal,

z néhoz plyne piedev§im
Sy = n
16
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a tedy pro fadu (1) charakteristickym zjevem jest

(6) cd, =+ .

Poucka tato, jiz C. W. Borchardt poprvé uvetejnil v po-
jedndni svém , Développements sur Uéquation & Vaide de laquelle
on détermine les inégalités séculaires du mouwvement des planctes
(Liourille, Journal de Mathématiques pures et appliquées, T. XII.
pag. 50—67, 1847)%*), dokazuje se obyCejné¢ na zakladé Stur-
mové, chipe se v8ak i piimo ze sloZeni determinantu (2), na-
hradfme-li hodnotu jeho p¥isluSnym soutinem, v némzZ objevujf
se (initelové z kofend rovnice sloZenf. Jestit dle zndmého
pravidla

(1) dn=(a, — a)* (@, — a))* (@, — a,)" . . . (tn — @n—r),

z tehoz plyne, Ze determinantni &lenové iady (1) jsou funkcemi
kotenti (4), a Ze tedy jakost téchto hodnot zraciti se musf
v jakosti vyrazi onéch.

Predeviim tu jde na jevo ze sloZenf soudinu (7), Ze vSichni
¢lenové Fady (1) majf oznaleni positivni, jsou-li vSechny koteny
rovnice (3) redlni; neb rozdfl redlnich velitin jest redlnim a
¢tverec jeho tedy positivnim.

Kdyby vSak rovnice (3) obsahovala 2m kofeny soujemnt,
dejme tomu '

w, a K@),

u, a K@),

u, a K (uy),

Un & K (%),
kdez symbolem K vyznatena sdrufenost neboli konjugovanost *¥),
pak objevi se v fadé (1) i ¢lenové s oznalenim mnegativinim, a
vyskytnou se v nf tedy znaménkové zmény, jakoz snadno lze
poznati z tdvahy této:

Soudin (7) vyjddiiti moznd, znacime-li veliiny soujemné
opét literou u, tvarem rozliSenym, na pi.

*) Borchardts .Gesammelte Werke“, pag. 15—30. »

vvvvv

61. Kde véc jasna, vynechdvaji se zivorky (Ku).
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dy = (@, — ax)2
X (ay — ay)* (ay — a,)*

(o — a)? (ae — a,)%. .. (@ - @-1)®
K(w, — ay)® (uy — a,)* ... (U, — Ku,)*
Q) e e ;
Xy — ay)* (u,— a,)* . . . (0, — Ku,)*
>< (um - a])z (um— a.l)z PPN (me - Ku,,,)z
X (an i al)z (an _— az)"' N ((l” —_ “n__‘])g,

takze bude obsahovati Cleny positivni a negativni.
Positivni jsou faktorové, kdeZ jest
1. redlnf minuend i subtrahend, na pr.
(ay — a)*;

2. reilni minuend, soujemny subtrahend, ponévadZ tu vidy
spojiti moznd dva faktory tvaru

(ar — u) (ax — Ku) =a; — (u + Ku) ax 4 u . Ku,

a z arithmetiky ¢fsel soujemnych zndmo, Ze i soulet i soutin
sdruzenych ¢isel soujemnych jest redlnim;

3. soujemny minuend i subtrahend, vyjmouc ptipad (v — Ku),
ponévadz tu vidy spojiti moznd dva faktory tvaru

(u— Kv) (v — Ku) = uv + Kuv — u . Ku + v . Kv),

jichZz soucin jest redlni.
Negativni jsou vidy pouze faktorové tvaru prdvé vyjmutého
(u— Ku)?,
ponévadZ rozdil konjugovanych c¢isel soujemnych jest émagindrnd,

Gtverec jeho tedy megativni; a takovych faktorl vyskytuje se
zde pouze m. ,
Abychom pak mohli na tomto zikladé sestavovati ¢leny
fady (1), uZijme znimé poutky, podle niZ se vyjadiuji sub-
: 16*
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determinanty stupné k-tého &tverce determinantu stupné n-tého
souctem Ctverci piisluSnych subdeterminantd, majice na zfe-
teli, Ze

2
1, 1, 1, ey 1
a, a, , a,, ee s G
—_— 2 2 2 : 2
dy=\a;, a,, 1 (
k—1 k—1 k—1 k—1
ak—=t, akl,) abl, y a)

A tu plyne z poucky této *) pifmo, Ze fada (1) obsakuje
samé -}, jakmile jsou kofeny vesmésrealné; neb soucet Ctverci
¢isel redlnych jest vidy positieni. Posledni pak tlen této fady
jest podlé vzorce (7) taktéZ positivni.

Vyskytuji-li se v§ak v rovnici (3) i kofeny soujemné, ob-
jevi-se v fadé (1) i tlenové negativni, jelikoz soutin (8), z je-
hoZ faktord se sklddaji podlé poucky piipomenuté, obsahovati
pak bude i &initele negativni.

Aby se pak mohlo v jednotlivych piipadech uZiti tohoto
kriteria Borchardtova, nutno napted z koéfficientii rovnice (3)
sestaviti si hodnoty **)

e, 1, 0, ...,0
262’ Cyy 1, ]
9) Sy = 3'03, Cyy €y .., 0

kC]c, Cp—1y Ck—2« « + 4 Cg

a pomocf t&chto hodnot pak podle vzorce (2) rozhodujici 4,
takze piirozenym jest dkol, jak vyjadiiti vyrazy 4, pifmo co

*) Viz Studnitka ,Jak vyjddii se subdeterminant %-tého stupné sou-
¢inu dvou determinanté n-tého stupné pomoci piislugnych subdeter-
minantd jejich.“ Véstnik éeské Akademie véd, duben, 1898.

“#%) Viz ; BehoFovsky ,Zakladové vyisf algebry“, Praha, 1883. pag. 10.
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¢k A feSen{ jeho provddi Netto*) in-

Z identiénosti samoziejmé
1, 0, 0, 0, O I, o0 O 0 0
Syy Spy 8y ! 0 1, 0, 0, O —-¢, L, 0, 0,0
A3 =|8;, Sy 53|: 0, 0, s, 85 8, y—¢ey 1, 0, 0
S2s Szv Sy 0, Sy Suy 8y S —Cy Cy—¢y, 1,0
Sy Siy Sun Sg S, 0, —¢;, €5, —cyy 1

plyne piedev§im, zndsobfme-li a uZijeme-li vzorcd Newtonovych
v tomto zvlistnim p¥ipadé, kde

8, =3,
takZe pak moZnd psdti
8, — 6,5, = — 2¢,,
s, —¢,;8, +¢5, = —¢,

83 — €,8;, -+ €;8;, — €38, = 0,

vysledek ve tvaru

L,— ¢, Cgy — O3y 0
0, 1,— ¢, Cyy — €4

4,=|0, O 3, —2, ¢,
0, 3, — 2¢, s 0
3, — 2¢,, 2y 0, 0

kdez nutno druhy a &tvrty sloupec a pak druhy a étvrty iddek
co do znamen{ obrdtiti, aby se obdrZely prvky vesmés positivni;
a vyménime-li posledni fddek za prosttedni, zjedndme si ko-
netné

y € €y Gy O

? 1, cl! 021 c.‘!

2, ¢, 0, 0],

, 8,2, ¢, O

, 0, 3, 2, ¢

coz pak moZn4 zevieobecniti vzorcem

*¥) Viz Netto ,Vorlesungen iiber Algebra¥, I. Bd., Leipzig, 1896. pag. 132.
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1, o Cos ..., 0, O

0, 1, c, .., 0, O

Oa 01 1, .5 0, 0 (72'_1)7
10) 4u=(-1).]0, 0, 0, eery Cony € |

n, mn—1)e, ®—2c,...,0, O

0, n, mw—1ec,...,0, 0

0, 0, n, ..., 0, O n 7.

Oa 0, Oa ey 201:—-21 Cn—i

Jak patrno, vyZaduje stanoven{ jakosti kotfeni timto spii-
sobem Fizené vytislenf determinantu nanejvys stupné (2w — 1)-ho,
pri ¢emZ se z prvni Cdsti determinantu (10), obsahujici koéffi-
cienty rovnice (3), do pottu béte (»n — 1) Fddek, z druhé pak
C4sti, obsahujicf soulin tychZe koéfficientd s piislugnymi mocni-
teli nezndmé x, bére rddki », takZe na pt. pro rovnici stupné

tretiho
' +pr+q=0
nutno sestaviti
4, =3,
[1, 0, p
A“:-——,3, O’I’}:—!g,g [:__"Gps
10, 3,0] [ 2P
1,0,p 40
0, 1, 0, P q
4, =—13, 0, p, 0,0
0, 3,0 p O
0,03 0, p

anebo snizime-li opét zndmym splisobem *) stupeii determinantu,
napied

L, 0, p g

— 10, 2p, 3¢, 0
4y = 3, 0, p,0
0, 3, 0,p

*) Viz: Studnicka ,Uber eine neue Determinantentransformation® Sitzb.
d. kén. bohm. Ges. d. Wiss., 1879.
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a koneéné po jednoduché vyméné fdadka
| 3, 0, p
=| 0, 2p, 3¢ |=—4p* —27¢%,
' 2p, 3¢, O
co7 pifmo pOSkytuJe i vzoree (2), zavedeme-li tam
5, =3, 8, =0, 8, =—2p, s, =— 3q, s, = 2p*.
Sestavime-li podle Borehardta ,signa‘, obdriime tedy
od,, ¢d,, o4,
+’ — ]
coz podmiitiuje dva kofeny soujemné, jelikoZ tu jedrna znamén-
kovd zména se jevi. Kdyby vSak kodfficient p byl negativni,
vznikla by fada znamének
+1 +a — Pro 4173<2792a
+a _’—, _*‘ pro 4P:‘>27q2,
takze by za prvni podminkou ndsledovalo dvé kofend soujem-
nych, za druhou pak realnost v8ech. Kdyby konetné ve zvlistnim
ptipadé
A, = 4p* — 279* =0,
byl by i pFislugny soutin dle vzorce (7) nullou, coZ poukazuje
ku stejnym kofeniim poctem aspoii 2 a tedy k redlnosti taktéz

viech.
Podobny rozbor provésti moznd s rovnicf stupné Ctvrtého

zt 4 pr* 4 qx +r =0.

Zde obdrz{me podobnym spiisobem

4, =4,
L0, p |
4, =— 14,0, 2p | =— g’ 22 = — 8p,
0,4, 0 4P
17 0’ p’ Q’ r 1 0 p q
0,1, 0 P, q o B
v 0, 2p, 3¢, 4r
43:;41 Os 229: q, 0 :_4 109’ 21q), q ?
. 10, 4, 0, 2p, ¢ 0’ 4. 0 217
IO’ O’ 4? O, 2p ’ ’ ’
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a po dalSfm stupné sniZen{ a upravenf

4, 0, 2p
0, 2p, 3¢
2p, 3¢, 4r

konecné podle tého vzorce (10) napfed

4, — —

3

=4(2p® —8pr+90°);

'1, 0, p, 49 1 O’ 0
0,1, 0, p, g 70 R
0, 1, O, p’ Q’r
0, 0, 11 0? p’ q,f ¢
¢ Oa Zpa 3qa 47‘, 0’0
4,=14, 0, 2p, ¢, 0, 0’0:_4 0, 2 7 0,0
01 41 07 2p= q’ 01 0 ’ ’ ,‘ ’ ,
0, 431 0! 21 Q3 0
0,0, 4 0,2p, ¢, 0 0, 0, 4, 0, 2p, q
0,0, 0, 4, 0, 2p, ¢ PR R

I, 0, p, g7

2p, 3¢, 4r, 0,0| |00 IO
=] 0 2p, B, 4n, 0\ =—170" ) "oy,

4, 0, 2p, ¢, 0 4’ .40, 2[)’ q

0, 4, 0,2p,4¢ oo

anebo po dvojf vyméné Ffadki konelné

4, 0, 2p, q
4= 0, 2p, 3q, 4r
‘7 | 2p, 3g, 4r, O ’

3¢, 4r, pg, 2pr
z tehoZ vytfslenim vyjde zndmy diskriminant
4, = 144pq°r — 128p*r? — 4p3¢® 4 16p*r - 266r° — 27q*.

Jak patrno, jsou tyto determinanty obdobného sloZeni a
stupné, takZe v uréitych ptfpadech snadno se stanovi jich
,Signum* a rozhodne o poltu soujemnych kotfend piislusné
rovnice.

Jest-li na pf.

zt 4 2% 4 22 410 = 0,
bude podle pfedchdzejictho
p=1, ¢g=2, r=10,
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a tedy patrné

N
I
I
o O
oo O

. 6, 40| _
20, o=
920

N

1

|
S
Eowo

k)

takze podle toho snadno sestavime fadu
6d,, ad,, ¢d,, o4,
+1 Ty T +a
obsahujfcf dvé zpaménkové zmény, tedy charakterisujfci dvé

dvojice soujemnych kofend, jeZ podle zndmé methody **) uréf se
pomoci resolventy

w4+ 2u® — 39u — 4 =0,
takze bude, polozime-li

SR U 5 S S
a_2Vu, b= 2~}—-4u+ Vi

B S T
c_——2Vu, d_\/2+4 2V

*) Totéz obdrifme, poéitdme-li podle plvodnich vzorcii; budet tu
=4 =0, s,=—2p, s8,=3q, s, =2p*—4n

a tedy podle zndmého vzorce difve zde u Rehofovskyho vytéeného

4’ 0, - 21) 4’ 0’ 229'
4y=—| 0, —2p, —3¢ =—1 0, 2p, 3¢ |=—168.
— 2p, — 3g, (2p* — 41) | | 2p, 3¢, 4r

*¥) Viz: Kulik ,Lehrbuch der hoheren Arithmetik und Algebra¥. IT. Aufl.
pag. 336.
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dvojice soujemnych kofent jedna

z, = a + bi, x, =a bi
a podobné drubd

x, = ¢ di, z, = ¢ — di,

coz pomoci redlnfho kofene naSi resolventy, vétsiho nezli b,
presnéji moznd vycisliti.

Elementarni odvozeni vzorce pro Kkvadraturu
krivelk »=—=0Caz? pro jakékoliv realné p.
Pfle

Vilém Jung,

professor stdtnf primyslové &koly v Praze.

1. Pro plochu obrazce, omezeného osou usecek, dvéma
potadnicemi a ptislu§nym obloukem ktivky

y = Ca?,
plati pro jakékoliv realné p, vyjimaje hodnotu p = -- 1, vzorec
) i’; : C“"’ZH—" fo+1: LYy — *,Y,
X p+1 p+1
Pro p = —1 platf vzorec
@) P = C [lz, — I, ].

Tento vzorec se obylejué dokazuje elementirné umélym
zplsobem geometrickym pro p =2 (pro parabolu 2. stupné) a
pro jakékoliv celistvé a Fkladné p (paraboly vy3Sich stupiii)
pomoc{ vy38ich fad arithmetickych anebo také zvliStnimi obraty.

Prof. Dr.sGustav Holzmiiller,*) jenz se snaZf odvozovati

*) ,Mechanische Plaudereien,* Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure- 1896, Nro 6., 9.
4Die Ingenieur-Mathematik“ in elementarer Behandlung. Teubner-
Leipzig 1897.
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