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O ZOVSEOBECNENIACH POJMU GRUPY.
STEFAN SCHWARZ, Bratislava.

V poslednych desiatich rokoch sme vo vyvine matematiky svedkami
velmi intenzivnych snéh, ktorych cielom je zovSeobecnit pojem grupy.

Pojem grupy, ktory sa ukédzal byt jednym zo zékladnych matema-
tickych pojmov, vznikol abstrakciou z celkom konkrétnych aritme-
tickych, geometrickych, ba i fyzikdlnych pojmov. Z podobného hladiska
nikaji sa ndm &asto i rozmanité zovieobecnenia pojmu grupy. Okrem
tohto, povedzme kvazi — praktického, hladiska je uz &iste noeticky dole-
7ité a matematicky téelné Studovat, ako sa zmenia vety z klasickej
teérie grip, ak niektory z axiémov vynechdme alebo zmenime. Takto
dostdvame vysledky, ktoré si niekedy podobné zndmym vetdm z teérie
grip; Sasto vety, ktoré st trividlne, ak prejdeme ku grupdm; inokedy
vysledky nemajice analogie v teérii grip.

Systematické Stidium zovSeobecnenych grip zaédina sa okolo roku
1937. Uz predtym (od r. 1928) sa objavovaly tu a tam rozmanité prispev-
ky — boly viak do istej miery ndhodné. Poet vidiich — mensich pric,
uverejnenych na tiito tému, mozno odhadnit na 120—130. Za hlavnych
zakladatelov moZno zhruba oznaéit SUsKEvItA, ORE-A & DUBREILLA.

V tejto predndSke nemdzem prirodzene referovat o obsahu publiko-
vanych prac. Poddm skér len formuldciu niekolkych hlavnych problémov
tohto pracovného useku. Nie je dnes eSte ¢as prorokovat, &i tieto teérie
budd mat ten vyznam vo vyvine matematiky, ako mala a md tedria
grup.

V literatire prejedndvané spdsoby zovieobecnenia grip su velmi
roznorodé. Neexistuje eSte jednotného a teda dost prehladného hladiska.
Nebude preto lén vecou osobnej nedikévnosti, ak sa mi nepodari absol-
vovat vytknuty program k tplnej spokojnosti. I obmedzené miesto
poOsobf prirodzene, Ze vyber problematiky je subjektivne podfarbeny.

- Ako je zndmo, nazyvame grupou neprdzdnu mnoZinu elementov,
medzi ktorymi je definované nésobenie spliiujice tieto axiémy:

A 1. Ku kaZdej dvojici elementov a, b existuje taky jediny element
¢, tea.b=c.

A 2. Plati zdkon asociativny: a(b . ¢) = (a . b)c.

A 3. (Axiém existencie podielu.) Ku kazdej.dvojici a, b existuji
také elementy z, y, Ze rovnice ax = b, ya = b majui jediné rieSenie.l)

Zovseobecnenie pojmu grupy mozno previest jednoducho tak, Ze
niektory z axiémov A 1—A 3 vynechdme alebo nahradime slabsim.

Hlavné v literatire prejedndvané systemy 84 tieto:

a) Grupoid: plati iba axiém A 1 a nié viac.

b) Kwazigrupa: plati A1 a A 3.
c) Pologrupa (semigrupa): plati 1 A a A 2.

1) T\ito formuléciu axidémov volim s ohladom na dalie.

-
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Dalia mo#nost zovieobecnenia je v tom, %e v A 1 vynechdme slové
,,jediny element“ a nahradime ich slovami ,,mnoZina elementov*.
Ak nepridéme Ziadne dal§ie podmienky, dostaneme na]véeobecnejéx
moZny pojem, tzv. multzgmpozd Jeho Specidlnym pnpadom je tzv.
multigrupa. O tom deta,llne] §ie v odstavei IV.

Je prirodzené, Ze sii tym naznadené iba najpodstatnejsie moZnosti
zovieobecnenia. Casto sa ukazuje zaujimavym alebo uZitodnym studovat
napr. pologrupy alebo kvaz1grupy s dalifmi dodatkovymi podmienkami.

Prebereme jednotlivé pojmy tak, ako sme ich citovali za sebou.

I. Grupoidy.

- Grupoidom nazyvame mnoZinu, v ktorej je definované ndsobenie

splnu]ﬁce axiém A 1 a nié viac. (ORE-HausmManx [1]). ’

To je pojem velmi obecny, od ktorého nie je moZno na prvy pohlad
mnoho odakévat. Nie je tomu ale tak.

Moézeme predpokladat, Ze si jasné tieto pojmy: grupoid koneény,
nekonedny, komutativny, nekomutatlvny, podgrupoid (élastoény grue.
p01d) Cayleyho tabulka. Prdve tak moZeme predpokladaﬁ Ze je zndmy
pojem komplexu a poéitanie komplexa.ml ako i pojem izomorfizmu
a homomorfizmu.

Upozornime hned na niektoré drobnosti, ktorymi sa grupoid li§i
od grupy:

a) V grupe (réznej od ]ednotkove]) existuje vZdy vlastnd podgrupa
totiz jednotkovi. Grupo1d nemus{ mat viak vbbec Ziadny vlastny pod-
grupoid, tym menej jednotkovy element.

~-b) Dva vlastné podgrupoxdy daného grupoidu mézu mat prizdny
prénik. (Ak je prenik neprézdny, je sém podgrupoidom).

¢) Nech a je eleméntom grupoidu G. V grupoide je rozdiel medzi

(a a) a (a.a).a. Nemé teda smyslu hovorit o elemente a3, M4 na-

B na]vys smysel hovorit o podgrupoide {a}, ktory pozostéva zo vSetkych

moznych siéinov vzniklych z jediného elementu a. Takyto grupoid sa
“vold eyklicky grupoid vytvoreny elementom a.

1.

Podivajme sa na grupoid G na-chvilku iba ako na mnoZinu. Myslime
si, ze G rozdelime nejakym spbsobom na stdet disjunktnych mnoZin
(tried). Kazdy takyto rozklad R ndm ddva moZnost definovat v G ekvi-
valenciu a to tym, Ze dva elementy nazveme ekvivalentnymi, ak patria
do tej istej triedy. Je zvykom pisat a = b (mod R), ak a, b patria do tej
istej triedy. Takyto rozklad nereSpektujici vzdjomny vztah elementov

mnoZiny G nemdZe ovSem viest k Ziadnemu pre nis zaujimavému vy-
sledku. |
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DusrEiLL [4]?) zaviedol délezity pojem. Rozklad R grupoidu G
budeme volat requldrnymrozkladom, ak plati toto:ked‘elemen‘cy a,b,c,...
st v spoloénej triede 7', potom i elementy ax, bz, cx, ... st opit v akejsi
spolo¢nej triede 7" a prave tak elementy xa, rb ae, ... vnejakej (obecne
inej) triede 7" a to pre kazdé x € G. (Pre rozne x dostdvame prirodzene

.rozne triedy). V Symboloch: rozklad R voldme reguldrnym, ak vztah
a = b (mod R)implikujeax = bz, xe = xb (mod R). Populdrne povedané,
pri takomto rozklade ndsobenie triedu nerozbije, ale iba ako celok vnori
do inej triedy. Tu sa uZ uplatiiuji individudlne vlastnosti grupoidu.

Je zaujimavé, %e skoro véetky dosial v algebre pouZivané rozklady
maju tito vlastnost. U grupy je napr. rozklad do tried podla normélneho

. delitela reguldrnym rozkladom a lahko sa dokéZe, Ze takto dostaneme
kazdy reguldrny rozklad grupy.

Nechajme zatial stranou velmi ddlefitd otdzku, akym spbésobom
moZno na réznych typoch grupoidov realizovat reguldrne rozklady.

Majme grupoid G a na fom reguldrny rozklad. Z regularity plynie:
ak ndsobfm ktorykolvek element triedy 7T, a ktorykolvek element
triedy 7’5, dostanem vZdy element akejsi triedy T',. Teda triedy tvoria
grupoid, ak medzi nimi definujeme nisobenie vztahom: T, @ T = T,
ked v smysle nésobenia komplexov je 7 . Ty CT.. Reguldrny rozklad
umoZiiuje teda definovat obvyklym sposobom faktorovy grupoid G | R,
totiz ako grupoid tried. Takmnier ihned sa dokéze:

Veta o izomorfizme pre grupoidy: a) Faktorovy grupoid G | R je homo-
morfny ku grupoidu G. b) Ak grupoid G’ je hornomorfnym obrazom
grupoidu G, existuje taky reguldrny rozklad grupoidu G, Ze G| R Je
" izomorfné s grupoidom G’.3)

2.

Divajme sa opdf na chvilu na grupoid G iba ako na mnoZinu..
Majme dva rozklady R,, R,. Budeme hovorit, Ze je RB; < R,, ked a =
= b (mod R,) implikuje @ = b (mod R,).

Pre rozklady moino definovat dve opericie a to prenik a siucin.
Prenikom D = R, N R, nazyvdme taky rozklad D, pri ktorom, si dva
elementy ekvivalentné vtedv a len vtedy, ked st ekvivalentné vzhladom
k obidvom rozkladom R, a R,, Prenik D vzdy existuje, pretoze napriklad,
rozklad E, pri ktorom je ka%dy element sdm triedou, splituje vidy B <
< R, E < R,. Stdin dvoch rozkladov R, . R, definujeme takto. Uva-
Zujme vsetky rozklady C, pre ktoré platl R, £ C, R, < €. MnoZina
elementov C je neprizdna, ked7e obsahuje v sebe napr. tzv absolutny

%) Tento pojem pochadza v podstate od ORE-A. (Vid tiez DUBREIL P, D!
BREILL-JACOTIN [1], [2]), BORUVEA [4] a inf.) .

3) Stadi dat do tej 1sbe] triedy vZdy tie elementy, ktoré st ongmélom patn
k tomu istému elementu a’ ¢ G°. .

o7
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rozklad, pri ktorom su vietky elementy.spolu ekvivalentné. Prenik
vietkych rozkladov C horeuvedenej vlastnosti voldme sGéinom R, . R,.

Je zrejmé, %e mnozina vietkych rozkladov tvori sviz. (Pritom sme
sVAzové operdcie préve vymenovali.)

Co je pre nés ddlezité, je, Ze i mnozina vSetkych reguldrnych rozkla-
dov tvori sviiz. Teda i mnoZina vietkych reguldrnymi rozkladmi defino-
vanych faktorovych grupoidov tvori sviz (prifom svizové operdcie
nemusime podrobne vypisovat).

Pre tento sviz moZno odvodit vety o izomorfizme, obzvldst teda
rozéirit na grupoidy i daliie dve vety o izomorfizme znime z tedrie grip.
- Tieto vety majd priliS obecné znenie, preto uptstam od ich formulédcie
(vid napr. Bortvia [4]). Dalej sem mo#no previest rad viet spoéivajicich
vyhradne na vetdch o izomorfizme, teda vety z okruhu viet Jordan- -
Holderovych. Tieto vety st potom uz zrejme podradené obecnej tedrii
svazov, kedZe, okrem predpokladu regularity rozkladu, nikde neuzivame
toho, Ze elementy samotné ako individud tvoria grupoid. :

Tolko o obecnej teérii grupoidov. (DalSia literatira: Bortvka
[1}—([5], Bruck, [4], p. 247—254, OrE [1], RicrarDpson [17], [2]).

II. Kvazigrupy.

Teéria grupoidov sa stane bohatSou, ak pribereme axiéom A 3.
Grupoid, v ktorom sd splnené axiémy A 1 a A 3, vol4 sa kvazigrupou.

Objavuji sa isté podobnrosti s grupami: :

a) ZjednoznaénostirieSeniarovnic az = b, ya == b vyplyva platnost
,,pravidla o krateni*. V Cayley-ho tabulke sa to prejavitym, Ze v kazdom
riadku a kazdom stipei st zastipené vietky elementy.

b) Kazdy podgrupoid koneénej kvazigrupy je kvazigrupa.4)

1.

Keby sme pre kvazigrupu Q pripustili platnost asociativneho
zdkona, dostali by sme grupu. Ak nechceme mat (z nd§ho hladiska) tri-
vidlne vysledky, nesmi byt vSetky trojice asociativne. '

Prvi prirodzend otizka je tAto. Nazvime element « ¢ Q asociativ-
nym, ak pre vietky dvojice z, y € Q je z(xy) = (xx)y. Co vieme povedat
o mnozine A asociativnyeh elementov? Odpoved (GarrisoN[1]): MnoZina
A je neprédzdna vtedy a len vtedy, ak Q obsahuje obojstranny jednotkovy
elemente. MnoZina A je potom grupou aeje jej jednotkovym elementom?).

4) Neplati to samozrejme pro nekoneéné kvazigrupy, lebo podobna veta ne-
plati ani'pre nekoneéné grupy.
: 5) Ked obecny grupoid mé obojstranny jednotkovy element, mé taky len
jediny. Pravych (alebo l'avych) jednotiek mdZe mat grupoid (§pecidlne tie? kvazi-
. grupa alebo pologrupa) i nekoneéne mnoho.
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Podobne: mnoZina A, tych elementov a, ktoré spliiujd (wy)a =
== 2(yx) pre kazdé z, ¥ € Q, tvort grupu. Této grupa je neprazdna vtedy
a len vtedy, ak existuje v Q prava ]ednotka e,. Toto ¢, je potom jednot-
kovym elementom grupy 4,°%).

2.

Zacénime sledovat ako daleko siahaju analogie s tebriou grip.

Nech Q, Q' st dve kvazigrupy. Nech Q' C Q. Z axiému A 3 je

jasné, Ze. vidy mozno pisat (s vhodne volenymi o, 8, , .- .)
Q=Qu+QB+Qy+... (1)
Takyto rozklad budeme volat rozkladom v triedy mod Q’, ak

a) mnoziny Q'wx, Q'f, ... st disjunktné, - -

b) kazdy element ¢ Q% vytvoruje Q'x, t. j. Q% = Q'(¢'%), pre
kazdé ¢’ € Q'. ‘

Vo vieobecnosti nemusi byt splnené ani a) ani b). Pytajme sa, aké
musi byt Q, aby bol mozny rozklad v triedy mod Q’ pre kaZzdi &iastodnd
kvazigrupu Q' kvazigrupy Q. Odpoved (Ore-Hausmany [1]): Nutnd
a dostadujtica podmienka pre to, aby to bolo moZné, je: kazdé tri ele-
menty a, b, ¢ ¢ Q spliiuji vztah a . (bc) = « . ¢, kde je x € {a, b}.7)8)

" Této zoslabend forma asociativneho zdkona je typickou ukéazkou,
ako moZno v kvazigrupich obnovit platnost zndmych viet z tedrie grap.
Rozne formy zoslabeného asociativneho zdkona majti oviem rdzny dosah
a takto mozno Studovat i akisi , hierarchiu dosahu‘‘ réznych néhrazok
asociativneho zékona (OrE-Hausmany [1], SUSKEVIC [5]).

V téorii grip hrd rozhodujicu tlohu pojem normdlneho delitela.
Pokisime sa tento pojem previest do tedrie kvazigrip. Poznamena]me _
ihned, Ze toto je naydolezzte7§z problém o kvazigrupach, ktorému je veno-
vanych mnoho pric. (AuBErT [1], [2], BaEr [3], [4], BatEs [1], [2],
. BaTES-K10kMEISTER [1], BRUCK [1], GARRISON [1], [2], K1oRMEISTER [1],
Suivey [1], ZELINsKY [1]).

Ponika sa ndm definicia: N je normadlne, ak plati aN = Na pre
kazdé a e Q. Tato definicia je nevhodné Iebo i ked ex1stu]e rozklad
v triedy

Q‘=Na+Nb+Nc+...
(2 na to je treba istych slabych foriem asoc. zdkona), nemusia tieto
triedy tvorit ani grupoid, tym menej kvazigrupu. Teda by sa stratily
najzékladnejSie vlastnosti tohto pojmu. Okrem toho chceme vybudovat

8) BRUCK [4] uvazuje i v obecnom grupoide mnoziny podobnych typov, kto-
ré nazyva asocidtormi.

7) To znamen4: patri do grupoidu vytvoreného elementami a, b.

8) Ked pre koneéné Q, Q’ moino pisat rozklad tvaru (1) spliujici podmienku
a), plati zrejme i Lagrangeova veta: rad Q’ deli rad Q (Toto neplatf ale uz napr.
pre pologrupy. ) )
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tedriu normality o moZno obeenych kvazigrip, v ktorgyeh nebudeme
predpokladat platnost Ziadnej formy asociativneho zdkona.

Pontika sa ndm — ako vychodisko — pojem homomorfizmu.
U grip — ako vieme — kazdd normdlna podgrupa indukuje isty homo-
morfizmus (totiz na faktorovd grupu); anaopak, kazdy homomorfizmus
mozno dostat takymto sposoboni.

PodwaJme sa najprv trosku ako vypada homomorfny obmz kvazi-
grupy Q. Je nim grupoid Q’, v ktorom majd rovnice o’z = b’, ya' = b’
riefenie. KedZe tieto rovnice nemusia mat jediné rieSenie, nemusi byt
Q’ obecne kvazigrupa.®)

Majme teraz ale kvamgrupu Q, ktord je homomorfne zobrazena
na nejakt kvazigrupu Q’. Nech je a’ ¢ Q. Nech A je stihrnom origindlov
patri&cich ka'. Per analogiam s teériou gr Gp sme vedeni k tejto definicii:
ak mnoZina A je sama kvaz1grupou nazvime ju normélnym delitelom.
kvazigrupy Q. Teda N je normalnym delitelom v Q, ak existuje taky
homomorfizmus Q — Q’, Ze N md za svoj obraz jediny element kvazi-
grupy Q’. (Podla takéhoto N mo#no tvorit triedy a tieto tvoria grupoid,
ktory je kvazigrupou.)

Je tu vSak velkd nevyhoda proti tedrii grip. Homomorfizmy anorm.
delitelia si neodpovedaji vzadjomne jedno-jednoznaéne. Kazdym homomor-
fizmom nemusi byt definovany nejaky normdlny delitel a na druhej
strane moze jeden homomorfizmus definovat i viac normdalnych delitelov.

Tieto tazkosti odpadnd v jednom velmi délezitom pripade, totiz
u kvazigrip magicich jednotkovy element. To je tak délezity pripad kva-
zigrap, ze dostal v anglosaskej literatire zvldstny ndzov: loop.

Nech Q je kvazigrupa s jednotkou, ktord je homomorfne zobrazend
na nejaki kvazigrupu Q’.1%) MnoZinu N vietkych elementov e Q, ktorych
obrazom je €' (jednotkovy element Q’), nazvime jadrom daného homo-
morfizmu. Potom plati tdto veta: A

a) Faktorovy grupoid Q | N je kvazigrupa izomorfn4 s kvazigrupou
Q’. (Pritom faktorovy grup01d tvorime obvyklym spdsobom pomocou
tried.) '

b) Kazdy homomorfizmus kvazigrupy Q s jednotkou na nejaki
kvazigrupu Q' dostaneme tymto spésobom. .

Defmu]eme teda: N je normalnym delitelom kvaz1grupy s jednot-
kou Q, ked je Jadrom akéhosi homomorfizmu Q - Q’. Homomorfizmy
a normdlni delitelia si odpovedalil jedno—jednoznaéne. 11) 12)

#) Je to ale napr. iste kvazigrupa, ak Q’ je koneéné.

10) Kvazigrupa Q' mé potom samozrejme tiez jednotku: Mozno sostrojit
i kvazigrupu § jednotkou, ktorej homomorfnym obrazom nie je kvazigrupa (BATES-
KIOKMEISTER [1]). :

11) Normélny delitel kvazigrupy s ]ednotkou sa dé& definovat i inak. Napr.
touto rovnocennou definiciou. Je to mnozina N, ktord spliiuje pre kazdé z,YeQ
vztahy 2(yN) = (zy)N = (Nz)y.

. %) Z tychto vyvodov _]e vidiet, e existencia jednotky narobi v kva.z1grupe

podstatné zmeny. Je tomu prave naopak ako u pologrip, kde existencia jednotko-
vého elementu nie je pre va¢sinu tiivah podstatna (naopak, je skor ,,8kodliva ).
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Tedria kvazigrip s jednotkou je neoby¢ajne. podobnd tedrii grip.
Plati totiz veta. Mnozina normélnych delitelov kvazigrupy s jednotkou
tvori moduldrny svéz (s obvyklymi svizovymi operdciami). Z toho plynie,
Ze pre normdlnych delitelov platia vety o izomorfizme a vety Jordan-
Holderove i v Zassenhausovom zov§eobecnenti, ktoré sa dokdZzu pouZitim
Ore-ho postupu platného pre Tubovolné ¢iastoéne usporiadané mnoziny.

Tedriu normality mozno vybudovat i pre kvazigrupy bez jednotko-
vého elementu. Vysledky v8ak nie st uz tak prehladne (Garrisox [1],
[2]; K10RMEISTER [1]). :

4.

Prv ako skondime o kvazigrupadch, spomenme e$te aspon, aké
dal§ie problémy st uZ Siastodne rozrieSené.

Je to napr. tedria abelovych kvazigrap, tedria konednych kvazi-
grip, rozne typy Specidlnych kvazigrap (vid hiavne Bruck [4]). Ponika
sa tedria jednoduchych kvazigrip, §pecidlne kvazigrip s jednotkou
(AuBeRT [2], BRUCK [3]). Tak budeme nazyvat kvazigrupu, ktord ne-
obsahuje vlastni &iastoénu kvazigrupu (okrem e). Z tohto oboru aspon
jeden maly vysledok. D4 sa dok4zat na priklade, e pre kazdé konedné
n % 4 existujd jednoduché. kvazigrupy s jednotkou. To je vysledok
iste pozoruhodny, ak ho konfrontujeme s problémom ]ednoduchych
griip. Tychto je — ako vieme — pomerne ,,mdlo*.1%)

Avserr ([1], [2]) zaviedol dolezity pojem izofopie. Tento pojem
zovieobeciiuje pojem izomorfie a umoZfiuje z jednotného hladiska
dokdzat. cely rad réznorodych viet nielen o kvazigrupéch ale i o neaso-
matlvnych systémoch vdbec. Nedostatok mlesta mi brani zaoberat
sa nim blizgie.

ITI: Pologrupy.

) Pologfﬁpqu nazyvame grupoid, v ktorom je splneny axiém A 2.

Viimnime si najprv, v éom sa pologrupa podobd grupe. '

a). Kedze a(bc) = (ab)e, md smysel hovorit o mocnindch a?,.a?, a4, ...
. =-b) K_azdy podgrupoid pologrupy je sdm pologrupou. Napr. vietky
mocniny elementu a tvoria tzv. cyklick% pologrupu {a}.

¢) Kazdd konednd pologrupa radu = je izomorfnd s pologrupou

1,2 ... :
,,Substxtucn typu(z ; ’?) Tieto sa li$ia od zndmych permutdcii
LR b y bn .

tvm fev ,menovateli‘ Vystupujl’lce ¢isla 4y,.45, <. ., 7, U sice z mnoziny
1,2,...n, niektoré viak mozu chybat, iné yystupovat viackrét.!¢)

., . 18) Ostatne dé sa dokazat celkom elementdrne, Ze vietky kvazigrupy s jednot-
kou radu < 4 st grupy.

*. M) Pritom je nasobenie dennov ané ako u permutécii a dokaz plynie z Cayley-ho
tabulky ako u grup. To sa d4 rozsirit i na pologrupy 0 spoa‘itatel’ne mnoho elemeu |
tami (bl‘sKEVI(“ m [31, (41, [6). [12). . \
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Podivajme sa teraz, v om sa odlisuje pologrupa od grupy.

a) Pologrupa mdze mat viac alebo i nekoneéne mnoho tzv. idem-
potentnych elementov (t. j. elementov, pre ktoré plati e? = ¢). Napr. Tavé
(pravé) jednotky sd takeé. Ale 1dempotent nemusf byt jednotkou.

b) Pologrupa P mbZe, ale nemusi mat tzv. nulovy element, t. j.
element z, pre ktory plati az = 2a = 2z pre kaZdé @ ¢ P. Ak existuje,
je len jediny. :

¢) Dve tiastodné pologrupy mdzu mat prazdny prenik. (Ak je ne-
prazdny, je to oviem pologrupa). .

d) V pologrupe nemusi platit ,,pravidlo o krdteni* (t. j. ax = bz
neimplikuje obecne ¢ = b).

e) VSimnime si koneéne cyklickej pologrupy

{a, a? a3, ...}.

'V tejto pologrupe st bud vietky elementy navzijom rdzne, alebo existuja
dve celé é&isla 0 < m < n, Ze je a™ = a". VoIme za n najmensie takéto
mozné éislo. Elementy sa potom opakujt v tomto poradi

a,a% ..ot e, et e, e (2)

Hovorime, Ze @ je konedného radu a &islo m — 1 voldme dlzkou pred-
peribdy. Existencia predperiédy je niedo, o u grip nie je mozné.

1.

Polozme si tato otdzku: Mdze mat pologrupa P &iastoénd pologrupu,
ktord je sama grupou ?15) '

- Odpoved je lahkd. — K tomu je nutné a staéi, aby v P existovaly
idempotentné elementy. Kazdy idempotent e je sdm — i ked trividlnym
sposobom — grupou. Budd nds zrejme zaujimat maximdlne grupy. 16)
Pahko nahliadneme: ku kazdému idempotentu e existuje ]edmé maxi-
maélna grupa G,, ktord mé ¢ za jednotkovy element.

Idempotenty — a teda grupy — existuji napr. vidy, ked polo-
grupa mé nejaky element koneéného radu. Je totiz skoro bezprostredne
vidiet, Ze v postupnosti (2) tvoria elementy a™, a™+1, ..., a*— cyklickd
grupu, ktorej jednotkovym elementom je idempotent a?—2.

Vynorujt sa dve otdzky: (CLierorD [4], ScEwazz [1], Poork (1]).

a) Kedy st maximélne grupy disjunktné? To nastane napr., ked
kazdy element pologrupy P je koneéného radu.l?)

b) Kedy sthrn maximglnych grip vyderps celé P1 Na to je opit

18) Slab%ou formou tohto problému je napr., & — a kedy — mo#no najst
¢iastoéné systémy, v ktoryeh plati »pravidlo o krateni®.

18) T. j. také, ktoré nie st vlastnou &astou nejakej inej grupy z P. Ak v P
existuje nulovy element z, jo tento sdm o sebe maximalnou grupou.

17) Bpeciélne tedy napr. v koneénej pologrupe
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jednoduchd odpoved, ak kazdé element e P je koneéného radu. Potom
to nastane vtedy a len vtedy, ked Ziadny element nemd predperiody.

Pologrupy, ktoré si sudtom disjunkinych grip, hraju v tedrii polo-
griip, ako uvidime, fundamentdlnu dlohu.

2
V teérii pologrip pristupuje novy faktor, ktory v grupdch ani
_ v kvazigrupich nem4 analogie — totiZ pojem idedlw.

' Mnozinu I nazyvame lavym idedlom z P, ak plati PI CI. Podobne
" sa definuje pravy a obojstranny ideél.

Kazdy idedl je &iastodnou pologrupou z P. (P a z — ak existuje — st
obojstranné idedly.) Prenik dvoch idedlov (ak je nepriazdny) a spojova
mnozina dvoch idedlov je opit idesl.

Z teorie hyperkomplexnych &isel je znidme, aka ddlezita tlohu hraja
idedly pre vySetrenie ich §truktury. Je preto prirodzené, Ze sa pokisime
— a to s ispechom — preniest odtial niektoré pojmy do tedrie pologrip.

Prvym takym pojmom je pojem minimdlneho idedlu. Hovorime,
ze | je minimdlny lavy idedl, ak neexistuje taky lavy idedl I', Ze je
I' C1.Podobne sa definuje minimédlny pravy a min. obojstranny ide4l.18)
Lahko sa dokize: a) Kazdé minimélne lavé (pravé) idedly si disjunktné.
b) Ak existuje obojstranny min. idedl, existuje taky len jediny.1?)

O struktare min. Tavych (pravych) idedlov moZno povedat toto.
Minimdlny lavy idedl I je pologrupa, v ktorej méa rovnica xa = b vidy
rieSenie. Vtedy a len vtedy, ked m4é I aspoil jeden idempotent, je toto
rieSenie jednoznaéné. Potom je | stidtom dxs]unktnvch grip. (CrLiFFORD
[1], [6], ScEwARzZ [1]).20) 21)

Pytajme sa, aky je suv1s medzi minimalnymi Iavynu 1dea1nu a mini-
‘malnym obolstra.nnym idedlom n. ) N

V pologrupéch, ktoré maji nulovy element, Je takto kladend otdzka
nezaujimavé. Predpokladajme preto na chvilku, Ze P nemd nulovy ele-
ment.

a) Predpokladajme najprv, ze P m4 aspon jeden min. lavy idesl I,
Potom sa ukdZe: kaZdy min. Iavy idedl sa dé pisat v tvare I, =1.

(s vhodne zvolenym @) a n je sattom vSetkych mlmmalnych Iavych
idedlov: n = ZI,,

18) V kazdej pologrupe nemusé existorut min. ideal. Napr. pologrupa rac.
celych &isel s obvyklou definiciou ndsobenia nemé zrejme min. ideal. V postupnosti
idedlov{l, 2, 3,...} > {2,4,6,...} > {4, 8, 12, ...} > neexistuje z1adny minimélny.
Kedykol'vek hovorxme o'min. 1deé,le, predpokladéme sa,mozreJme, ze taky existuje.

19) Ked P mé nulovy element z, je nim zrejme {z}.

20) Podobne to plati oviem pre min. pravé ide4ly.

21) Pologrupg, v ktorej mé kaZdé rovnica za = b jediné rieSenie, nazyva sa
Pavostrannou grupou. Také je vidy sﬂétom disjunktnych grip (CLIFFORD [l],
Suskevit [3]).
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b) Predpokladajme naviac, e P m4 aspon jeden min. lavy idedl |
a agpoll jeden minimdlny pravy idedl r. Potom moino pisat

anI,,, n——zrb
= Nn° = Zra Z‘b = z (re- S 2(re N ) = Zgub-

Dé sa ukdzat 1. g, + 0 je grupa, 2. v napisanom rozklade su vietky
séitance disjunktné. Teda i n je siétom disjunktnych grap. (CLiFrorD [6]).

c¢) Podobnd veta sa dd dokizat i za inych podmienok. Ak napr.
kazdy element je koneéného radu, staéi ziadat iba existenciu aspor
jednoho min. lavého idedlu. Potom, nielen Ze n je saétom disjunktnyeh
grip, ale dokonca st vietky grupy ge izomorfné (Scawarz [1]).

Ak existuje jediny min. pravy a jediny min. lavy idedl (ako je tomu
napr. u komutativnych pologrip) je n grupou.

Pologrupy, ktoré maji takd Struktdru, ako min. oboj s‘uranny idedl n
z odstavea b), nazvime SuSkevicovho typu. DoleZité je, Ze o takychto
pologrupdch mo?no ziskat dplny prehf ad. Ako, to siteraz kratko Vvloznne
(RFDs [11, 2.

; Ma,gme Tubovolnid grupu G a pridajme k nej nulovy element 0. So-
strojme si vietky také L. K, matice, ktorych elementami si prvky zG +0
a ktoré majt iba na jedinom mieste element r6zny od nuly. Matica, ktors
m4 element a € G na mieste 4, k& nech je (a)y. Tito mnoZinu matic urobim
pologrupou tym, ze definujem medzi nimi ndsobenie © takto. Vezmem
si ete pevni K . L maticu M = (p;), ktorej elementami st opéat prvky
z G vietky + 0. Potom nech je

@i © B)in = @it M . (Bia = (@Pib)ims

kde napravo je obyéajné nisobenie matic.

D4 sa dokédzat, Ze takto vznikla pologrupa je Suikevidovho typu.
Naopak (a to je dole*zteysze‘) kazds pologrupa P Suikevidovho typu
je izomorfna s akousi pologrupou matic vytvorenych takymto spdsobom.
(Pritom za grupu G staéi vziat grupu ePe, kde ¢ je Tubovolny idempotent.)

‘Podla analogie s tedriou hyperkomplexnych ¢&sel nazyvame po-
logrupu jednoduchou, ak neobsahuje vlastny obojstranny idedl s vynim-
kou mozného nulového elementu. Z prive dokdzaného plynie: Ovladdame
dokonale Struktiru jednoduchych pologrip bez mulového elementu, ktoré
maqu aspofi jeden minimalny lavy a pravy idedl.

_Podobne mozno ovladdnut pomocou matic a horeuvedeneJ konstruk
cie i $irfiu triedu pologrip, majtcich popripade i nulovy element, tzv.
kompleine jednoduché pologrupy. (Nafa pologrupa Suskevi€ovho typu
je spema].n}m pripadom kompletne jednoduchych pologrup ) (Crrrrorn
(41, (5], [6]; REE% (11, [2]; Srorry, [1]). ‘
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3.

Naznatime eSte niekolko dalsich problémov z tedrie pologrip.

Pre celd algebru délezitou otdzkou je problém wnorenia pologrupy
do grupy.

Je dand pologrupa P. Pytame sa: existuje grupa G, ktord by obsa-
hovala pologrupu P” izomorfni s nafou pologrupou P? Kritko: existuje
grupa G, do ktorej mozno vnorit nasu pologrupu P?

Aby to bolo mo#no, musf oviem v P platit ,,pravidlo o krateni
zprava i zlava®, t. j. Lazdy zo vztahov ax = bz, ya = yb implikuje
a="0.

Marcev ([1], [2], [3]) ukdzal uz v roku 1936, Ze tdto podmienka nie
je postaéujtca. V roku 1940 udal nutné a postadujice podmienky, kedy
to je mozné. Tieto maju takyto tvar: isté retazce rovnic implikuji
platnost daliich rovnic. A takych implikdcii je nekoneéne mnoho. To
je velmi komplikované. Je preto zaujimavé najst aspon, o mozno obecné,
postadujice podmienky. T¥m sa podrobne zaoberal P. DuBreILL [3], [4]
(vid dalej M. L. DuBrEILL-JAcoTIN [1], VANDIVER [1]). Napr. sa lahko
ukéZe, e pologrupa P, pre ktord platia nasledujice dve podmienky,

-sa d4 vnorit do grupy. 1. Plati ,,pravidlo o kriteni‘. 2. Ku kaZdym dvom
elementom @, b existuji dva také iné elementy x, y, Ze ax = by (t. j.
kazdé dva elementy majd spoloény nasobok).2?)

~ Postup dékazu je celkom elementérny a analogicky znidmej metdde
zavedenia rac. ¢isel pomocou dvojic celych &isel. Lahko sa dokédze, Ze

_ takto sostrojend grupa je najmensou grupou majicou Ziadand vlastnost.

Problém vnorenia nie je moZno ani po- Malcevovych ‘vysledkoch
povaZovat prirodzene efte za rozrieSeny.

L4

Inym dblezitym problémom je otdzka normalnych delitel’ov, homo-
morfizmov a faktorovej pologrupy danej pologrupy.

Tymito otdzkami sa zaoberal opéit velmi podrobne DusreiLL ([2],
[4]). Budem ale radsej referovat o metdde LIAP]N’A [4], ktord sa mi zd4
byt priamejsia.

Nemd smyslu opét definovat normalneho delitela N _bomocou.
vztahu aN = Na. Podéme Liapinovu definiciu, ktord umozhuje ho-
momorfné zobrazenie pologrupy na pologrupu.

Nech P m4 jednotkovy element. Ciastotnd poloarupu N. budeme
nazyvat normélnou v P, ak platf toto: aNb C N plam vtedy a len vtedy,
kecT plati ub e N'(a to'pre kazdé a, b e P).23),

22) Specwlnym pripadom takjrchto polograp st komutativne pologrupy,

ktoré sa teda vidy daju vnorit do grupy. [Uvedené veta pochadza v podstate od

ORE-A).
3) T.j.uba aNb bud suéasne patrm alebo ncpatua do N.
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Ak P je grupou, je kazdd mnoZina tejto vlastnosti normilnou
podgrupou a naopak. :

Plati:

a) Nech P je homomorine zobrazené na nejaky pologrupu P’.

Potom jadro homomorfizmu®%) je normilnym delitelom polo-
grupy P.

b) Naopak: Nech N je Iubovolny normélny delitel pologrupy P.
Potom exntuje homomorfizmus ' pologrupy P na akisi pologrupu P’
a to taky, Ze N je presne jadrom homomorfizmu 2.

Toto druhé tvrdenie -dokdzeme tak, Ze si sostrojime priamo fakto-
rovi pologrupu P | N. Tito nevytvoria ale triedy tvaru N . a! Zavedieme
si ekvivalenciu takto. Budeme pisat x = y (mod N), ak existuju také
elementy x, 25, 41, ¥, € P, M, Ny € N, Ze & = 225, y = y1Yp, TyMT, =
= ¥,N,Y,. Lahko sa dokaze Ze tato ekvivalencia definuje reguldrny roz-
klad v triedy, pri¢om je N samo triedou. Vo faktorovej pologrupe P IN
je N jednotkovym elementom.

DR

Posledny problém, ktory tu spomenieme, je aritmetika pologrip.

V pologrupe mozno definovat delitelnost, jednotky, nerozloz1te1ny
element, atd., podobne ako v elementarnej teérii &sel. Nemoze byﬁ oviem
vo Vseobecnostl redi o jednoznaénosti rozkladu elementu v stéin nerozlo-
ziteInych elementov. Problémom je, aké vlastnosti musi spliiovat polo-
grupa, aby takyto rozklad bol jednoznadény. Inak tiez: aké musi mat
vlastnosti pologrupa, aby sa dala vnorit do pologrupy, v ktorej je tato
podmienka splnend. To je v podstate t4 istd otdzka ako v algebraickej
tedrii éisel, kde zavedenim idedinych elementov vynttime jednoznaénost
rozkladu. Tam postupujeme tak, Ze pologrupu hlavnych idedlov oboru
integrity celych ¢&isel vnorime do pologrupy vietkych idedlov. I v Dede-
kindovej teérii tvoria idedly iba pologrupu a nie okruh (daju sa ndsobit,
ale nie s¢itat). Z toho sa d4 sudit, Ze docielenie jednoznaénosti je problém
multiplikativny a idedly ddvaji kIGé k rozrieSeniu tejto otdzky.

Skutoéne sa podarilo vhodnym roz$irenim pojmu idedl?) dosiahnit
velmi dobrej analogie s tedriou celych &isel a idedlov algebraickych
diselnych telies. (ArNorD [1], CrirrorDp [2], [3], LorENzEN.[1]). Napr.
sa podarilo udat pomocou idedlov kritéria, za ktorych plati v pologrupe
veta o jednoznalnosti rozkladu v s@éin nerozloZitelnych elementov.
Podarilo sa to dokonca &astodne i pre nekomutativne pologrupy.
(Kawapa-Korrt [1])

#) T. j. mnoZina elementov, kterych obrazom je jednotkovy element e’ ¢ P’.
25) Rozdirenie, ktoré v sebe obsahuje dedekmdovské idealy ako Specidlny
pripad.
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IV. Multigrupy.

Prenikavé zovSeobecnie pojmu grupy dostaneme takto.

Nech M je mno¥ina, v ktorej je definované nisobenie. Nechajme
padnit axién1' A 1 a nahrad’me ho axiémom:

B 1. Stéin dvoch elementov mnoZiny M je podmnoZina z M:
N a.b={cq, Cy €5, ...}

Mnotzina, ktora spliuje axiém B 1 a nié viac, sa vold multigrupoidom.

Multigrupou nazyvame multigrupoid, v ktorom sd nadto splnené
tiety dva dalSie axiémy:

-B 2. Zékon asociativny: a(bc) (ab)c.

B 3. (Axiém existencie podielu.) Ku kaZzdym dvom elementom a, b
existujd dva také elementy x, y, Ze plati

ax Db, yadb..

Vznik tohto pojmu (M ARTY [1]) sa datuje z tohto jednoduchého
prikladu. Nech
G H+Ha‘+ Hb—]'—...

je rozklad ne]akeJ grupy G modu]o H v pravé triedy. qu’oem tried tvori
multigrupu, ak siéinom tried

Ha . Hb = {Hc,, Hc,, He,, ...},

rozumieme td mnozmu tmed Hc;, ktoré obsahu]u elementy sdéinu z lavej
strany?2S.)

V multigrupach mozno zaviest rad obvyklych pojmov (Org-DRESHER
[1]). Tak napr. element e voldme Iavou-(pravou) 7ednotlcou ak pla,tl
eada (ae D a). Jednotkou voldme element, pre ktory su splnené sicasne
oba ‘tieto vztahy. Absoliinou 7ednotkou volame element, ktory splnu]e
dokonca ae = ea == a (pre kazdé a e M). .

Prvy napadny rozdiel voéi grupam je, Ze multlgrupa nemusi mat
vObec Ziadnu jednotku Ziadneho druhu, alebo kaZdy jej element mébze
« byt jednotkou uréitdho druhu.

1.
Aké vety platia pre wmultigrupy? Odpoved na tito otdzku osvetli

dosah axiéomu A l. Je prekvapujtce, Ze analogle 8 teonou grip s
pomerne dost dalekosiahle.

Prv4 celkom jednoduché otézka je tdto. Nazvime element o ska-
larnym, ked pre kaidé xze M sa suémy Z.x, x .z rovnaji jedinému
elementu z M. Co mo¥no povedat o mnozine skalarnych elementov?

26) Ak H je normélnym delitelom G, méme oviem grupu.
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Lahko sa dokdZe: nutnd a postadujica podmienka pre to, aby
cxistovaly skaldrne velidiny, je: existuje absoliitna jednotka e. MnoZina
vSetkych skaldrnych elementov tvori potom grupu, ktord méd e za
jednotkavy element.??) (ORE-DRESHER [17).

2.
Ind dolezitejsia otdzka je tdto. Nech N je &iastoénou multlgrupou
multigrupy M. Kedy je mozny rozklad tvaru

M = Na -+ Nb+ Nc+...2 B

K tomuto tdelu je vyhodné zaviest tento pojem. Ciastoénd multigrupu N
nazyvame zprava reverzibilnou v M, ak vztah a, Ca,n’, n' € N implikuje
as Can”, n" € N (pre kazdé a,, a, e M).

Potom sa lahko dokdZe: Rozklad v disjunktné triedy tvaru (3)
existuje vtedy a len vtedy, ked N je reverzibilné v M. Potom naviac
kazdy element triedy Na vyﬁvoruje triedu Na. Jedna z tried v (3) je N
samotné. V rozklade (3) mozZno povaZovat triedy za elementy novej
multigrupy M l N, tzv. lavej faktorovej multigrupy. Pritom je ndsobenie
defmovane obvyklym spésobom, totiZ (v Iahko pochopiteInej sym bohke)

Na . Nb = {Ncl, Ne,, ...}.

Je to naozaj multigrupa a nie iba multigrupoid.

Je-celkom prirodzenym pokusit sa o definiciu normdlneho delitela.
Analogia sitedriou grip:je tak silnd, Ze sa tentoraz hodi definicia: N
voldme nexmilnym delitelom multigrupy M, ak pre kazdé a ¢ M platl
aN = Na.

Ak N je normadlne a reverzibilné, je Tavé a prava faktorova, multi-
grupa totoZna.

_ \Ia]me multigrupu, ktord mé nejakd jednotku (napr Tavu alebo
pravi jednotku). Uvarujme mnozinu vietkych normélnych a sidasnes
reverzibilnych é&iastoénych multigrip. Tieto tvoria svdz, pridon svizo-
vymi operdciami rozumieme tvorenie preniku a spojovej mnozZiny. Tento
svdz je dokonca moduldrny. Teda moZno dokazat vety o izomorfizme
a.napr. Jordan-Hdolderovu vetu, ktord mé toto znenie. Retazec multi-
grip .
ADAD...DA, =B,

volame kempoziénym, ak kazdé A; je normélne a reverzibilné v predos-
1om Potom plati: kazdé dva maximélne kompoziéné retazce medzi A

27) Tato vetu mo#no postavit napr. po bok vete o asocmtlvny ch elementoch-
v kvazigrupe, alebo vetédm o grupéch v pologrupe. S
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a B madu rovnaki dizku a faktorové multigrupy st (v istom pomdx)
navzdjom izomorfné.

Tieto a $pecidlnejsie vety nasly rad aplikdcii napriklad v algebraicke]
tedrii disel (Kmasxer [1]—[5]), ale i v inych partxach matematlkv
(PrENOvVITZ [11—(2]). Sd vSak uz prili§ &pecidlne, neZ aby sme sa tu
s nimi mohli zaoberat. )
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E3
Summary. — Vytah.
On various generalizations of the notion of a group.
STEFAN SCHWARZ, Bratislava.

The preceding paper is of expository type. The author gives a survey
of various generalizations of the notion of a group.

He deals with grupoids, quasigroups, semigroups and multigroups
as they have been developed in the last ten years by a number of mathe-
maticians mentioned in the bibliography.
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