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7. Zvolime-li pevnou K,, nechdme v3ak K probihati cely
svazek (a,a,b,b,), je S, také pevna a S probihd svazek. Kazdd
S prochdzi totiz bodem ¢ majic v ném pevnou tetnu ce, ; mimo
to prochdzi body a,, b,, v némz je kazdd kuzelosetka svazku
“profata paprskem a,b,. Svazek kuZelosetek S, maje s S, spo-
letny pevny bod ¢ a v ném tefnu, protind S, v involuci. Tato
involuce bodovd je promitdina z bodu ¢ involuci paprskovou;
i doplnime hoteji vétu v ten smysl, Ze spojuice obou drojic
priseki tvori zase dvojici involuce paprskové.

Dvojné paprsky této involuce snadno nalezneme. K svazku
kuzelosetek K ndlezi také oba zvrhlé elementy a,b,, a,b,;
a,b,, a,b,. Kazdy z nich md s K, spoletné dvé dvojice bodi
splyvajicich; paprsky, které je spojuji s bodem ¢, jsou tedy dvojné

paprsky zmfinéné involuce.

Je ostatné patrno, Ze tato involuce je projektivnd se
svazkem kuZeloseéek A'; z toho plyne, Ze lze najiti praseky K,
a K konstrukcemi kyadratickymi. Pfi dané K, jsou dvojné ele-
menty ihned zndmy; zdroveil vime, které dvojice involuce jsou
ptidruzeny zvrhlym elementim svazku kuZelosetek K. Pro
urtitou K lze tedy nalézti dvojici involuce ji piislu$nou a tim
jeji -priseky s K, dvéma kvadratickymi konstrukcemi.

0 uziti nauky o fankeich elliptickych na odvozeni
Dirichletovych vysledkt pro pocet tiid forem
kvadratickych zdporného diskriminantu.
Napsal K. Petr.

. V ndsledujicim hodldm ukdzati, jak z rozvoji pro funkce
elliptické 1lze ziskati zpisobem velice jednoduchym vysledky
Dirichletovy tykajici se pottu forem kvadratickjch zdporného

diskriminantu, Pokud mi zndmo, jest tato cesta v tomto problému
témét nepouzitd, atkoliv jednotlivi badatelé a to zvldsté jiz Di-
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richlet sdm, pak Kronecker a H. Weber*) odvodili takové
vztahy mezi formami kvadratickymi a funkcemi elliptickymi, ze
- jenom velmi mdlo bylo zapotiebi problém, o ktery prdvé bézi,
roztesiti. Pouze Poincaré **) podal v posledni dobé takové od-
vozeni vysledkd Dirichletovych, Ze lze je snadno upraviti jako
uziti funkei elliptickych; aviak poddvd je opiraje se o methodu
Dirichletovu, jez hlavné v tom spocivd, Ze se vySetfuje frada
konvergentni v okoli bodu, v némz pfestivd konvergovati. Di-
richlet v té pii¢iné zabyval se s fadou

.y 1

=y (aa® - bzy + cy®)+¢
v okoli bodu ¢ = 0 pfi ¢ >~ 0; Poincaré pak misto této rady
s fadou

Ny qaz2 +bay+cy2

z y
v okoli bodu ¢ = 1. Takovito vySetiovdni vSak pro tkol nad-
pisem vytknuty nutna nejsou a lze vynechdnim jich pii malych
zméndch FeSeni jeho podstatné jesté ddle zjednodusiti, aniz
bychom vybolovali pii tom z oboru funkei elliptickych.

L
Nejprve vylozim nékteré zdkladni pojmy a nutné pted-
poklady z nauky o formdch kvadratickych. Co se oznaceni tkne,
budu se pridrZovati citované prdice Webrovy.
Kvadratickou formu budeme piedpoklddati ve tvaru

az® + bxy + cy?,
diskriminant této formy jest Cislo
D = b® — 4ac.

*) G. Lejeune-Dirichlet, >Recherches sur diverses application de
P’analyse infinitésimale & la théorie des nombres, Crelledv Journal sv. XIX.
a XXI, viz zvl. § 7. v

L, Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Funktionen, Sitzunzs-
berichte der Berliner Akademie v roce 1883 a v néasl.

H. Weber, Zahlentheoretische Untersuchungen aus dem Gebiete der
elliptischen Functionen; Nachrichten von der k. Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Géttingen z roku 1893.

*X) H, Poincaré, »Sur les invariants arithmétiques«. Journal fuar
reine und ang. Math, svazek 129, r. 1903, str. 89. -
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Diskriminantem (takto definovanym) nemiize byti kazdé
{islo; jest patrno, Ze diskriminant jest ¢&fslo dle modulu
4 bud = 0 anebo = 1.

Diskriminant, ktery neni délitelny &tvercem Zddného &isla
_ tak, aby po odlouceni tohoto faktoru zbylé ¢islo bylo tvaru
diskriminantnfho, sluje hlavni diskriminant (Stammdiskriminante).
(Tak ku p¥. diskriminanty 5, 12, — 3 jsou hlavni diskriminanty;
— 12 neni hlavni diskriminant, nebof — 12 = — 3. 22) V n4-
sledujicim budeme se zabyvati toliko formami o hlavnich diskri-
minantech. (Formy kvadratické, jeZ nemaji za diskriminant
hlavni diskriminant, dostdvdme, jak snadno lze dokdzati, z forem
0 hlavnim diskriminantu pomoci linedrni substituce.)

( )
p

Legendreiv symbol. Tento znaéi, — jak zndmo z elementi
nauky o ¢islech —, je-li p prvotislo nedélici m, -4 1 anebo
— 1 dle toho, jestli m kvadraticky zbytek modulu p & ne.
Na zdkladé tohoto symbolu definuje Weber 1. c. novy symbol
témito rovnicemi (D jest v nich diskriminant):

D, n). (D, )= (D, n.n), 1)
D, 1H)=1, (D, 0)=0, (2)
D, —1)=++1, kdyz D> 0; 3)
=—1, kdyz D <O0.

p?—1

(D, 2)=(—1) ® , jestlize D liché, 4
D, p) _—_(%),. nent-li D d8litelno lichym prvotislem p, (5)

(D, ¢ =0, je-li D délitelno prvotislem gq. (6)

Témito rovnicemi jest symbol (D, n) jednozna¢né ustano-
ven; symbol ten jest vlastné do jisté miry rozsireni Legendreova
symbolu, jez zapotato bylo jiz Jacobim. Pro symbol prévé defi-
novany' plati tyto véty

D, n) (I, n) = (DD, m), (M
(D, n) = + (D', n), kdyz D= D’ (mod. 4n), (8)
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horni znaménko plati, jestlize z obou tisel DD’, » aspoii jedno
jest kladné, jinak dolni.

(D, n) = (D, »'), jestlize = =" (mod. D). (&)
. Co se dikazu téchto vét tkne, odkazuji k citovanému po-

jedndni Webrovu, ¢tendt tam najde rovnéZz algorithmus pro vy-
potet symbolu (D, n) podobny znimému algorithmu pro vypotet

()

Kvadratickd forma az* 4 bxy + cy vyjadiuje ¢islo N,
1ze-li stanoviti éisla celd «, y takovd, aby

ac? 4 bay + ¢y = N.
Pro nédsledujici jest dilezité zndti vétu pro pocet riiznych

vyjadieni daného ¢isla N danou formou. Tuto vétu lze stanoviti
elementdrnymi methodami z poitu feSeni shody *)

22 = D (mod. 4N).
Dostdvdme pak tento vysledek (pii supposici, ze D jest
hlavni diskriminant):
Vezineme-li z kazdé tiidy forem o diskriminantu hlavnim
D (zéporném a s kladnymi krajnimi koefficienty) jednu formu

(jeden ,representant), jest potet vyjddfeni iisla N (kladného)
témito formami dén souttem

w 2(D, d), ‘ (10)
kde soufet se vztahuje na vSecky délitele d ¢isla N. P¥i tom jest
g =2 vyjma, 26 D= —4, resp. 2¢ D=—3, kdy p =4,

resp. = 6. Jediné tento vysledek budeme pfedpoklddati z nauky
o kvadratickych formdch.

IL

Na druhém misté uvedu potfebnd oznaceni a formule
z nauky o funkecich elliptickych. Thetafunkce s charakteristikami
1, 1, 1, 0), (0, 1), (0, 0) oznatovati budu**) po fadé O (v),

*) Viz o tom M. Lerch, Arithmetické odvozeni Lejeune-Dirichletovjch
vysledkd o pottu tFid kvadratickych forem. Rozpravy &eské Akad., roénik
VIL & 5.

**) dle C. Jordana, Cours d’Analyse, t. II, 2. vyd.



28

0,(v), O,(v), O4(v). Znati tedy ku pi.

kel 2 .
v T
0,(v) = 3 q" cos 2nav, q=2¢"";

0,, 0,, O; necht znaci hodnoty thetafunkei O,(v), 0,(v). O4(v)
" pro » = 0. ©'(v) znamenejz derivaci funkce O (v) dle ».

Zékladni dulezitost maji pro nds formule transformacni
a to pouze pro transformaci

)

Jsou to tyto vzorce, (kde za znaménkem funkiénim vytéen
mimo v téz druhy argument, na némZ funkce zdvisi):

— miv?
1 T
@(—:—, —_ ?):?‘y\%_ e @(v, 7)7 (11)
—  miv?
1 T )
@3<‘3;‘> - —‘z_) = %—‘ ¢ @3(0, 7)7 (12)
—  miv?
) T e
T (4 7
1 T =
ofn=H)=yr e e "

V% jest ta odmocnina z, jejiz redlnd i imagindrnd tdst jest
kladnd (7, jak zndmo, md imagindrnou &dst positivnou);

i
Vi=e¢*.
Z formuli téchto plyne pii v — O ku p¥.

1 T
@,,(o, — 7): ¥7 040, 7).

Vysledek tento se déd snadno zevSeobecnit (jak to utinil
Kronecker 1. c. a jak také zcela obecné provddi Weber 1. c.). Pro-
vedu toto zevieobecnéni pro nds dilezité zpiisobem od Kroneckra
naznatenym. VypiSme formuli pro transformaci funkce @,(v);
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znatime-li 7, = — —» miZeme ji pséti ve tvaru

% mitk? + 2kniv \/ 1 m*zﬂ‘r1 @ it k? — 2knivr,
2 e ye )
k=—mo \/ T —

anebo také ve tvaru
y_ mz/'f’r, “\’:’ em’r,kg + 2km’wr1.
V't —®

Uzijeme prvni z téchto formuli na

e mit(am? + bmn
e ( ),

m=—aw

a=> 0,

kladouce v ni misto 7, resp. » &isla az, resp. § bzn. Idostaneme

i 1
V—r ﬂ(r,m’+bmn—;rb2n2)
® q

it (am? + bmn) __ S,

e
M=—=— Va'z m——x
7 této identitnosti dosazenim do dvojné fady plyne ihned

(pfi D < 0)

g Z";, em’r (am? + bmn+cn?)
M—— 0 N==—e N
V - i ('Arlm2 +bmn — % Dn“).
=V? 3 Se? 4

~ Var e
Uzijeme-li podobnym zptsobem druhou ze svrchu uvedenych
formuli transformatnich na fadu
ﬁ(—- _Z. Dn? + bmn)

= Q0
" a

e ,

n=-— o

dostaneme dosazenim do pravé strany rovnice prdvé napsané
(majice pfi tom ndlezity zietel ku znaménku, jak nahofe bylo
uvedeno)

o o 7t (am?+bmn+cn?)
e

—w —®

dnir,
i v w —p (@m?+bmn+cn?)
= —— X e )

Vo2
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kteryzto vysledek napiSeme ve tvaru ponékud zménéném (za z,

2z
7, substituovdno 1 12.D)
o o f%(am’ +bmn4-cn?)
2z (15)
—_—0 —
— 1:\/__ 2 2 2 ezm'rl (am? + bmn+cn?)
(4 —®—»

Rozvoj z nauky o funkcich elliptickych, o néjz se budu
opirati, jest*)
@'(’U) _ Qm
a0 — —=nmcotm + 4n 32 21 —5 SIn 2m @, (16)
Funkece
0'(v) __dlog O (v)
CIONE dv
jest pouzita rovnéz v citované Webrové praci, jakoZ i transfor-
matni vzorec této funkce plynouci bezprostiedné derivovinim:
logarithmG obou stran rovnice (11). Mame

ol 1
1 ('z’_ t)__2vmi | O(v, 1)
ol _—“g)‘ r Towo

T T

anebo jednoduchou zdménou (za z psiti 7, a naopak)

@', 2 1005

0 (vr, 7) + 2omi = EICICED) 17

III.

Ptistoupim k vlastnimu tkolu své prdce. K tomu tdeln

postalf dosaditi do poslednf rovnice po fadé za v %, —%, ..

:-QD:L pslugné rovnice tak vzniklé ndsobiti po fadé (D, 1),

*) viz ku pf. C. Jordan, Cours d’Analyse, t. II, vyd. 2., str. 453.
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(D, 2),...(D, — D — 1) a utvoiiti soutet. Dostaneme tak vztah

, [ kT e
. (T ’) 1 @(D’t‘)
s, (2 Fait— )= 20— (18)
@(f) ) (1—)771
F=1,2..., —D—1.

Vyraz na pravé strané vypoiten jest ve prdci Webrové (1. c.);
jenom Ze pii vypoftu toho vyrazu tam ptedpokldddny jednak
vysledky Dirichletovy pro potet t¥id pii zdporném diskriminantu,
jednak stanoveni tak zvanych soudtd Gaussovych. Oboji viak lze
z rovnice (18) odvoditi a soutasné pravou stranu té rovnice
ustanoviti, zapotneme-li s vypottem vyrazu na levé strané jeji.
Jest vidéti na tom opétng, jak Castokrdte zddnlivé plané zmény
mohou miti dilezité disledky. Nejprve provedu substituci do
prvého ¢lenu rozvoje (16), do = cof mw.

2k7tiT

kﬂ 1 e |D . a.?w .2_km_'
e ot—j)—_+ 1+ 2kmz~m(1—|—%ilqwl).
1— ¢

Podobné dosazenim do

4n qm— sin 2may = — 24 — ¢ (e2mmiv — g—Immiv)
1—qg™ 11—
dostdvdme
2in _m o 2w 24| DI—k)
—_ 92— DI — DI — [D]
221——(12"'(91 q ) 2zilq
o DR
+ 2039 12
A=1

Uvdzime-li pak, Ze ve tvaru A|D|—F%k, kde A=1,2,... a
k=1,2,...,, — D —1 jest obsazeno kazdé &fslo nehleds
k ndsobkim |D| jednou a jenom jednou a rovnéz tak ve tvaru
AD 4+ k, kde =0, 1, 2,..., k=1, 2,...; a uvizime-li, Ze
dle vztahi (1), (3), (6), (9)

2m(A|D|—k) . 2m_(l|11—:12
(D, k). —2q P =4 2(D, i|D| - k)qg ¥
2m(A| D|+-k) ‘em(A| D|+k)

D, k) .2iqg P =2i(D, A|D|+ k)g P
(D, 4|D)) =0,
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mizeme vy"raz na levé strané (18) psdti
2 2mm’

lD‘).(D Bk 4 7i 3 (D, k) + 4ni I3 (D, m) g 17,

mm'=1,2,3, ..., kt=12,..., —D—1;
aneb také ve tvaru, (vynechdme-li soutasné druhy ¢len, jenz,
jak zndmo a jak také doleji pozndme, jest rovny nulle,)

2mi
D]
N=123..., k=1,2,.., —D —1;
d znamend po fadé viecky délitele Cisla V.
Uzijeme-li véty o poitu vyjddfeni ¢isla N viemi formami
o diskriminantu D pro ten piipad, Ze D neni ani — 4, ani — 3
(tedy u = 2), plyne ihned pro (19) tento vyraz
i I(ax2+-bay-cys)

57 1D
— 2@ Bk + 21 2/ }

z, y =0, ilvi—2» +3,.

vyjmouti jest toliko pfi s¢itdni pfipad, kdy = a y soutasné stivaji
se nullou, coz vyznateno ‘drkou u znaménka soultového, druhé
znaménko souttové v druhém ¢lenu vztahuje se ku viem tiiddm
forem daného diskriminantu, z kazdé tfidy lze zvoliti libovolné
jeden representant. Dvojici # = 0, y = O pfi stitdni v druhém
tlenu netteba vyjimati, piiddme-li k druhému ¢lenu tolik jed-
notek ndsobenych 2z, kolik jest t¥id; budiz jich A; i lze pak
psdti (19) takto

omi 9(az2-bay+cy?)

— (D, k) k — 2hmi 4 2mi 33q 1P

i .D I 2,y tr.
Zavedme Jeété misto tisla g = e7* tislo g, = ¢™"1 pouZivajice
transformaéni rovnice (15), a mdme konetné pro levou stranu
(18) tento vfrsledek

2N
(D, k)k + 4m2(q|1’|2.(D d)) (19)

— 2w (h + D> =2 (D, k) k) — 2 ——D 33 g, Yesrtatan), (20)

z,y 4.

.. Tvrdim nyni, %e jest nutné

— omi (h + I—;‘)’—IZ(D, k) k) =
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Nebot kdyby tomu tak nebylo, pak by z rovnice (18) se zfetelem
ku vyjddtreni levé strany jeji pomoci (20) vyplyvalo, Ze 7 jest
rovno potentni fadé o argumentu ¢,; to jest vSak nemoZno,

nebot z —= —

m . . .
log 4 a tento vyraz nelze rozvinouti v fadu po-
09 ¢

stupujici dle celistvych mocnosti proménné ¢, a konvergentni
v kruhu o poloméru rovném 1. Ze pravd strana rovnice (18) jest

potenténi Fadou argumentu ¢, ndsobenou — - jest na zdkladé

(16) bezprostiedné jasno *).

I dostdvdme nejprve tento vysledek pro pocéet tiid kvadra-
tickych zdporného diskriminantu

h=— I;lz(Dk)k kF=1,2,...,, — D —1. (21)
V tomto vysledku zahrnuty jsou, (v1z odst. V.), ptislusné vysledky
Dirichletovy. Pomoci pravé strany dostdvame ihned pro totéz ¢islo:

1

h= 2V___2(D k) cot II;I F=1,2.., —D—1 (22)
Kdybychom byli do rovnice (17) dosazovali za v &isla — D’

2 E(_g
T a postupovali jako svrchu, dospéli bychom,
jak snadno patrno, rovnéz k vysledkim pro polet t¥id a to témto
h:Z(D, v) — 112)| v(D V) v, (23)
V—- z(D v) cot 'DI, (24)

v=12... L‘(%ll)

*) Vétu z theorie funkei, Ze neni funkei analytickou uvnitf

1
log x
kruhu | x | < 1v bodé x — 0, nebylo by tfeba k diikazu p¥ibirati, kdybychom
predpokldadali znamost souétit Gaussovych; znajice Gaussovy souéty vypo-
¢etli bychom pravou stranu (18) stejné, jako jsme to uéinili s levou, po-
rovnanim obou stran bychom pak dostali rovnici tvaru
At — B,

kde A a B jsou &isla nezdvisla na proménné z; to v3ak jest nemozno, leda
ie A—0, =0

3
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Opakuji, Ze vysledky (21), (22), (23), (24) platny jsou pro
diskriminanty hlavni, rizné od — 4 a od — 3. Aby platny byly
iprotyto diskriminanty, bylo by nutno ndsobiti pravé strany ¢islem

—‘;— (viz vyraz (10)) anebo, coZ jest totéZ, potitati formu z2+ y°

3

Ze z rovnice (18) plynou vyrazy pro Gaussovy soulty, jest
rovndz dle predchazejiciho jasno. Stali porovnati koefficienty
stejnych mocnosti {fsla g, na obou stranich. Tak g¢? ndsobeno
jest na levé strané (dle (10) a (20)) vyrazem

*
(resp. tormu 2* 4 zy -+ y*) s vihou —%— (resp. 8 vihou —L) )

_ A=,
T
»
na pravé strané pak vyrazem
4—yzZI(D k) sin 2})“, k=12,..., —D—1,

i jest tedy

. 2kn
Z(D, k) sin D

Kdybychom porovnali nyni koefficienty Cisel g2, kde m jest

=—\=D, D<O. (25)

*) Z vyrazu (21) résp. (24), (jichz totoinost ostatné dle (27) pfimo
vyplyva), dostali bychom uvahami arithmetickymi tyto jednodussi

pii D lichém 2 —(D,2) h =x(D,v);
v
pH D sudém == (D, n);
“n
—_ D
v =1,2. . 3 ;;c:l,g,...——z.

Viz Weber 1. ¢. M. Lerch v pojedndni »Sur quelques formules rela-
tives au nombre des classes< (Bull. des sc, math., t. 21, rok 1897) trans-
formuje vyraz (21) (aviak ne arithmeticky) a dospivd ku formulim jests
jednoduSSxm Ku pf. uvddim vzorec

31— (0,9 —©®,8 +®, 4)]h—>:<o. o

. — D
QIET+1, ET+2" ET'

platny v kazdém pfipadé¢ a stanovici 4, jesilize (D, 2) + (D, 3) < 2.



36

prvocislo, pak soutin dvou prvoéisel, a t. d., dospéli bychom
postupné k rovnici
2kmn

(D, k)sin 5= = — (D, m) V—D, D<0. (26)
2
Ponévadz
D, B)=—WD, | D|— k), (27)
pii D < 0, jest v tomto p¥ipadé bezprostiedné jasno, ze
3(D. k) cos zigi”- =0, D<O0 . (28)
A.

Gaussovy soulty odvozeny pro pifpad, Ze D << 0, vzorce viak
platné i pro D = O plynou bez potize znimym zplsobem ze
vzorci pravé odvozenych a vét pro symbol (D, k).

Rovnéz okamZité jest patrno ze (27), Ze
(D, k) =0; k=01,..., —D—1,
k

kterdzto rovnice nahoife byla pFedpoklidina.

7 rovnice (18) a vysledkd pro levou stranu dosaZenych
vyplyvd konetné vztah

“(n)
D ' _ A
E(D, k)——'—-k—“___ —_ g\/——DZ’Z"q?(M’Hwa?),
k @ w 2,y U
()
x7y=0’ j_—la i—2,.-.

Rovnici tuto uvadi Weber (1. ¢); Kronecker viak jiz dfive od-
vodil rovnice p¥ibuzné, ponékud jeste obecn&jii.

Iv.

Lejeune-Dirichlet uddvd pii zdpornych diskriminantech
ponékud jiné vyrazy pro potet tiid u rozeznivd tu celkem
6 riznych pfipadd, dle toho, je-li diskriminant délitelny &tyfmi
¢i ne a dle tvaru modulu 4 (resp. mod. 8) nejvétsiho lichého
Usla, jez déli diskriminant. V kaZdém z tdchto Sesti ptipadi
pak davd jinou formuli. Formule tyto slouditi v jedinou poda-
filo se Kroneckrovi a to tim, Ze pro kvadratickou formu misto
obvyklého a hlavné Gaussem uvzivaného tvaru az?®-- 2bzy + cy®

3*
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(kde 5% — ac nazyvalo se diskriminantem) uZivd se tvaru
azx? 4+ bxy 4+ cy®.

Nebylo by nesnadno — piedpoklidajice néktery ze Sesti
shora vzpomenutych piipadd pro diskriminant kvadratické formy
— ziskati vysledky poné€kud jednodud3f nezli jest vysledek
obecny. Provedu to na pifklad, kdyz diskriminant D = —4P
a P=1 mod. 4 (druby to piipad u Lejeune-Dirichleta pii
forméch o zdporném diskrimantu). Pii tom dostaneme zarovei
vyrazy zajimavé i se stanoviska theorie elliptickych funkef. Pri
forméch, jichz diskriminant jest délitelny 4, poslouzi ndm rozvoj *)
?g (’0) i 1
0 (v) ~ sinav

m, n=1,2,3...

6,0,

+ 433 q@—Lmgin 2 — VD av;  (m)

Potet vyjadieni ¢isla N pomoci representanti viech tiid
kvadratickych forem o diskriminantu D—=—42?, P=1 (mod. 4)
jest ddn vyrazem

23 (— 1)‘?‘;‘1 (-%), (n)

P
se na vSecky liché délitele &isla N (pfi tom vyraz ten jest na-
sobiti jesté 2, kdyz P = 1). Vzorec pro Gaussiiv soudet. (ktery
zde pro jednoduchost jako znamy jiz pfedpoklddin), jest v tomto

pripadé
(kK 2khm __ [ h\ \r5.
2(?) 00s —p5— —(?) VP; (»)
k=1,2,..., P—1
Vidime pak ihned, Ze k nafemu tucelu postali v rozvoji

kde (—d—) jest Legendre-Jacobiiv symbol a kde soutet vztahuje

(m) misto v nejprve psiti » + —;—; tu plyne

Gﬁ‘__(l’) —_— _1._ - 2n—1)m —_— .
@l @3 @1 (’I)) _COS w + izn (_ 1)n q( cos (2” 1) n; (Q)

mn=1,2 3,...

2 4 6 2P—yn

a dosazovati za o po fadsé P P P ;

*) Viz ku pt. G. Jordan, 1. c., str. 452.



nice tak vzniklé pak ndsobiti (i), (l), R (P—— 1) a séi-

tati. Dostaneme

2k P 2k
(7 7
S =g
+4VP2 (2= 1T ()0 )
N d
k=1,2,3.. , P—1;
N=1223..

d mi vyznam tyz jako v (n). Vybereme-li si z kaZdé tiidy
forem kvadratickych o diskriminantu - 4P po jednom repre-
sentantu, jejz psiti budeme ve tvaru az® -+ 2bxy + cy? mi-
Zeme rovnici, majice zfetel ku (w), (r) také psiti takto

k) (%
@1 @3 > _c. I —— 22~2 qaazz +2bay+cy2 3 (p)
k P (270 ) oz, y
0, 5

z,y=0, + 1. +2,...

Pii tom zplisobem tymz, jako v odst. IIL, uzavirali jsme
i tu, Ze pocet tiid diskriminantu — 4P jest

1 k 1
]'—_——-‘::ZA————— k:l,?,...P—l.
P

Jiny v podstaté vysledek dostaneme pro %, provedeme-li

. . . 1
na levou stranu rovnice (p) linedrnou transformaci {7, — -

a vyraz vznikly rozvineme v fadu potenéni o argumentu gq.
Z formuli transformatnich (12, 13, 14) plyne

O, (v, "1)
0, (v 7))

0} .
9:(0,7) 040, ) gy = — i5,0,(0,1) 85 (0,,)
2 3

I jest patrno, ze bézi o vypolet rozvoje postupujiciho dle
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stoupajicich mocnin &isla g pii vyrazu

) . a, (Zkr’ 't)
@2(0.1)@3(0’7)%‘(“?)—(%—)’ k:1,2,...P—'—1, (t)
. @2 —F, T

vlastné o vypotet Clenu nezdvislého na ¢ v tom rozvoji. Pii
tom pouzijeme zndmé rady

0, (v, T) q
0,0, B, 0 7) — 144 1—+ 3 €08 2av

+ .
+41+ cos 4nv

Pii substituci jest viak miti na mysli, Ze rozvoj tento neni
konvergentni pro v — Q—ff, kdyz % = 1P. Abychom dostali kon-
vergentni rozvoje i v téchto pfipadech, staéi pouziti formuli

Oy(v) _ 0.6 0,(v — 21)

O;(v — 7) _
@@ @O‘@——() 9 3@—2(’0—:—5‘;—).

30,0 —7)

A tak obdrzime pro prvni ¢len rozvoje vyrazu (¢) na ¢
nezdvisly, piseme-li P = 4¢ + 1, toto ¢islo

9 P, 30 4 .
:0)- 2615 610
r=t\P)  oT1\P) go41\P) " 3,41\ P

které jest rovno rovnéz jako prvy ¢len pravé sirany rovnice (v)
dvojndsobnému podtu tiid diskriminantu — 4P. Vysledky, jez
jsme obdrzeli pro potet tfid, 1ze jesté zjednodusiti pomoci vztahu
(%):(P—;——]—G) platném pH P = 1, (mod. 4. A tak mdme ko-

netnd tuto vétu: Pocet t¥id forem kvadratickych o diskriminantu
— 4P = — 4 (40 + 1) jest ddn témito vzorci

k 1
k_v_z( )cos?_-ki—t, k=1,2,...2
P

¢ [k 20 sk ¢ (k
h= 3 (Z)— =% ——=22(—).
' k.—.-l(l’) k:e+1<P) 1 \P



V.

Vzorec odstavee piichdzejictho pro potet tfid v tom pii-
pads, ze D = — 4(40 + 1) odvozeny dd se pomoci snadnych
uvah arithmetickych jiz Gaussovi zndmych (viz Gauss-Werke,
sv. I, str. 287.—291.) zevSeobecniti a to pfipindme-li piimo
ku formulim odstavee III. Odtud plyne Ze polet tfid ndsobeny

2

. . . . . 1
2ni dostaneme, dosazujeme-li do 2vzmi za v Cisla D
— D —

) ! a vysledky ndsobené po fadé (D, 1), (D, 2),.. .,
(D, — D — 1) selteme.

Budiz hlavpi diskriminant D sou¢in dvou diskriminanti

D = D,D,. Jedno z Cisel D, a D, jest zdporné, druhé kladné

a ponévadZz D jest hlavni diskriminant, jsou obé bez spoletné
miry. I jest z toho patrno, Ze fada

0 1 2 3 — D,D, — 1

Doy Dby Doy Doy bp, W
shoduje se (nehledé ku poirddku ¢lent) s fadou
LQ ) k,=0,1,2,...|D,|—1, 3
+ Téhi 01,2, D —1; ©

;u,

&y kg = 0, jestlize 6‘ -I— <0, &0, =1, jestlize

1+702

Nebot &islo (v) jest jednomu ¢lenu fady () jisté rovno
a dvé z ¢isel kD, + k,D;, — &, x,D, D, nemohoun byti shodna
dle modulu D, D,. Potet pak ¢lent v fadich (u) a (v) jest tyZ.

Tedy misto, abychom dosazovali do 2vai ¢leny tady (=),
mizeme dosazovati Cleny fady (v), pfi Cemz budeme &len ve
(v) ndsobiti ¢islem

(D, Dy, %y Dy + ko Dy — &1, 6, D, IDy).

Avsak

(D1 Dy, kyDy 4 ey Dy — &x,,1,D, Dy) = (D, ky Dy) (Dy, by D)
= (Dy, k1) (Dy, k3) (Dy, Dy) (Dy, Dy) = (Dy, ky) (Dy, k)

(dle vé&t pro symbol (D, m) svrchu uvedenych, piibereme-li
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k nim relaei ze zikona reciprocity plynouci (D,. D,) = (D,, D,),
platnou pro ten piipad, Ze aspoil jeden z diskriminanti D,, D,
jest kladny).

I jest tedy potet tiid

h= 2Dy KDy ) (et 7 o)

kb, =1, 2,...'D1|——-1, kp =1, 2,...[D2|—1
anebo vynechdme-li Cleny, jichz soutet jest se zietelem ku
2Dy k) =0, T(Dys ky) =0,
ky kg

h = ~kZI:(D1, k) (Dy, ko) &ry oy (w)

SELL
Objasnim uziti této formule na piikladé. Budiz D = — 7. P,
kde P jest kladné liché ¢islo nedélitelné 7 (a tedy = 1 mod. 4).
Pak miézeme klisti D, = — 7, D, = P, a zdroveii jest po-

moci Legendre-Jacobi-ova symbolu

@t =(7) Dk = ()

Aby &, = 1, musi, jak snadno dle definice tohoto Cisla
poznavdme, byti &, vétsi nezli —1)713’4 a mendi nezli P, jinak jest
&ry kg — 0. 1 jest pro D = -~ TP potet tiid rovny soudtu

A 3 kE, =1, 2, 3,
— 32} . 22 PrL
B\ 7 w\ P k2-—E———1—+1 E 1 +2,.

Oznadime-li

sklzf(i) k= FP’“'+1 g Lo P(klﬁ-ll—),

mizeme vyraz pro polet tfid psati téz takto :
2
- (%‘) (81 82+ 83+ sat+ 55 +8) — (_7") (Satsstss+85+ )
" 4
—(F) @t st — (7)ot

(-5
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Dosadime-li za (%), (%—), a uvdzime-li, Ze s,=s,, s, =s;,

Sy, =8, @ ze 2s, + 2s, + 2s, + s; = 0, mdme pro potet tiid
tento vysledek
h(— TP) = 25, — 2s,.

Ku p#. pro D = — 7. 17 = — 119 jest polet tiid

)+ 7))~ ir) ~(i7).

=214+ 141414+ 1) =10

Jako jiny piiklad uvddim D — — 20 (20% 4 1), anebo
D = — 20 (20k + 9). Klademe-li v téchto piipadech D = — 207
a znatime-li
Ak _ P
so_%(P—), P=12,... Fa
a obdobné s,, s,, ... mdme podobnym poétemn

h (—20P) =4 (s, — s,)
Tak jest
h(—4905) =41 +5H) =24 h(—4.545) = 4 (3 4+ b)) = 32.

Tymz zpisobem obdrzeli bychom vysledky jednodussi nezli
Jjest obecny vzorec odst. III. v pfipadech Lejeune-Dirichletem
zvIa8t vySetfovanych, zejména dospéli bychom ku vzorci od-
stavee IV. platnému pro D = — 4(40 + 1).

Jest jasno, jak lze vyraz (w) ddle zevieobecniti. Jestlize
ku pt. D = D,D,D,, jest potet tfid d4n vyrazem

&y

. k k
b= = 2 k) Dy ) Do k) - Bt 7+ 72
k=1,2,...|Di|—1; 2=1, 2, 3,

kde symbol E jest symbol Legendriiv definovany znimym zpi-
sobem i pii zapornych slech. (F(—a)= — E(a)—1 pii a>0.)
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