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trickych mist v okoli priise¢fku co nejpiesn&ji zobraziti, jak
ukazuje obr. 3., v némZ sestrojeny spoletné teény hyperboly
a paraboly. V poloze, jiz ob& kfivky na obraze zaujimaji, ob-
drZime pouze dvé spoleéné tetny, nebot také oba rotatni kuzele
maji pouze dvé spoletné tetné roviny, o temZ kaZdy snadno se
pies védéd.

Souéty nékterych Fad.®

Napsal K. Cupr.

1L

V ,Priloze“ tohoto ¢asopisu rot. XXXIV. proponovina byla
dloha setlfsti fady

(5)+(5)+(5)+-

(5)+(3)+(5)+

Mozno v¥ak setisti fady tvaru daleko obecnéjiiho, totiz

5=(3)+(0) + ) o) + -

=1}t o e

Sn—1= (mil) +(2m7-,-—1)+(3mn— 1) +.-
Za tim Gtelem uvazujme binomickou rovniei
‘ am —1=0,
jejiz koteny budtez «,, o5, . .. @x ... &%n.
Tu plati ptedevsim vztah

= ar . ah = . @)

Vztah tento plat{ pro libovolné # = 1,2 ... m a pro jaké-

Kkoliv &fslo I

*) Viz Prilohu k lofiskému roéniku, str. 407.
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Provedme dle binomické poutky:
<1+a1>"=1+(’1’)a: +(§)af+(§)a§+...
+ (mil) e
+(:bn) o + (m—}—l) @t
+ (2mn— 1) wn
+(2m) o+ (2m+ 1) arti
+ (3mn—— 1) e

+(km) 'm+(k )

R Y L

&ili dle vztahu (2) : . :
(1+a1>"=1+(2)+(")+ .

2m

() e ]
Far (L) oo+ ]

a dle systému (1)
L4e)=3=8,+ S + Sa? + ...+ Sp_ram?
a obdobné

(1 + @)y =8 + 8,6, + S} + . . . + Sy | g
(1+a3) —-S +S¢x3+Sga R I I

a —l—a"‘)"—S +sam+sa,,.+...+sm'_,a;—l_
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To jest systém m linedrnich rovnic o m neznémych
S8y o Samre
Chceme-li z tohoto systému vypoiisti S;, ndsobme
1. rovnici vyrazem ez—*
2.,

» a;n—k
m o, , et
a sec¢téme. Pak bude
A+ea) ' =ar(1ta) ey (It ay) + ... + 1+ en). ap—*

=8, (a7 * - ar—t4 . .. o)
+ 8, (ap*+' - apFtl 4 L am—h

+ Se@rtart .. +am)

- S (02 Ik | e 4)
Jde predeviim o soulet fady
af +eof +af 4 .. +af.
Musime rozezndvati pfipady dva: 1. bud ¢ jest ndsobkem
tisla m, o = rm; 2, bud jim nenf, o = rm + s, s z 0.
Ad 1. of +af e 4 ... +af
S A S A SIS e
=1 +1 4+1+4+...4+1=m.

Ad 2. Dle zndmého FeSeni binomickych rovnic pomoci
poutky Moivreovy jest:

27 .. 2z
o, = ¢0s — +1¢8m —
1 podie poed

S 2n .. 2
- ;== cost — % Sttt —
* m + m’

&, == coS 2n - 4 sin 27.
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a ddle
2 A7
(J_ P , " P
af = cos ¢ pon + isin g povs!

27 . 27

0 — —_— ) -

o§ = cos 2¢ po» + ¢ sin 20 —,
0 2n .o 27
o) = costo ~— =
> @m -+ ¢ sun o poos

ol = cos ¢ 2m -+ ¢ sin ¢ 2n.
Méme tedy

S+ +...Faf+... .+
_ 27 27 27
_(cosg—r;&—+cos29;}——{-...+cost@7n—+...cosg2n>
+i[sin 0 2% 4 sin 20 2% 4 ... sinto x4 ... sin g2
sn@m—i-sm 9m+... sin to — 0 2n)

Dosadime-li nyni do ...2) a ...4) v L*

z2r
=
obdrzime
of +af + ... 4 et
sm%g—c m;—_l% 'sn%‘——sm@—%—l 2”1:-_0
sing T Sing =

Tim se ndm méni (4) na rovnici
mSr—et (1 4 a) + a7t (14 o) +...ax*14ea,) ()

Pravd strana této rovnice, ponévadz @, e, ...&,_; jsou
velitiny komplexni, jest tvaru A + B¢. Dle zndmého pravidla
bude

mSk —_ |
0= B.

*) Viz Ptilohu k roé¢niku minulému str. 407.
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Abychom vypoletli A, pisme
A4 ) =61+ )
2un . . 2ua\T*/ Qv . . 2um\"
_(cosT 47 sm—;@—) (1 ~+ cos o + sm—m~)
(cos k vz _ tsin k —)(2 cos? 22 + 2i cos —sm v—n)
m m m m
(cos k— —isink ———) 27 cos™ —(cos n>" 4+ istnmn ZE)
m m m m
= 27 cos™ 1}—75{[(:‘0.9 k?—z’i cosn— + sin k-—— sinn Wt]
m m m m
. Qvr . v ve . . 2vm
+ ¢ [cos k— sin m— — cos n — sin k—]}
m m m m
= 2" cos" ﬁcos-—— 2k — n) 4 5 2 cos" sm V(9% — n).

Jest tedy konelné
n n i 4 ‘ n n 2_” 2 —_
mSr = 2" cos —ﬁcosa(k—n)-{-? cos mcos%(k n)

—+ 27 cos® %’cosfé—'(k—fn)+. ..+ 2" cosm ncos = (k—n)

v_m —2]0

= 2" 3 cos™ ﬂjaos ——— v, (6)
—1 m m
¢l
r =M n — 2k
Sy = g— 2 cos™ et c0§s ———— AV,
my—1 m m

Je-li na p¥. » = 1000, m = 10; md S; nanejvys 100 &lent,
kdezto fada (6) pouze 10. MiZe viak nastati p¥ipad opainy,
e fada (6) md vice tlent nez Sy; na pt. n == 1000, m = 100,
pak ¥ada pro S mé nejvyse 10 ¢lentd, kdeZto (6) jich md 100.

V- -tomto pfpadé nelze tedy tak presné mluviti o souttu
jako v piipadé L.

Jednd se zde spiSe o zajimavou transformaci Fady, zaji-

mavou tim, Ze jsouc elementdrni applikuje fadu zndmych poutek.
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Mimochodem nabyvdme vztahu

n — 2k o 2m 2k
m—n+cos sm2-——”-$~—n—|—

T .
B = cos® —sin
m

. =™ av , on— 2k
=+ cos® 7 sin (n — 2k) n = 3 ¢0s® — stn ——— v = 0.
v—t ™ m
Kdyz bychom uvaZovali misto mocnin

14+ a), A4 )y ..o (14 a)"

(1 - “1)") (1 - “z)n: LI (1 - “m)n7
snadnym rozborem bychom poznali, Ze pro sudé m nenabjvdme

zddnych novych vztahd, kdeZzto pro liché m ziskdme relace
pro fady

(6)= ) lon) =) + o=

mocniny

’12>—(mn1+(2mil)+“-=—3'l

(i)l oo

;7: __m}c ) +<2m;@+k)~—"‘=(’1)ks’k
HERTER
(miJ—GJiJ+@¢LJ—m=«4WH&ﬂ=&ﬂ.

Vysetfovdni jest zde zcela obdobné difvéjsimu, proez od
uplného provedeni zde upoustime.

111

Hledejme soutet nekonetné fady konvergentni

1 A 1
1.2.3...m+2.3.4...(m+1)+" '

1 1)

FaeE D eFmon T

Aby vysettovdni v piipad® obecném lépe vyniklo, uvedeme
piedem 3 pfipady specidlni.

a) m=—2;

1 1 1 1
=tatsstsat tiggpt - @

Sm =
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RozloZzme —— na souéet dvou zlomki o jmenovatelich

n(n + )
n, n 4 1 a ttatelich a,, a,, p¥i temz a,, a, jsou sla realnd
urtend rovnicemi plynoucimi ze vztahu

1L G, &
nn+1" n 'nt 1
jez tedy zni:
a +a, =0
gy (3)

Pak jest
S=24+3+3+04+P+2 4+ g+

+ % +”+1+ —ao+§<ao+a1>+—§—<ao+al)+..
gt a) + 5 @t a) @

a pouZueme-h vztahi (3) obdrzime
— Y
S2 - aO + n + 1’
a pondvadZz » roste do nekonetna, jest

B S—

n+1

S, =a, = 1.
Ztmyslné v (4) nebylo psdno

S2:ao‘+<%+%+... n—i-1+—¢1{+"')><

a tedy

(@ + @)+ 2

ponévadz pii prechodu lim n = o0, obdrzeli bychom fadu har-
-monickou, tedy divergentni a cht&li-li bychom zistati pfesni,
musili bychom dokdzati, Ze neurtity vyraz tvaru oo . O skuteéné
-v tomto piipadé rovnd se O, coz by snadno se nedalo provésti.
b) Zcela podobng poéiname si s Fadou

1 1 1

S=1r93ts s +3.4TB+"'n(n+1)(n+2)' ()
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RozloZme obecny ¢len dle vzorce

1 a0 .
nn+1)n+2) + 1+n+2’ (6)

odkudZ plynou vztahy pro a,, a,, a,

a + a, +a, =0| ,
3a, + 2a, + a; =0} (7
2a, = 1|
Jest tedy
s—“°+ o+
% %, %
s+3+%
23+ 2
a'o IO
n—-—2+n—l+n
% D
1+n+
a(l
n+1+n+2

=a0+i<ao+al)+—1—(ao+a1+a,>+...

n—}-l(a‘ +“2H‘n+2
Polozime-li lim n = oo a pouzijeme-li vztahd (7), obdrzime
1 1
Ss == ao+‘2_ (ao + al):Z'

¢) Docela timtéz zplisobem setlteme
1 1 1
1
S4+1.2.3.4+2.3.4.5+"'Tn(n+1)(n+2)(n+3)+"'
©)

Bude 8, =+ o (@ + @) + 5 @ + o + ay)

+ 5 @+ a +ay +a3>+...+l(ao+a.+az+aa>
+n+1(a1+a +a";)+ 2(“1 2)+n+3’
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pii ¢emZ a,, a,, a,, a; urti se z rovnic plynoucich z

1 % %
n(n+1)(n 2)(n+3) +n+1+n—|—2+n+3’
takze

a4+ a +a, +a3 =0
6a, + Ha, + 4a, + 3a; =0
ag + 6a, + 3a, + 2a; =0
6a, = 1.

Pomoci téchto rovnic a pro lim » — oo obdrzime
=ttt if -t b=
d) Obecné pro fadu S, bude
Sty + 5 @+ @)+ 5 (@0 @y + ) + ..
b ot ) o g 0y e )
o (m et +am_1)+ :

n+1( R == [OR I
1
-+ n_—{-—?; (a3 +... 4+ an) + s i— %~1 )]
Gy, @y -+ Am—y Z4Visi na rovnicich vyvozenych ze vztahu
1 _a Am—1
nn-4+1).. (n+m—1) 0-l--n-{—l_'- +n+m—1’
(10)

z nichZ si v8ak poznamenime pouze prvou, totiz

ay+a, +...4 any=0.

Se zfetelem k tomuto vztahu a pro lim » = o mdme
S;,.=a0+2 (@ +a;) + & (“o+a1+a2)+
-+ %:1 (ao + a, + R am—z)- (11)
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Abychom uréili ax, ndsobme (11) vyrazem » - %; tim bude

) ; a, An4k—1
e SRR R

An+k—1 Qm—1
+n—|—7—|—1+ +n—|—m—-lv)

w41 .. mtk—DwF+E+D... nFm—1’

poloZme n — — [ a obdrzime

1
—kE—r+1)...—1.1.2 ,..(m—k—1)

J— _‘i"_l)k ( l)k m—1 __1_
Tkl (m—Fk— 1)'_ k )(m—-l)!'
To dosazeno do (11) d4

w5 7))
ST
et (S0 I R R

ar —

12)
nebo tz
(v
")zt i)
+ ‘+(‘1)'"’”,,,—E1(:,’::;)- (13)

Vzorce (12) a (13) nam davaji tedy soulet fady neko-
netné fadou konelnou. Av3ak vychdzejice od (12) miZeme vy-
razu pro S, ddti formu je§té jednodussi.

Oznatme

ak,mz(mo—l)_(ml—1)+ - 1)k(m;1)

a zavedeme-li m -+ 1 misto m, bude

ak,m+1=(g")_(’f)+ . ..+(——1)'=(;c">.

7*
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Snadno vypolteme, Ze

[ (5)- 5 [(2) -
o))
o (T +<~1>k<e::a>;

ptiJ¢emz bylo pouzito vzorce

m m—1y__ m ! (m—1)!
(s)_( s )_(m——s)!s!-—(m~s—-1)s!

_ (m — 1)! ( m _1)

e T m—s—1DIsN\m—s
(m — 1)! S
m —s—1)ls! m—s

_ (m — 1)! m—1
T m—s) s—1! T (s—-l)'
Déle jest
Cm— — 1
= o —("T (T (D)

= [(”‘El)—(’”Tl)Jr (= 1)k( ‘fl)]
R R AR 1]
=(— 1)k(’”;1).

To dosazeno do (12) dd
_ _(m—2 1 /m—2 1 m—2
=TT

e s (n ) (14

m

coz jest vyraz znatné jednodussi nez (12).

Soutet fady nekonelné jest zde fadou kone¢nou majict
jen (m — 1) {lend.
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