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Srovnavaci poznamky o radé Fredholmové
a Du Bois-Reymondové.

Piispévek k stanoveni oblasti funkei analytickyeh
uréitého druhu.
Podivé M. Lerch v Brné.

Ve svém sdéleni ,Sur une transcendante -remarquable
trouvée par M. Fredholm® *) podivd p. Mittag-Leffler ne zcela
tiplny dikaz véty, Ze analytickd funkce komplexni proménné v,
definovand prvkem :

2= 26-m’ﬂ‘--ma,
_ 0 .
mé omezenou existenéni oblast a sice na pravou polovici ro-
viny (v), v niZ realnd €ist proménné je kladnd. Diikaz ten
zaklddd se hlavné na rovnici s ¢dstetnymi derivacemi

92 22

%= ™)
které uvedend Fada zfejmé hovi. Aviak tato rovnice (1) je
také splnéna v pifpadé funkce t. z. Du Bois-Reymondovy

7= ; e—mv—aVm
1 .
a o té jsem ukézal **), Ze existuje v celé roving (v), majic toliko
na ose pomysiné isolovand mista zvlaStni uréitého druhu.
Obé fady jsou spoletného typu

:‘f Cme—™—m — D (v, ), (2)
" 4

kde ¢, znatf konstanty nezdvislé na e, a také tato funkee
2= @ (v, @)
hovi rovnici- (1).. _
*) Acta mathematica, sv. XV. .
*+) O povaze funkce X u™e2"%" <y okoli bodu =1, Casopis
ro¢, XXXIX. str. 12t. V jiné formé jiz pfed dvandcti lety, o &emi bliZe
viz n. u. m. ’ -
16
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Rada Fredholmova vznikne volbou
em=1pro m =0,1,4,9,16,...v% ..
¢m = 0 pro ostatnf m,

kdeZto fada Du Bois-Reymondova odpovid4 hodnotém ¢, =1,
potlatime-li ve (2) prvni Clen, ktery je stily.

Uvedené zcela opatné chovéni se obou funkei vede k otdzce,
za jakych podminek lze -rozsifiti oblast funkce z komplexnf
proménné v, kterfZto funkce vznikne specialisaci hodnoty «
-z funkce z dvou proménnych v, @, hovici dstetné rovnici diffe-
rencidlnf

% _ 0z
3 X oy
pfi ¢emz x znadf libovolnou stdlou.

Sem spadd také stanoveni existentniho oboru elliptickych,
transcendent ®, (u | ©) viiéi parametru m, kters otizka oviem
jiz jinfm zpGsobem byla feSena; tyto transcendenty hovi
rovnici

(3)

2
2, 0

qu? )

1. V rovind komplexni proménné » bud vymezen obor ®,
v roviné proménné « pak obor A, a pfedpoklddejme, Ze defino-
vdna jest analytickd funkce dvou proménnych

z2=F (v, e),
pravidelnd, pokud tyto jsou omezeny na obory & a 2, a hovici
rovnici (3).
Tu snadno ukdZzeme, Ze funkce je v&ti @ celistvou, oviem
pokud 2z ndlez{ pivodnimu oboru ®.
Nebot z rovnice (3) vychdazf
22_”:’ _ ’b_ni 32n+lz — 3"+’z
et T T ! a2l T T e’

a Taylorova fada

¢ B .F(b,ix%—h):ﬁamg B

0 da™ ml



227

se rozpadne ve dvé

T S A e
o 0" (2m)l " T e (2n + 1)!
které konvergujf pro kaZdé kone¢né k, absolutné a stejnomérné.

Nebot bod v lezi uvniti oboru @, i miZeme uréiti malou
kladnou velitinu ¢ tak, Ze bude fada Taylorova

Fe+h) =23 4

P41 0=22020 §T~
3 nl T "
absolutné konvergentni pro | [ | = o, pfi ¢emZ psdno
_msr
T el
Znamenejme obecny ¢len prvni z fad (4)
0"z %"h
Un= 0" (2n) !
i bude
x"h2n n)
Un_. Un Tn, Un — ——l—n—‘ . (26,
a zdaroven
' lim p, = 0.

Multiplikdtory u, tedy mohou jen zrychliti konvergenci
Tady

a prvni fada (4) konverguje tedy pro kazdé konetné h.
Pokud » jest uvniti ®, je také velitina

o o AF (v, @)
F (1) a) T
pravidelnou funkci proménne v a z jejfho Taylorovského rozvoje
, "’3"+'z In
Flot+he=3s

terpame dukaz konvergence druhé fady (4) zcela podobné jako
posledns.
TudiZ: Pokud proménnd v ndlei pévodnimu oboru ®, je
£ celistvou transcendentou viti «, oborem U je celd rovina («).
16*
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2. Udélme parametru « hodnotu zvl4itni g; tim prejde
F (v, «) v urtitou funkci @ (v), a F’ (v, ) v urtitou funkei
@, (v), pokud v se ptedpoklddd v oboru .

Funkce @ (v) a @, (v) mohou se chovati pravidelné v témz
oboru R, jenz je &dstené polozen v ® a z ¢dsti vystupuje z ©,
takZze tim docflena pro obé funkce 3irdi oblast. AvSak nutné
to neni. Na pif. funkce

V 8 (« | @)

je definovdna pro vSecka «, a pro severni polovici roviny (w),
kterd tedy splyvd s oborem ®&; pro « =0 funkce

# O0la)=0
existuje v celé roviné (w), nelze to v3ak tvrditi o funkei

9,0 ] 0)= ‘)712'(-— 1) 2v 4+ 1) e(v+%)ﬂm” i'
)

Naproti tomu u funkece @ (0, &) = &, (« | ») existuje
Q@) =930]0)=0

v celé rovind, nikoli v3ak @ (w).

Predpoklddejme vSak, Ze funkce nafe @ (v), @, (v) maji
spoletny obor prolongatni R; pak existuji pro v polozend uvnitf
R a zevné O konvergentni rozvoje

I
S @ (v)——— =0+,

o (»)—— @, (v4+1),
a nisledujici tada z chh soutiniteld podobné utvotend jako (4)

llf(v, @) = -‘-”" D™ (v) (—Q"T (@ — p)* ®)

@ - oxn
T2 P @) @nF Dl (e — g+
bude konvergentni pro vSecka «; piHmym derivovinim se ZJlsti
Ze zde plati (3):

. _
“)BTQ:_____ u_’%v_, (pro v ma @ + R, a v celé roving a).
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Nebof pro v uvniti ® ptejde (5) v fadu (4). Tim dokd-
zdna véta:

Hovi-li analytické funkce z proménné v rovnici (3), pokud
v ndledi oboru &, a maji-li funkce s, % pro uréité e =y hod- .

noty @ (v), resp. D, (v), kieré jsou pravidelny na spoleéném
oboru prolongaénim R, chovd se funkce z pro vsecka v oboru
O 4 R pravidelné a jest celistvou transcendentou viéi e.

3. Zvolme jako piiklad
D (0,0) =0, (| w) =2 % (— 1) ¢+ D sin @v + 1) an,
kde |
g=eonm, |qg|<<l.
Kdyby ', (0 | @) ptipoustéla prolongaci do jizni polovice
roviny (w), tedy bychom méli fadou (5) ddnu funkei
W (w, &) pro o — z + 1y, yEO,
kterd hovi rovnici B
e+ 1)+ F(o, ) =0, ¥(—ea) 4+ U(e) =0,
pokud
o=z -+ 1y, y > 0.
Lev4 strana je vSak pravidelnd na oboru RN, tedy téZ pro jistd
o=z, y =0,
a poslednf rovnice ziistane platnou. Bude pak existovati rozvoj

(pti téchto y) ‘

¥ (0, &) = 3’ Ay sin (2v 4 1) an (6)

1
A =2 [W(w, ) sin @ + 1) an de;
) 0

pravd strana je pravidelnd v oboru ® 4 %, uvnitt & splyvd
8 hodnotou

Ay =2(—1) q("*'%)z ;o
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rovnice posledni
1
2 0@, a) sin @ + 1) an de =2 (— 17 g€+’
0

zlistane- v platnosti tedy také na K zevné ©, t. j. pro
o—=x-+1y, y =0,
kde v8ak
' lgl =1,
a fada (6) diverguje. To obsahuje odpor, i vy§li jsme z nesprdv-
ného piedpokladu; t j. funkce
¥, 0 1 w) =2 B(~ 1 Qv+ 1) g¢* '

existuje pouze v severni polovici roviny o, t. j. Apro lg! <1.
4. V piipadé funkce Fredholmovy
F o) = ;‘e—"‘z”""‘“
uzili bychom vlastnosti 0
F (v, &« 4 27i) — F (v, «) = 0,
abychom ukézaii, 7e trigonometricky rozvoj piislusné fl-mkce )

diverguje pro » mimo ® lezfci; odtud bychom soudili, Ze funkce

D (v) = %‘e“"’z”—’”ﬂ

@

B, (1) = — Zp o= m it
0 .

nemaji spoletného oborn prolongatniho R (pies osu pomysinou).
Tvrzeni, ze by bud @ (v) neb @, (v) svoji cestou nepkipoustélo
propagaci, tim pii stdlém g dokdzdno nenf.

Proto utinime krok dalsi, a ptedpokldddme, Ze funkce
@ (v) pripousti obor prolongaéni R, aniz se starime o funkei
@D, (v).

Tak zlstane existence Fady

H (o, ) =2 00 () gir (a — B ®)
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zajisténa; je to funkce vic¢i e« celistvd, vi¢i v pravidelnd na
oboru & 4+ R; pro v uvniti ® splyvd s funkef

o=+ {F(v, @) + F (o, 25-«)}. )

Jakmile tedy F'(v, B) existuje na ® + %®, je funkce
| F (v e+ F(r, 28— )
schopna prolongace do ® -+ R a je celistvou viti a.
V piipadé Fredholmové bude pak
H (v, « + 27i) = H (v, @)
a z trigonometrického rozvoje
2H(v,0) =2 + S e miv—me | 3 g—miv—2mi+mea
1’ 1
ktery diverguje pro » o zdporné &dsti redlné, soudime opét na
nesprdvnost hypothese, Ze
| F(v, ) = @)
piipousti prolongaci. Tim véta Fredholmova dokdzdna.

Podobn& se ukdze, Ze funkce.d,(u | ) maji oblast (w)
totoZnou se severni polovici roviny pii kaZdém u, pro néZ fada

81,(14’ l W) =cX+ qm’ (e_-r_Qmu’ﬂi__e-_}fﬂmuni)
stane se divergentni za | ¢ | =1, tedy s jedinou vyjimkou

u = cel. &islo pro &, a u = —;— + cel. & pro .

Stejnym ‘zpisobem se dokdZe véta, Ze existence prolon-
gatnfho oboru R pro funkei @, (v) md za ndsledek existenci
funkce

K@, &) =23 &P (v) (B — eyt (M)

Z"
@n+ I

pro w z oboru & 4 N a pro vSecka «; funkce ta je propagace
velidiny

K(v, @) = %{F(v, ) — F(v, 28 —va)‘}.
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5. Obecn&ji miZeme dokdzati, Zze existentni obor funkce
proménné v

—_y —mly — ma

Fvye)=2Xc,e g

. —m? S
Scu,e” ™ cos2mea, Xc,e” " sin2ma,

kde summatni podminky zn&ji bud m» =0, 1, 2, 3,... aneb

1 3 5 7

M=o, 5 g g kryje se s oborem konvergenénim &,

kdeito pro « je kazd4 hodnota piipustna. Vyjimka nastane
pouze u fad

Sene " cos2ma, 2m=1,3,5....)

pro u=~;—, a pak u Fad
Sene— ™7 sin2me
pro ¢ =0, pfi lichych 2m, pak téz pro « —= % pii celistvych m,
pfi temZ samoziejmé jsou pfipojitelny k hodnotdm « ndsobky
periody 7.
Funkce 2H (v, «), kterd v oboru & splyvd s velitinou
- F(v, @) + F(v, 28 — o), (@)

mé pH v z oboru ® + R tytéz periodické vlastnosti viti
jako funkce F(v, @) ji pfslusnd, a bude tedy existovati rozvoj
téhoz tvaru, jaky mé funkee (a) pro body v z oboru ®.

Na pt. pro prvni funkei bude
2H (v, @) = I cne—™ (em® + e @—3)

a ta Ffada musi konvergovati téZ v oboru R; to viak je vy-
louteno, pokud veliiny '
A ema—p) _l_’em(,f)—a)
nejsou null_ami. ,

6. Na konec jesté vénujme pozornost funkci Du Bois-
Reymondové :

o —
P(v, ) = & o=,



233

za hodnotu § zvolme nullu, tak Ze bude

5 TNV — 1
‘l!(v):Zle =1
@ = d
o, (v):—%‘\/m e""":a— S (),
kde

® 1

Sw)=2=e.
©="5=

Velitina @ (v) jest jednoznatnd funkce v celé rovin& az
na poly v =0, + 2#i, + 4=i, + 67i, ... pravidelnd, i zbyva
jen vySettiti povahu funkce S.

Ze vzorce
—:—I:fe-““gz_
Vr ¢ Vx
obdrzime
S(v) = A
Vn Vz 1
tedy

1 1 dx
SW=— [ ——— 2,
( ) vﬂo ety — 1 Vx
Aby integrace neru$ené byla moZna, dluZno z roviny (v)
vyloutiti body na fezech danych rovnicemi

v=2vm —z(z=0; =0, =1, 2 ...).

®

Rezy tyto vychdzeji z bodd 2vzi na ose pomyslné a pro-
bihaji v levé polovici roviny (v) rovnobdzné s osou redlnou do
nekoneéna. ‘

To postalf k sezndni existence funkce S(v) a tedy téZ
D, (v) v celé roviné (v) mimo body zvldStni v =— 2wa¢; nd-
sledkem toho funkce dand prvkem F'(v, @) existuje v celé roviné
(v), mé v nf pouze mista zvld§tnf v =2v =i (v=0, +1, +2,...)
a zlistavd jednoznatnou v roving té po provedeni naznatenych fezd.

Dodatek. Roku 1886, kdy jsem zacal uvefejiiovati rizné
&lénky o theorii funkef, byly pokud mi zndmo, veSkery piiklady
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funkef 8 omezenou oblasti toho druhu. Ze se funkce stane ne-
koneénou na urtitych mistech okraje. V prvni své stati o téchto
otdzkdch jednajici*) jsem uvaZoval funkce. jichZz nullovéd mista
se hromadi podél celého okraje existenéni oblasti. Nebof hromadné
misto bodd nullovych u funkce analytické je nutné misto zvldstni,
a takklovym bude tedy v ptipadech naznalenych kazdy bod okraje.
Zejména jsem na u. m. timto zplisobem ukdzal, Ze elliptickd
transcendenta

3 (u l o)=1-+ 2 Zw' q"* cos Qnun, q = ewm’g
1

existuje toliko v oboru | ¢ | <1, t. j. pro @ = z + 4y, g/v> 0,
pokud » je velitina skutetn& komplexni; to plati ndsledkem
toho té% pro funkci

Do(u | 0) =8+ 5 o),
a lze to stejnym zpisobem ukdzati pro funkei

u(lo)y=23(—-1y—! q("_%), sin 2v — 1) un,
r=1
a tim téz pro
9, (]| 0) =9, (u—l—%.w)

Dikaz zminény zni takto: Funkce &, a #, jsou defino-
vény fadami, jeZ konverguji pro | ¢ | < 1; funkce ty vymizi,
plati-li

u=m -+ no,
kde m, n znalf bud celistvd ¢éfsla aneb jejich polovitky.

Zvolim-li « dle libosti, a za &islo » hodnotu téhoz zna-

meni, jaké m4 pomyslnd édst velitiny u, bude pro hodnotu

u—m
W=

n >

jez md pomyslnou &dst kladnou, p¥isluind funkce @ (v | @) rovna
nulle. . :

.. Kdyby nynf funkce & (» | @) piipoustéla prolongaci viii v
pkes -redlnou osu do jizni polovice roviny (), chovala by se

*) Contributions 4 la théorie des fonctions. Zprdvy o zaseddni Kral.
¢eské spol. nauk z roku 1886. '
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pravidelné uvnitt jistého kruhu %R, jeho# stied by leZel na ose
redlné. V tomto kruhu, nechf jest sebe mensf, lezi{ nekonetns
mnoho bodd tvaru

)

0=

n

jak otividno. Funkce & (v | @) by tedy zmizela na nekoneiné
mnoha mistech uvnitt oboru R, coz vyzaduje. aby stied oboru
R byl bodem zvldstnim; kdyby toliZ hromadné misto padlo mimo
stted, zmen§ili bychom pfimétené polomér kruhu R. Vysledek
ten viak odporuje pfedpokladu o pravidelné povaze funkce #
na oboru R. — A

Funkce 9 (» | @) jsou zajisté prvni ptiklad funkei s ome--
zenou oblasti, které se v analysi vyskytly. Je dost divno, Ze se
veikery uéebnice o theorii funkei elliptickych dosud vydané této
otdzce o existenini oblasti viéi proménné o disledné vyhnuly
(pokud nejednaji o funkcich modulovyeh), a¢ p¥sluiny dikaz je
velmi jednoduchy.

V témz ¢ldnku jsem ukdzal, Ze funkce

@

cos 2%
T
nemd derivace aspoii na mistech po celém redlném oboru vse-
husté rozloZenych, jez jsou tvaru

+ gz (%, m kladnd ¢&isla celistvd).

Na tom zaklidd se fakt, Ze funkce
. © Jgn . 22 24 28 216
f(£)—f@7—5+7+z+?+1—6+---
existuje toliko uvnitt kruhu | z | = 1, kterouZto vlastnost lze
ostatné rozmanitym jinym zpisobem dok4zati.
Na pi. ukdze se to o funkei

df )=+ 2ot 4 25 4 204
methodou meého dopisu p. Mittag-Lefflerovi*) aneb methodou, jiz
jsem podal v odstavei III. svojf rozpravy **). ,Uber Functionen.

*) Un théoréme de la théorie des séries. Acta math. sv. X. (1887‘).
*¥) Abhandlungen der koén. bohm. Ges. der Wiss. Rady VIL svazek
druhy; 1888.
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mit beschrinktem Existenzbereiche“, natez véta sama vychdz
integraci.

Jak jsem jiZz na posledné zminéném misté vytkl, plati pro
tuto funkei otividné

[fal=2

a sice nastane rovnost toliko pro z = 1.

Funkce ta jest mimo to uvnitf i na okraji existenéniho
oboru | 2 | = 1 spojitou a bod

Z=1(?)
zaplni pii proménném 2z urditou plochu & uvnitf kruhu | 2| = 2
lezici. Probihd-li z obvod kruhu | z | = 1, tedy kdyz z = eis,
bude

z.—.zﬁg"_"’+zz”"22"’ X +iY
0

probfhati rovnéz &iru spojitou, okraj plochy &. Avsak ,pohyb“
bodu Z takto vyvolany vymyk4 se obvyklé piedstavé o pohybu
bodu na tafe, nebof zde ani slofky rychlosti

X 2y

o9’ g
neexistuji, aniz smér pohybu (rychlosti jako vektoru) moZno de-
finovati.

Naproti tomu funkm*)

z ___2' , (a celistvé &islo kladné),

kterd existuje rovnéz pouze na kruhu | z | =< 1, a pro niZ tedy
1Z]| =
odpovidd v roviné (Z) plocha & omezend tarou

kterd méni spojits smér teény i sv0j1 kiivost, takZe atkoli neni
tarou analytickou, nejevi od kiivek analytickych ndpadného
rozdilu.

. *) Uvedend vlastnost je pouze jinou interpretaci mych vysledkd na
konci mé: prdce otisiéné ve 103, svazku Crelleova Zurnilu, datované z pro-
since 1886. Viz Casopis 37., str. 1. a nésl.
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